[image: image1.emf]
[image: image2.emf]
[image: image3.emf]
[image: image4.emf]
[image: image5.png]_ -b-\Nb*-4ac

X, =
1 2a




Анализ результатов математической подготовки учащихся, проявляющихся на едином государственном экзамене (ЕГЭ) позволяет сделать вывод о недостаточном уровне освоения некоторых значимых умений, например таких как: решение уравнений и неравенств с модулем, уравнений и неравенств с параметрами различных видов. Уравнения с параметрами представляют чисто математический интерес, способствуют интеллектуальному развитию учащихся, служат хорошим материалом для отработки навыков. Они обладают диагностической ценностью, так как с помощью их можно проверить знание основных разделов математики, уровень математического и логического мышления, первоначальные навыки исследовательской деятельности и перспективные возможности успешного овладения курса математики в высших учебных заведениях. В связи с тем, что ЕГЭ обязателен -эта проблема очень актуальна .
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1 .Определить что же такое параметр.
2.Подобрать необходимый дополнительный материал.
3.Рассмотреть решения различных уравнений и неравенств с параметрами.
4. Удачно сдать ЕГЭ.
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при    изучении    данного    вида    уравнений  и неравенств связаны    со следующими    их особенностями:
       •      Обилие формул и методов, используемых при решении уравнений и 

неравенств данного вида;
•
Возможность решения одного и того же уравнения,  содержащего
параметр различными методами;
[image: image8.png]-b -Np*-4ac
2a



Иногда уравнения (неравенства), кроме букв, обозначающих неизвестные величины, содержат другие буквы, которые называются параметрами. Параметр (от греческого слова «параметрон»)-это тоже переменная величина.
Уравнение (неравенство) с параметрами - математическое уравнение (неравенство), внешний вид и решение которого зависит от значений одного или нескольких неизвестных.
Решить уравнение с параметрами - значит указать, при каких значениях параметров существуют решения и каковы они. 
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Общий вид квадратных уравнений: ax ²+bx+c=0
Формула Дискриминанта: D=b²-4ac
1. Если D>0, то кв.уравнение  имеет  два различных  корня:  x1  и  x2, которые  могут  быть  вычислены  по формулам:
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2. Если D=0, то кв.уравнение имеет единственный  корень:

      x1=-b/2a.

3. Если D<0, то  действительных корней нет.

   Теорема  Виета:

Между корнями х1 и х2  квадратного трехчлена ax²+bx+c и коэффициентами
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 существуют соотношения:   

При помощи  этих  соотношении исследуются  знаки  корней.

Биквадратное  уравнение:

ax4 + bx² + c=0

Сводится  к  квадратному  уравнению  заменой:
x²=y.

     Квадратными называются неравенства вида 

                                                    ax2 + bx + c > 0,                                             (4)

                                                    ax2 + bx + c < 0,                                             (5)
                                                    ax2 + bx + c ≥ 0,                                             (6)
                                                    ax2 + bx + c ≤ 0,                                             (7)

здесь x – переменная (неизвестная), a, b, c – заданные числа, причем a ≠ 0. Неравенства (4), (5) – строгие, (6), (7) – нестрогие. 

     Решение неравенства – это значение переменной, при подстановке которого вместо символа переменной получаем верное неравенство. 

     Решить неравенство – это значит, предъявить обоснованно все его решения или установить, что их нет. В последнем случае говорят, что множество значений пусто и обозначают это знаком Ø. Если любое число – решением, то это обозначают знаком R или (- ∞;+ ∞) – множество всех действительных чисел.

     В случае D ≥ 0 левую часть каждого из неравенств – квадратный трехчлен, можно преобразовать, используя следующую теорему. 

     Теорема о разложении на множители. Если x1 и x2 – корни квадратного трехчлена, то для всех значений x 
                                          ax2 + bx + c = a(x - x1)(x – x2)                                      (8)

в частности при D = 0, если x0 – корень кратности два, то
                                                                     ax2 + bx + c = a(x – x0)2                                            (9)
     При такой записи трехчлена легко определить знак его значения в зависимости от знака а и расположения значения х относительно x1 и x2 .
     В случае D > 0 обозначим xм – меньший корень, xб – больший корень. Отметим, что
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                    при а > 0                                                 xм =                          ,
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                    при а < 0                                                 xм =                          .

     Рассмотрим неравенство (4). В нижеследующих таблицах указаны множества его решений и их изображения на числовой оси в знака a и D.
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Таблица 1

	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	R или (- ∞;+ ∞)
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	D = 0
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   x < x0 ,
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                или (- ∞; x0)     (x0 ; + ∞) 

   x > x0
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	D > 0
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   x < xм
                или (- ∞; xм)    (xб; + ∞)

   x > xб
	


Таблица 2

	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D = 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D > 0
	   x > xм  ,
                или xм < x < xб;  (xм ;xб)

   x < xб
	


     Как видно из первых строк этих таблиц,

     если D < 0, то для любого значения х число ax2 + bx + c имеет тот же знак, что и старший коэффициент а , иначе говоря, 

     Неравенство (5) можно привести к виду (4), умножив обе его части на    – 1. При этом знаки коэффициентов изменятся на противоположные. Значит, описание множества решений неравенства (5) получим, поменяв местами таблицы 1 и 2. 


Таблица 3  
	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D = 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D > 0
	   x > xм  ,
                или xм < x < xб;  (xм ;xб)

   x < xб
	


Таблица 4
	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	R или (- ∞;+ ∞)
	


	D = 0
	   x < x0 ,
                или (- ∞; x0)     (x0 ; + ∞) 

   x > x0
	

	D > 0
	   x < xм
                или (- ∞; xм)    (xб; + ∞)

   x > xб
	


     Из первых строк таблиц 3 и 4 видно, что и в этом случае верно утверждение (10).

     Из последних строк таблиц 1-4  следует, что 

     если D > 0, то для любого значения х из интервала между корнями число ax2 + bx + c имеет знак, противоположный знаку старшего коэффициента а, а иначе говоря


     если же значение х лежит вне отрезка между корнями [xм ; xб] , то числа а и 
ax2 + bx + c имеют одинаковый знак, т.е.


как и в (10). 

Задача №1

(a - 5)x2 - 2ax + a – 4 = 0.

     ∆ Коэффициенты уравнения содержат букву, обозначающую заданное число, - параметр. Решить такое уравнение – это значит, для каждого значения параметра, допустимого в указанных над ним действиях, указать обоснованно все решения или доказать, что решений нет.  

     При a = 5 данное уравнение не квадратное: - 10x + 1 = 0, оно имеет одно решение          x = 1/10. 

     При a ≠ 5 вычисляем D/4 = a2 – (a - 5)(a - 4) = 9a – 20.

     Если 9a – 20 < 0, т.е. a < 20/9, то D = 0 и уравнение имеет одно решение 

x0 =           = -4/5 кратности два. Если 9a – 20 > 0, т.е. a > 20/9 но a ≠ 5, то D > 0 и уравнение 


имеет два решения x1,2 =                            при a    (20/9 ; 5)    (5 ; + ∞) .   ∆∆

     Задача 2. Найти все значения k, при которых уравнение

x2 + (2k – 5)x + k2 = 0

имеет только положительные корни.

     ∆ Во-первых, нужно обеспечить, чтобы уравнение имело корни. Необходимое и достаточное условие этого – неотрицательность дискриминанта:

                                                          (2k – 5)2 – 4k2 ≥ 0.                                           (1)

     Во-вторых, уже с учетом этого нужно получить условие положительности корней. 

Простой способ дает теорема Виета. По этой теореме x1 ∙ x2 =      = k2  и если оба корня положительны, то 

                                                                     k2 > 0.                                                    (2) 
     Это условие необходимо, но не достаточно, т.к. положительность произведения           x1 ∙ x2 > 0 означает только то, что корни имеют одинаковые знаки (и могут оба оказаться 


отрицательными). По теореме Виета x1 + x2 =             =  - (2k - 5) = 5 – 2k.

                                                                    5 – 2k > 0.                                             (3)

     Мы исходили из условий существования и положительности корней и пришли к необходимости для этого условий (1) – (3). Проверим, что они и достаточны для существования и положительности корней. Из (1) следует, что корни есть. С учетом этого из (2) следует, что их произведение положительно, т.е. корни одного знака. Теперь из (3), т.е. из положительности суммы следует положительность обоих корней. Итак, условия (1) – (2) необходимы и достаточны.  

     Упрощаем эти условия. Решаем неравенство (1):


4k2 – 20k + 25 – 4k2 ≥ 0,    25 ≥ 20k,           ≥ k.                                                   (1’)

Неравенство (2) верно для любого        k ≠ 0.                                                    (2’)


Находим решения (3):                               > k
                                             (3’)

Искомые значения k должны удовлетворять всем этим трем неравенствам. Поскольку 


    <     ,  решениями и (1’) и (3’) будут все те и только те значения k, которые 


удовлетворяют (2’), т.е. k ≤      . Из них согласно (2’) нужно исключить k = 0. Значит, 


общими для (1’) – (3’) являются значения k из интервалов (- ∞; 0) и (0;    ). 

     Отметим, что недостаточно было бы потребовать только положительности     = k2 

(т.е. k ≠ 0) и положительности          = 5 – 2k (т.е. k <     ).

Ответ: (- ∞; 0)    (0;    ).   ∆∆

Квадратные неравенства
     Квадратными называются неравенства вида 

                                                    ax2 + bx + c > 0,                                             (4)

                                                    ax2 + bx + c < 0,                                             (5)
                                                    ax2 + bx + c ≥ 0,                                             (6)
                                                    ax2 + bx + c ≤ 0,                                             (7)

здесь x – переменная (неизвестная), a, b, c – заданные числа, причем a ≠ 0. Неравенства (4), (5) – строгие, (6), (7) – нестрогие. 

     Решение неравенства – это значение переменной, при подстановке которого вместо символа переменной получаем верное неравенство. 

     Решить неравенство – это значит, предъявить обоснованно все его решения или установить, что их нет. В последнем случае говорят, что множество значений пусто и обозначают это знаком Ø. Если любое число – решением, то это обозначают знаком R или (- ∞;+ ∞) – множество всех действительных чисел.

     В случае D ≥ 0 левую часть каждого из неравенств – квадратный трехчлен, можно преобразовать, используя следующую теорему. 

     Теорема о разложении на множители. Если x1 и x2 – корни квадратного трехчлена, то для всех значений x 
                                          ax2 + bx + c = a(x - x1)(x – x2)                                      (8)

в частности при D = 0, если x0 – корень кратности два, то
                                                                     ax2 + bx + c = a(x – x0)2                                            (9)
     При такой записи трехчлена легко определить знак его значения в зависимости от знака а и расположения значения х относительно x1 и x2 .
     В случае D > 0 обозначим xм – меньший корень, xб – больший корень. Отметим, что


                    при а > 0                                                 xм =                          ,


                    при а < 0                                                 xм =                          .

     Рассмотрим неравенство (4). В нижеследующих таблицах указаны множества его решений и их изображения на числовой оси в знака a и D.

Таблица 1

	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	R или (- ∞;+ ∞)
	


	D = 0
	   x < x0 ,
                или (- ∞; x0)     (x0 ; + ∞) 

   x > x0
	

	D > 0
	   x < xм
                или (- ∞; xм)    (xб; + ∞)

   x > xб
	


Таблица 2

	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D = 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D > 0
	   x > xм  ,
                или xм < x < xб;  (xм ;xб)

   x < xб
	


     Как видно из первых строк этих таблиц,

     если D < 0, то для любого значения х число ax2 + bx + c имеет тот же знак, что и старший коэффициент а , иначе говоря, 

     Неравенство (5) можно привести к виду (4), умножив обе его части на    – 1. При этом знаки коэффициентов изменятся на противоположные. Значит, описание множества решений неравенства (5) получим, поменяв местами таблицы 1 и 2. 


Таблица 3  
	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D = 0
	Ø     или     нет решений
	нет

	D > 0
	   x > xм  ,
                или xм < x < xб;  (xм ;xб)

   x < xб
	


Таблица 4
	D
	Множество решений
	Рис. на оси

	D < 0
	R или (- ∞;+ ∞)
	


	D = 0
	   x < x0 ,
                или (- ∞; x0)     (x0 ; + ∞) 

   x > x0
	

	D > 0
	   x < xм
                или (- ∞; xм)    (xб; + ∞)

   x > xб
	


     Из первых строк таблиц 3 и 4 видно, что и в этом случае верно утверждение (10).

     Из последних строк таблиц 1-4  следует, что 

     если D > 0, то для любого значения х из интервала между корнями число ax2 + bx + c имеет знак, противоположный знаку старшего коэффициента а, а иначе говоря


     если же значение х лежит вне отрезка между корнями [xм ; xб] , то числа а и ax2 + bx + c имеют одинаковый знак, т.е.


как и в (10). 

Задача 3.    Найти все значения l , при которых неравенство 

                                       lx2 – 2 (l - 6)x + 3 (l - 2) < 0

верно для всех значений x.
     ∆ Коэффициент при x2 зависит от l и равен 0 при l = 0. В этом случае данное неравенство не квадратное, а линейное: 12х – 6 < 0. Это неравенство неверно, например, при х = 1, значит, при l = 0 данное неравенство не является верным для всех значений х.

     Рассмотрим значения l ≠ 0 . Для них данное неравенство квадратное, имеет вид (5). Из таблиц 3 и 4 видно, что все числа являются его решениями только в одном случае: если старший коэффициент отрицателен, т.е.

                                                                       l < 0,                                                    (13)

и если дискриминант отрицателен, т.е.  

                                                        4 (l - 6)2 – 4 l 3 (l - 2) < 0                                  (14)

     Сокращаем обе части (14) на 4 и упрощаем это неравенство, в результате получаем

 l 2 - 3l – 18 > 0. Это неравенство имеет решения l < - 6  и  l > 8. Значения l > 8 не удовлетворяют неравенству  (14), а значения l < - 6  удовлетворяют ему. Поэтому при каждом l < - 6  данное в условии неравенство верно для любого х.

         Ответ: l < - 6. ∆∆
Задача 4. Найти все такие значения а , что все корни уравнения 

                                                    2ax2 + 2(5-a)x + 5a – 5 = 0

лежат слева от  -1. 

     ∆ При а = 0 это уравнение линейное: - 10х – 5 = 0, его единственный корень х = -1/2 > 0 лежит справа от   – 1, поэтому а = 0 не решение.

     Пусть а ≠ 0. Данное квадратное уравнение согласно условию должно иметь корни. Для этого необходимо и достаточно, чтобы дискриминант был неотрицательным:

(5 - a)2 – 2a(5a - 5) ≥ 0 , отсюда 25 – 9а2 ≥ 0, а2 ≤ 25/9,

 

                                                                 ≤ a ≤                                                          (15) 

     Число  -1 должно лежать вне промежутка между корнями трехчлена. Согласно (12) (рис. 1)



 для этого необходимо и достаточно, чтобы старший коэффициент 2а и значение трехчлена при х = - 1 имели одинаковые знаки, т.е.

                                                2а(2а(-1)2 + 2(5 - а)( - 1) + 5а – 5) > 0  

Отсюда а(а+1) > , а это квадратное неравенство имеет решения 

                                                       а < - 1   и   а > 0                                                 (16)

     Если (15) и (16) выполнены, то корни есть и лежат по одну сторону от  - 1, но могут оказаться как слева так и справа (рис. 2).

     Для того чтобы они


были слева, достаточно (и необходимо), чтобы хотя бы одна точка отрезка  [xм ; xб] находилась слева. Такой точкой удобно взять середину этого отрезка, а именно абсциссу вершины, 

 
                               xв =               =


     Итак, дополняя (15) и (16) неравенством                      <  - 1                            (17)
получаем необходимые и недостаточные условия расположения всех корней слева от  - 1.


Упрощаем (17):                   + 1 < 0,                 < 0 .

Полученное неравенство верно только в двух случаях. Либо числитель положителен, а знаменатель отрицателен, т.е. а + 5 > 0 и а < 0, что выполнено только при – 5 < а < 0. Либо числитель отрицателен, а знаменатель положителен, т.е. а + 5 < 0 и а > 0, что, как видно, невозможно. Итак, решениями неравенства (17)  являются значения 

                                                                      - 5 < а < 0.                                          (18)  

     Осталось выбрать те значения, которые удовлетворяют и (15), и (16), и (17), и (18). Для этого отметим полученные множества на числовой оси (рис. 3), 



соблюдая в первую очередь не масштаб, а порядок следования точек по оси. По рис. 3 видно, что общей частью множества (15), (16) и (18) является промежуток          

  [         ;  - 1) (полуинтервал).


Ответ:    [         ;  - 1). ∆∆
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если D < 0, то для любого х a(ax2 + bx + c) > 0                            (10)
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