Этот удивительно симметричный мир

Предисловие…

С симметрией мы встречаемся везде – в природе, технике, искусстве, науке. Отметим, например, симметрию, свойственную бабочке и кленовому листу, симметрию форм автомобиля и самолёта, симметрию в ритмическом построении стихотворения и музыкальной фразы, симметрию орнаментов и бордюров. Симметрию атомной структуры молекул и кристаллов.
Понятие симметрии проходит через всю многовековую историю человеческого творчества. Оно встречается уже у истоков человеческого знания; его широко используют все без исключения направления современной науки. Принципы симметрии играют важную роль в физике и математике, химии и биологии, технике и архитектуре, живописи и скульптуре, поэзии и музыке. Законы природы, управляющие неисчерпаемой в своём многообразии картиной явлений, в свою очередь, подчиняются принципам симметрии.

Симметрия вокруг нас
                        В гармонии соперник мой 

                        Был шум лесов, иль вихорь буйный,

                        Иль иволги напев живой,

                        Иль ночью моря гул глухой,

                        Иль шепот речки тихоструйной.

                        А. С. Пушкин

Объект и его зазеркальный двойник
На рисунке показан простой пример объекта и его зазеркального двойника – треугольник АВС и треугольник А1В1С1 (здесь МN – пересечение плоскости зеркала с плоскостью рисунка). 
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TOMNA3 BEPUJLI

IHiMyATHA KBAPILL

ITokasanueii na pucynke kpucral Gepuia oTHocur¢d K ONHOM u3
KPHCTAJUIHYECKUX pa3HOBHAHOCTEH 3TOTO coeaunenns: MEPEI Hamu
2eau0dop. Jlpyrue pasHOBHAHOCTH Oepuiia: cume-3¢/1CHBIH areq-
Mapun, SIpKO-3eNeHbI u3ympyd, PO30BATLIE 60pofy¢6UM. Pasnas
OKPAacka KPHUCTAJJIOB ONpelelseTcs NpUMecsiMu, Tak, KEITas ok-
packa renmogopa oOyciomieHa IPHUMeECHIO HOHOB TPEXBajeHT-
HOTO skenesa. Becbma pacmpoctpaHen B npupone x64PY (Kpemne-
3em), UPeJCTABISIONMII COOOH OKHCH KPEMHHs (popMmysa: SiO,).
Camast wmcras u mpospaumas PAsHOBUIHOCTH kpaPlld — 20pHbiii
Xpycmane; nanee cienyer dvimuyamblil Keapy, nokazauAbA HA pHCYH-
xe. Kapu Berpevaercs u B Busie pHONIETOBOTO amemucMd, KPacHoro
€epoouKa, YEPHOTO OHuKCA, CEPOTO XaayedoHd. Kgapu — 9T0 Takxke

TOYMIBHEIA KaMeHb, KPEMeHb, IPOCTOH MECOK.

CHMMeTpust BHelell hopMBI KPACTALIOB XOpomo BN HA pPii-
cynke 47, rie nokasaHel KpUCTAILIBL Kamennoil com (1), kéapya (6),

apazonuma (). TTocnennuit npeacTasiser cQOOR oy 3.
IHXCs B npupose Gopm kaavyuma (CaCO3).‘ Ha pucynke 48 u306pa-

Tpedato-

nonexasap (6), rekcaroHanbubit oktasap (). |\

B cpoelt kmure «3T1OT npaBbLIA, NeBbli MUpY
M. TI'apanep numrer: «Ha 3emne xwu3ns 3apouu-
Jach B C(EPUYECKM CHMMETPHYHLIX (OpMax, a
MOTOM CTaJjla Pa3BMBATHCS MO JIBYM IJIABHBLIM JIH-
HUAM: 006pa3oBajics MHp pacTeHHi, 06Jagaro-
IIMX CHMMETPHEHA KOHYCa, U MUDP XHBOTHBIX ¢ OH-
TepaNBHOM cummerpmed»’.
APAKTEPHAS TS PacTeHUH cummempus Konyca
XOpOILIO BHIHA Ha NpuMepe (akTUYeCKU JIF060To
Aepesa (puc. 49). JlepeBo IIpd NOMOIM KOPHEBO#t
. CHCTEMBI TIOTJIONIAET BJAry U NUTATEILHBIE BElle-
| CTBa U3 IIOYBBI, TO €CTh CHU3Y, & OCTAJILHBIE KH3-
| HEHHO BakHbIE (DYHKUMH BBINOJIHSIOTCH KPOHOM,
TO eCThb Hasepxy. I103TOMyY HAIIPABJIEHAST «BBEPX»
U «BHHU3» ISl JiepeBa CYINECTBEHHO Da3JIMYHEL,
B 1O e Bpems HampaBJeHHs B IIOCKOCTH, Hep-
HEHANKYJISIPHOR K BEPTHMKAJIHM, NI AepeBa (akTH-
HECKM HEpasJM4UMBI: [0 BCEM 3THM HalpaBiie-
| HUSIM K JIEPEBY B PABHOM Mepe IIOCTYIAaIoT BO3AYX,
| cBeT, BJara. B pe3ysbrare mosIBISIIOTCS BEPTHKAIb-
| Hasi IOBOPOTHAs OCh (OCh KOHYCA) M BEPTHKAIBHBIE
IJIOCKOCTH CUMMETPHH. OTMETHM, YTO BEPTHKAIIb-
Hasi OpHEHTAlUsl OCH KOHYCa, XapaKkTEePU3YIOIIEro
CUMMETPHIO [IepeBa, OTPpeeNseTcss Harpaslie-
HUeM cuabl mancecmu®. VIMEHHO mo3ToMy o6mmas
OpHEHTAllUs CTBOJIA JepeBa He 3aBHUCHT, BOOOIE
TOBOps, OT yrja HAKJIOHA IOBEPXHOCTH IOYBBI
WA OT BBICOTHI moabema COJIHIIA Ha JTaHHON
LIHPOTE. '

OHEYHO, HEPEIKO BCTPEYATOTCS JIEPEBBS, CTBOJIBI
KOTOPBIX HE TOJIbKO HE BEPTHKAJIBLHBI, HO H BOOO-
e H3OTHYTHI, a KPOHa pa3sura oaHoboko. Kaza-
Jock Obl, KaKoM YK TYT MOXeT GBITH Pa3roBop o
cumMmerpur koHyca? M Tem He meHee nies KOHyca
BO BCEX CJIy4asiX OPaBHJILHO OTPaXkaer Clelu(puxy
CUMMCTpPHH JIepeBa, ee CYLIHOCTh. Beab [uis sro-
6oro nepeBa MOXHO YKa3aThb OCHOGAHUE W Gepuii-
HY, © B TO X€ BpeMs Ul JepeBa HelpUeMJIeMbl
HOHATHS JIEBOH WM TpaBoi, 3ajHel wiM nepen-
HEW CTOPOH. )

SIpko BLIpaXKCHHOM CHMMeTpHed 06iaJaroT Jiu-
CThbs, BETBH, IBeTHI, M10Apl. Ha pucynke 50 mpu-|
|BEJEHBI TIpEMEpbl, B KOTODPBLIX = Habiromaercs
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UMMETPUS 6HewHell ghopmbi KPHCTATIA IBITACTCS CIEACTBHEM Ero
GHympenHei cummempuu — YIOPAIOYEHHOTO B3aMMHOTO PACHOJIO-
JKEHHS B NPOCTPAHCTBE aTOMOB (MOJeKyJ). MHave roBops, cumMMe-
TPHsI KPUCTAJLIA CBA3aHA C CYLIECTBOBAHHEM IPOCTPAHCTBEHHOIM pe-
IIETKA M3 aTOMOB — TaK Ha3bIBAEMON Kpucmaiiuueckoil pewiemxu.
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1 Tepmun «BunatepaapHas
CHMMETDHS» YaCTO TNpHMe-
Hierca B Ouomorum. Ilpu
ITOM HMeeICs B BUIY 3ep-
KaJbHAas cHMMerpHs (o1 na-
THHCKOTO bu.1amepaivHvlii —
«aBax bl DOKOBOMY).
Buonorudeckne skcrnepu-
MeHTBI Ha Gopry coseTckoi
opburaneHol crannum «Ca-
JIOT-6» MOKa3aju, 4T0 B CO-
CTOSIHMH HEBECOMOCTH Hapy-
IIAETCA  NPOCTPAHCTBEHHAS
OpMEHTAlHMsA IIPOPOCTKOB, JIH-
CTBEB M KOPHEH, MOSBUBLIMAX-
ca Ha 6opry craHUMM u3 ce-
MSIH TILIEHHIH W rOpoXa.





Каждой точке объекта соответствует определённая точка зазеркального двойника. Эти точки находятся на одном перпендикуляре к прямой МN, по разные стороны и на одинаковом расстоянии от неё. Объект на рисунке выбран для простоты двухмерным. В общем случае объект (и соответственно его зазеркальный двойник) является трёхмерным.
Все знают, что увидеть зазеркальный двойник объекта совсем нетрудно перед плоским зеркалом и заглянуть в это зеркало. Обычно считают, что наблюдаемый в зеркале двойник является точной копией самого объекта. В действительности же это не совсем так. Зеркало не просто копирует объект, а меняет местами (переставляет) передние и задние по отношению к зеркалу части объекта. В сравнении с самим объектом его зазеркальный двойник оказывается «вывернутым» вдоль направления, перпендикулярного к плоскости зеркала. Разглядывая конусы  можно не согласиться с утверждением о том, что зазеркальный двойник не является точной копией объекта. Ведь объект и его двойник различаются только своей ориентацией: они развернуты навстречу друг другу. В связи с этим обратимся к более интересному примеру. Предположим, что конус вращается вокруг своей оси. 
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Если ось вращения перпендикулярна к плоскости зеркала, то направление вращения конуса при отражении в зеркале сохраняется. Если же ось вращения параллельна зеркалу, то направление вращения изменяется при отражении на противоположное. Теперь уже никакими перемещениями и поворотами нельзя совместить (разумеется, мысленно) объект с зазеркальным двойником. Иными словами, вращающийся конус и его зазеркальный  двойник – по сути дела разные объекты. Чтобы получить зазеркальный двойник, не прибегая к отражению в зеркале, надо изменить вращение конуса на противоположное.

Впрочем, можно обойтись и без вращения конуса. 
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Достаточно изготовить из конуса винт. Винт – объект и винт – двойник имеют разные направления нарезки: чтобы ввинтить в дерево винт – объект, надо вращать его головку по часовой стрелке, а чтобы ввинтить винт – двойник, - против часовой стрелки.

Первый винт называют правым винтом, а второй – левым. Мы привыкли пользоваться правыми винтами. 
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Зазеркальные двойники правых винтов, то есть левые винты, у нас практически не применяются.

Итак, мы убедились, что объект и его зазеркальный двойник при всей своей схожести могут быть разными, не совместимыми друг с другом объектами.

В  одних случаях это различие не слишком бросается в глаза; например, можно не обратить внимание на то, что у вас родинка находится на правой щеке, а у вашего зазеркального двойника на левой. В других случаях различие становится настолько вопиющим, что приходится только удивляться, как на него не обращали внимания раньше. 
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Достаточно сравнить какой-нибудь текст с его зазеркальным двойником. Попробуйте читать книгу, глядя не в неё, а в её отражение в зеркале. Или, что ещё хуже, пробуйте написать хотя бы строчку, глядя не на лист бумаги, а на его зеркальное изображение. 

Зеркальная симметрия
Предположим, что одна половина объекта является зеркальным двойником по отношению к другой его половине. Такой объект называется зеркально симметричным. Он преобразуется сам в себя при отражении в соответствующей зеркальной плоскости; эту плоскость называют плоскостью симметрии.

В случае двухмерного (плоского) объекта вместо плоскости симметрии рассматривается ось симметрии – линия пересечения плоскости симметрии с плоскостью объекта. В случае одномерного (линейного) объекта рассматривается центр симметрии – точка пересечения прямой объекта с плоскостью симметрии.
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Зеркально симметричные объекты: а) одномерный объект (О – центр симметрии), б) двухмерный объект (MN - ось симметрии), в) трехмерный объект (S - плоскость симметрии). 

Одномерный объект имеет не более одного центра симметрии. Двухмерный объект может иметь несколько осей симметрии, а трёхмерный объект  - несколько плоскостей симметрии. Так, правильный шестиугольник имеет шесть осей симметрии. Круг имеет бесконечное число осей симметрии. Бесконечное число плоскостей симметрии имеют шар, круговой цилиндр, круговой конус, эллипсоид вращения.

Напишем на листе бумаги заглавными печатными буквами два слова: «КОФЕ» и «ЧАЙ». Затем возьмём зеркало и поставим его вертикально так, чтобы линия пересечения плоскости зеркала с плоскостью листа делила эти слова пополам по горизонтали. Возможно, что некоторые удивятся, обнаружив, что зеркало не подействовало на слово «КОФЕ», тогда как слово «ЧАЙ» оно изменило до неузнаваемости. 
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Этот «фокус» имеет простое объяснение. Разумеется, зеркало одинаковым образом отражает нижнюю половину обоих слов. Однако в отличие от слова «ЧАЙ» слово «КОФЕ» обладает горизонтальной осью симметрии; именно поэтому оно не искажается при отражении в зеркале.

Энантиоморфы

Допустим, что объект характеризуется единственной плоскостью (осью) симметрии. Разрежем объект по плоскости (оси) симметрии на две половинки. Эти две половинки являются, очевидно, зеркальным изображением одна другой. Существенно, что сама по себе каждая из половинок зеркально асимметрична. Рассматриваемые половинки являются энантиоморфами. 

Энантиоморфы – это пара зеркально асимметричных объектов (фигур), являющихся зеркальным изображением один другого. Иными словами, энантиоморфы – это объект и его зазеркальный двойник при условии, что сам объект зеркально асимметричен. Энантиоморфами могут быть отдельные объекты, но могут быть и половинки соответствующим образом разрезанного объекта. Чтобы различить энантиоморфы в данной паре, вводят обозначения «левый» и  «правый». Один из энантиоморфов левый, а другой правый. Не имеет принципиального значения, какой именно назван левым (правым); это вопрос договоренности, традиции, привычки.
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Примеры трёхмерных энантиоморфов: а) левый и правый винты; б) левая и правая игральные кости; в) левый и правый узлы; г) левая и правая перчатки; д) левая и правая системы координатных осей; е) левая и правая половинки стула, разрезанного по плоскости симметрии. На практике обычно применяют правые винты, левые игральные кости, правые системы координатных осей. Одинаково часто встречаются как левые, так и правые перчатки или узлы.
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Примеры двухмерных энантиоморфов: а) левая и правая спирали; б) левый и правый дорожные знаки; в) левая и правая системы координатных осей; г) левая и правая половинки дубового листа, разрезанного по оси симметрии.

Двухмерные энантиоморфы нельзя совместить друг с другом никакими перемещениями и поворотами в пространстве этих энантиоморфов, то есть в плоскости, Для того чтобы совместить их, надо выполнить поворот в трёхмерном пространстве: перевернуть плоскость обратной стороной. Что же касается трёхмерных энантиоморфов, то для их совмещения потребовался бы поворот в фантастическом четырёхмерном пространстве. Выполнить такой поворот и даже представить его мысленно, очевидно, невозможно. Поэтому для трёхмерных энантиоморфов справедливо утверждение: никакие перемещения или повороты не в состоянии обратить левый энантиоморф в правый или наоборот. Левый энантиоморф всегда будет левым, а правый всегда будет правым. Как бы вы ни вертели в руках левый ботинок, он никогда не подойдёт к правой ноге. Сколько бы ни бросали левую игральную кость, она никогда не превратится в правую.

Любопытно, что для доказательства существования «потустороннего» четырёхмерного мира использовались фальшивые демонстрации с превращением левых энантиоморфов в правые (и наоборот). Подобные демонстрации предлагались на так называемых спиритических сеансах, достаточно модных в начале века в некоторых религиозно настроенных аристократических кругах. Разумеется, демонстрации с «превращением» одного энантиоморфа в другой являлись не более как ловкими трюками, основанными на незаметной подмене соответствующих энантиоморфов. Например, у участника сеанса отбиралась левая перчатка, затем проводились отвлекающие внимание манипуляции и сидящим в полутёмной комнате зрителям предъявлялась правая перчатка точно такого же размера, цвета, покроя. Это выдавалось за доказательство  кратковременного пребывания перчатки в потустороннем мире, где она, дескать, и превратилась из левой в правую. 

                                                                Что может быть больше похоже на мою 


   руку или моё ухо, чем их собственные


   отражения в зеркале? И всё же руку, 


   которую я вижу в зеркале, нельзя 


   поставить на место настоящей руки…  

                                                                                                 Иммануил Кант.      
Поворотная симметрия

Предположим, что объект совмещается сам с собой при повороте вокруг некоторой оси на угол, равный 360°/n (или кратный этой величине), где n=2,3,4, … В этом случае говорят о поворотной симметрии, а указанную ось называют поворотной осью n-го порядка. В приводящихся ранее примерах с буквами «И» и «Ф» мы встречались с поворотной осью 2-го порядка, а в примере с египетской пирамидой – с поворотной осью 4-го порядка. Примеры простых объектов с поворотными осями разного порядка – от 2-го до 5-го. 
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У трёхмерного объекта может быть несколько поворотных осей. Например, первый объект имеет не одну, а три поворотные оси 2-го порядка, второй объект имеет наряду с поворотной осью 3-го порядка три поворотные оси 2-го порядка, третий объект имеет наряду с поворотной осью 4-го порядка четыре поворотные оси 2-го порядка.
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Рассмотрим куб. Легко сообразить, что он имеет три поворотные оси 4-го порядка. При более внимательном рассмотрении обнаруживаются шесть поворотных осей 2-го порядка, проходящих через середины противоположных параллельных ребер, а также четыре поворотные оси 3-го порядка, совпадающие с внутренними диагоналями куба. Таким образом, куб имеет всего 13 поворотных осей. Среди которых встречаются оси 2-го, 3-го и 4-го порядка.

Интересна поворотная симметрия кругового цилиндра. Он имеет бесконечное число поворотных осей 2-го порядка и одну поворотную ось бесконечно высокого порядка.
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Для описания симметрии конкретного объекта надо указать все поворотные оси и их порядок, а также все плоскости симметрии. Рассмотрим, например, геометрическое тело, составленное из двух одинаковых правильных четырёхугольных пирамид. Оно имеет одну поворотную ось 4-го порядка (ось АВ), четыре поворотные оси 2-го порядка (оси СЕ, DF, MP, NQ), пять плоскостей симметрии ( плоскости CDEF, AFBD, ACBE, AMBP, ANBQ).
Зеркально-поворотная симметрия

     Вырежем из плотной бумаги квадрат и впишем внутрь его косо другой квадрат. Затем отогнем углы бумаги по линиям, ограничивающим внутренний квадрат (соседние углы отгибаются в противоположные стороны). Он имеет поворотную ось 2-го порядка (ось АВ) и не имеет плоскостей симметрии. Будем рассматривать наше изделие сначала сверху, а затем снизу (с противоположной стороны листа бумаги). Мы обнаружим, что никакого различия между «верхом» и «низом» нет; в обоих случаях объект выглядит одинаково. В связи с этим возникает мысль, что поворотная симметрия 2-го порядка не исчерпает всей симметрии данного объекта.
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Дополнительная симметрия, которой обладает наш объект, - это так называемая зеркально-поворотная симметрия: объект совмещается сам с собой в результате поворота на 90° вокруг оси АВ и последующего отражения в плоскости CDEF. Ось АВ называют зеркально-поворотной осью 4-го порядка. Таким образом, здесь наблюдается симметрия относительно двух последовательно выполняемых операций – поворота на 90° и отражения в плоскости, перпендикулярной к оси поворота.
Переносная (трансляционная) симметрия

При переносе (трансляции) вдоль прямой АВ на расстояние а (или кратное этой величине) фигура совмещается сама с собой. В этом случае говорят о переносной, или трансляционной, симметрии. Прямая АВ называется осью переноса, а расстояние а – элементарным переносом или периодом. Строго говоря, симметричная по отношению к переносам фигура должна быть бесконечно длинной в направлении оси переноса. Однако понятие переносной симметрии применяют и в случае фигур конечных размеров, имея в виду наблюдаемое при переносе частичное совмещение фигуры. При переносе конечной фигуры на расстояние а вдоль прямой АВ наблюдается совмещение участка 1 и участка 2. 
С переносной симметрией связано важное понятие двухмерной периодической структуры – плоской решетки. Плоская решетка может быть образована в результате пересечения двух семейств параллельных, равноотстоящих друг от друга прямых. Точки пересечения прямых называют узлами решетки. Чтобы задать решетку, достаточно задать ее элементарную ячейку и затем переносить эту ячейку параллельно самой себе вдоль прямой АВ на расстояния, кратные а, либо вдоль прямой АС на расстояния, кратные b. Заметим, что элементарную ячейку данной решетки можно выбрать разными способами. Так, можно выбрать в качестве элементарной ячейку. 

Переносная симметрия плоской решетки полностью определяется совокупностью двух векторов.
Различают пять типов плоских решеток а) а = b, y = 90° (квадратная решетка); б) а ≠ b, y = 90° (прямоугольная решетка); в) а = b, y = 60 (гексагональная решетка); г) а = b, y ≠ 90°, y ≠ 60° (ромбическая решетка); д) а ≠ b, y ≠ 90° (косая решетка).

С переносной симметрией в трехмерном пространстве связано понятие трехмерной периодической структуры – пространственной решетки. Такая решетка может рассматриваться как результат пересечения трех семейств параллельных плоскостей. Переносная симметрия трехмерной решетки определяется совокупностью трех векторов, задающих элементарную ячейку решетки. Ячейка решетки, задаваемая векторами а, b, с. В простейшем случае длины всех ребер ячейки равны между собой, а углы между ребрами составляют 90°. В этом случае говорят о кубической решеткою. Всего же существует 14 типов пространственных решеток, различающихся по типу переносной симметрии. Иначе говоря, существует 14 типов решеток Бравэ. 

«Неуживчивые» соседи

Переносная и поворотная симметрии могут «соседствовать» друг с другом. Так, квадратная решетка обладает поворотной симметрией 4-го порядка, а гексагональная решетка – поворотной симметрией 6-го порядка. Число поворотных осей у решетки, как нетрудно сообразить, бесконечно велико. Поворотные оси в случае, например, квадратной решетки (поворотные оси 4-го порядка) проходят через центр каждой квадратной ячейки, а также через каждый узел решетки.

Однако переносная и поворотная симметрии – соседи «неуживчивые». При наличии переносной симметрии возможны поворотные оси лишь 2, 3, 4 и 6-го порядков. Докажем это.
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Пусть точки А и В – узлы некоторой плоской решетки (|AB| = a). Предположим, что через узлы перпендикулярно к плоскости решетки проходят поворотные оси n–го порядка. Повернем решетку вокруг оси А на угол 
[image: image15.wmf]a

= 360°/n; обозначим через С новое положение узла В. Если бы решетка была повернута на угол 
[image: image16.wmf]a

вокруг оси В в другую сторону, то узел А занял бы положение D. Наличие переносной симметрии требует, чтобы точки С и D совпадали с узлами решетки. Следовательно, 
                          |CD| = m |AB| = ma, 

где m – целое число. Из равнобочной трапеции АВDC следует, что |CD| = a ± 2a cos 
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. Таким образом,

                                     а(1 ± 2 cos 
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) = ma, 

то есть cos 
[image: image19.wmf]a

 = ± (m – 1)/2. Поскольку |cos 
[image: image20.wmf]a

| ≤ 1, то, следовательно, 

                                    - 2 ≤ (m – 1) ≤ 2.

Отсюда видно, что возможны лишь следующие пять случаев:
1) m = — 1, cos 
[image: image21.wmf]a

 = — 1, 
[image: image22.wmf]a

=180°, n = 2 (поворотная симметрия 2-го порядка); 

2) m = 0, cos 
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 = — ½, 
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 = 120°, n = 3 (поворотная симметрия 3-го порядка);

3) m = 1, cos 
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 = 0, 
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= 90°, n=4 (поворотная симметрия 4-го порядка);

4) m = 2, cos 
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 = ½, 
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= 60°, n=6 (поворотная симметрия 6-го порядка;

5) m = 3, cos 
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 =1, 
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=0.
Мы видим, что таким образом, что при наличии переносной симметрии принципиально невозможны поворотные оси 5-го порядка, а также всех порядков выше 6-го.

Скользящая плоскость (ось) симметрии

Ранее было показано, что с последовательно

Выполняемыми операциями поворота и отражения может быть связан новый тип симметрии – зеркально – поворотная симметрия. Комбинирование поворотов или отражений с переносами также может выявить новые типы симметрии. В качестве примера отметим симметрию, отвечающую наличию так называемой скользящей плоскости симметрии (точнее, скользящей оси симметрии, так как рассматривается плоская фигура). 
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Фигура, обладающая переносной симметрией вдоль оси АВ с периодом 2а. нетрудно видеть, что здесь имеет место еще один тип симметрии – симметрия относительно переноса вдоль оси АВ с периодом а и последующего отражения относительно оси АВ. Ось АВ называется скользящей осью симметрии с периодом а.

Если отойти от привычного
                                                              представления о симметрии

                                                              как свойстве, непременно

                                                              связанном с нашим внешним

                                                              обликом, то можно найти немало фигур, 

                                                              симметричных в том или ином

                                                              отношении.

                                                                                        А. С. Компанеец

                                                                                  Математик, так же как 

                                                                                  художник или поэт,

                                                                                  создает узоры. 

                                                                                                      Г. Харди

Правильные многогранники
В своих размышлениях над картиной мироздания человек с давних времен активно использовал идею симметрии. Древние греки полагали, что Вселенная симметрична просто потому, что симметрия прекрасна. Исходя из соображений симметрии, они высказали ряд догадок. Так, Пифагор (5 век до н. э.), считая сферу наиболее симметричной и совершенной формой, делал вывод о сферичности Земли и о ее движении по сфере. При этом он полагал, сто Земля движется по сфере вокруг некоего «центрального огня». Вокруг того же «огня», согласно Пифагору, должны были обращаться известные в те времена шесть планет, а также Луна, Солнце, звезды.
Широко используя идею симметрии, ученые любили обращаться не только к сферической форме, но также к правильным выпуклым многогранникам. Еще во времена древних греков был установлен поразительный факт – существует всего пять правильных выпуклых многогранников разной формы. Впервые исследование пифагорейцами, эти пять правильных многогранников были впоследствии подробно описаны Платоном и стали называться в математике платоновыми телами.
Пять платоновых тел

Правильный многогранник – это объемная фигура с одинаковыми гранями, имеющими форму правильных многоугольников, и одинаковыми двугранными углами. Оказывается, что таких фигур может быть только пять (хотя существует бесконечно много различных правильных многоугольников). 
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Типы правильных многогранников: тетраэдр (правильная треугольная пирамида), октаэдр, икосаэдр, гексаэдр (куб), додекаэдр. Куб и октаэдр взаимны: если у одного из этих многогранников соединить отрезками прямых центры граней, имеющих общее ребро, то получится другой многогранник. Взаимны также додекаэдр и икосаэдр. 
Нетрудно понять, почему может быть только пять типов правильных многогранников. Возьмем простейшую грань – равносторонний треугольник. Многогранный угол можно образовать, приложив, друг к другу три, четыре либо пять равносторонних треугольников, то есть тремя способами. (Если число треугольников равно шести, то сумма плоских углов при общей вершине будет равна 360°). При использовании квадратов в качестве граней можно образовать многогранный угол лишь одним способом – с помощью трех приложенных друг к другу квадратов. Единственным способом может быть образован многогранный угол и из правильных пятиугольников (при помощи трех пятиугольников). Правильные n-угольники при n ≥ 6 многогранных углов, очевидно, не образуют вообще. Таким образом, могут существовать только пять типов правильных многогранников: три многогранника с треугольными гранями (тетраэдр, октаэдр, икосаэдр), один с квадратными гранями (куб) и один с пятиугольными гранями (додекаэдр).
Симметрия правильных многогранников

Характер симметрии тетраэдра иллюстрирует рисунок. Тетраэдр имеет четыре поворотные оси 3-го порядка и три поворотные оси 2-го порядка. Каждая ось 3-го порядка проходит через вершину тетраэдра и центр противолежащей грани (например, ось АЕ на рисунке). 
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Каждая ось 2-го порядка проходит через середины противолежащих ребер тетраэдра (например, ось FG на рисунке). Через каждую поворотную ось 2-го порядка проходят две плоскости симметрии (плоскость симметрии проводится через ось и одно из ребер тетраэдра, которые пересекаются данной осью); на рисунке показаны плоскости AGC и DFB, проходящие через ось FG. Таким образом, у тетраэдра имеются шесть плоскостей симметрии. 
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Наконец, тетраэдр обладает также зеркально – поворотной симметрией: каждая поворотная ось 2-го порядка является в то же время зеркально – поворотной осью 4-го порядка.
Куб имеет 13 поворотных осей симметрии: три оси 4-го порядка, четыре оси 3-го порядка, шесть осей 2-го порядка. Интересно, что характер симметрии октаэдра такой же, что и куба. Октаэдр имеет три поворотный оси 4-го порядка 9они проходят через противолежащие вершины, как например ось АВ), четыре оси 3-го порядка (проходят через центры противолежащих граней, как например ось СD) и шесть осей 2-го порядка (проходят через середины противоположных взаимно параллельных ребер, как например ось ЕF). Как куб, так и октаэдр имеют девять плоскостей симметрии. Наконец, каждая поворотная ось 3-го порядка в кубе и октаэдре является в то же время зеркально – поворотной осью 6-го порядка.
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Куб и октаэдр – взаимные многогранники. Именно поэтому они имеют одинаковую симметрию. Взаимность додекаэдра и икосаэдра означает, что и эти многогранники обладают одинаковой симметрией.

Характер симметрии додекаэдра поясняет рисунок. Ось АВ, проходящая через центры противолежащих граней додекаэдра, есть одна их шести поворотных осей 5-го порядка; ось СD,  проходящая через противолежащие вершины, - одна из десяти поворотных осей 3-го порядка; ось ЕF, проходящая через середины противоположных взаимно параллельных ребер, - одна из пятнадцати поворотных осей 2-го порядка. Такие же поворотный оси имеет икосаэдр; только у него оси 5-го порядка проходят не через центры противолежащих граней, а через противолежащие вершины, тогда как через центры граней проходят оси 3-го порядка. 
Попытки использовать платоновы тела для объяснения некоторых фундаментальных проблем

Идея симметрии часто являлась отправным пунктом в гипотезах и теориях ученых прошлых веков, веривших в математическую гармонию мироздания и видевших в этой гармонии проявление божественного начала. Существование только пяти правильных многогранников представлялось им фундаментальным фактом, который должен иметь прямое отношение к строению материи и Вселенной.

Так, пифагорейцы, а затем и Платон полагали, что материя состоит из четырех основных элементов – огня, земли, воздуха и воды. Согласно их воззрениям, атомы основных элементов должны иметь форму различных Платоновых тел: атомы огня – форму тетраэдра, земли – форму куба, воздуха – форму октаэдра, воды – форму икосаэдра. 
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Зашифрованная в пяти платоновых телах идея симметрии увлекла знаменитого немецкого астронома конца 16 – начала 17 века Иоганна Кеплера, пытавшегося объяснить, почему в Солнечной системе имеются именно шесть планет (во времена Кеплера, как и во времена Пифагора, были известны только шесть планет) и почему радиусы их «сфер» (орбит) относятся как 8:15:20:30:115:195 (согласно результатам, полученным Кеплером). Взяв сферу Сатурна, Кеплер вписал в нее куб. Затем в этот куб он вписал следующую сферу – сферу Юпитера. В сферу Юпитера был вписан тетраэдр, а в тетраэдр – сфера Марса. В сферу Марса Кеплер вписал додекаэдр, а в него – сферу Земли. Затем шли последовательно икосаэдр, вписанный в сферу Земли, сфера Венеры, октаэдр, вписанный в сферу Венеры, и, наконец, сфера Меркурия. Легко видеть, что в схеме Кеплера использованы все пять платоновых тел. Вычислив в соответствии со своей схемой радиусы планетных сфер, Кеплер обнаружил, что отношения этих радиусов хорошо согласуются с данными, полученными из наблюдений. Это удивительное совпадение заставило Кеплера поверить в правильность исходной идеи. Он полагал, что ему удалось объяснить строение всей Солнечной системы на основе единой геометрической схемы, использующей сферы и пять платоновых тел. Существование именно шести планет Кеплер ставил при этом в прямую связь с существованием пяти платоновых тел. «Огромную радость, которую я испытал от этого открытия, нельзя выразить словами, - писал Кеплер. – Я уже не жалел о потраченном времени и не испытывал усталости. Я не боялся трудных расчетов, стремясь выяснить, соответствует ли моя гипотеза теории орбит Коперника, или же моя радость должна рассеяться как дым». 
Радость Кеплера оказалась преждевременной. Обнаруженное им совпадение отношений радиусов планетных орбит с отношениями, полученными из схемы с правильными многогранниками, было случайным и, как показали более поздние наблюдения, весьма приближенным. К тому же планет в Солнечной системе в действительности равно не шести, а девяти.

О роли симметрии в познании природы

Приведенные выше два примера неудачного применения платоновых тел к объяснению фундаментальных проблем мироздания показывают, что сама по себе идея симметрии еще не является достаточным основанием для решения таких проблем. Тем не менее, использование идеи симметрии в процессе познания окружающего нас мира играет весьма существенную роль.
На примере платоновых тел можно видеть, что симметрия в значительной мере ограничивает многообразие структур, увлекающиеся среди прочих занятий также играми. Мы можем ничего не знать о вкусах этих существ, о строении их тела и особенностях психики. Однако достоверно, что их игральные кости имеют одну из пяти форм – тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. Всякая иная форма игральной кости в принципе исключена, поскольку требование равновероятности выпадания при игре любой грани предоставляет использование формы правильного многогранника, а таких форм только пять.
Итак, вносимая симметрией упорядоченность проявляется, прежде всего в ограничении многообразия возможных структур, в сокращении числа возможных вариантов.

В качестве важного физического примера укажем, забегая немного вперед, на существование определяемых симметрией ограничений разнообразия структур молекул и кристаллов. Фантазируя на эту тему, известный современный американский популяризатор науки Мартин Гарднер пишет: «Может быть, наступит день, когда физики откроют математические ограничения, которым должно удовлетворять число элементарных частиц и основных законов природы».

                                                                               Обитатели даже самой отдаленной

                                                                               галактики не могут играть в кости
                                                                               имеющие форму неизвестного

                                                                               нам правильного выпуклого

                                                                               многогранника.

                                                                                                              М. Гарднер
От идеи симметрии к реальной картине симметричного мира
Мы убедились, что идея симметрии часто служила ученым путеводной нитью при рассмотрении проблем мироздания. Достаточно напомнить вывод пифагорейцев о сферичности Земли и движения ее по сфере. На Пифагора ссылался знаменитый польский астроном Коперник, разрабатывая свое учение о Солнечной системе. Сферичность небесных тел Коперник объяснил тем, что сферичная форма есть «форма совершенная, всецельная, не имеющая углов, самая вместительная». «Все тела, - писал Коперник, - стремятся принять такую форму; это можно заметить на каплях воды и других жидких телах». Коперник имел в виду свободно падающие капли воды, принимающие, как известно, почти сферическую форму. Фактически он предвосхитил глубокую аналогию между каплей воды, падающей в поле земного тяготения, и Землей, падающей (иными словами, движущейся по орбите) в поле тяготения Солнца.
Впрочем, в прошлые века ученые были склонны преувеличивать роль симметрии в картине мироздания. Свое восхищение симметрией они подчас принудительно «навязывали» природе, придумывая искусственно симметричные модели и схемы. Вспомним, например, схему Кеплера, построенную на основе пяти правильных многогранников.
Современная картина мироздания, имеющая строгое научное обоснование, существенно отличается от прежних моделей. Она исключает существование какого-либо «центра мира» (равно как и магическую роль, платоновых тел) и рассматривает Вселенную с позицией единства симметрии и асимметрии. Наблюдая хаотическую россыпь звезд на ночном небе, мы понимаем, что за внешним хаосом скрываются вполне симметричные спиральный структуры галактик, а в них – симметричный структуры планетных систем. Эту симметрию неплохо иллюстрирует рисунок , на котором изображена наша Галактика и (с большим увеличением по сравнению с Галактикой и несколько упрощенно) Солнечная система.

Девять планет движутся вокруг Солнца по эллиптическим орбитам, близким к круговым. Плоскости всех планет (за исключением Плутона) с большой точностью совпадают с плоскостью земной орбиты – так называемой плоскостью эклиптики. Например, плоскость орбиты Марса образует с плоскостью эклиптики угол 2°. С плоскостью эклиптики совпадают также плоскости орбит всех тридцати спутников планет Солнечной системы, включая и орбиту Луны.
Еще более чем в картине мироздания, симметрия проявляется в многообразных структурах и явлениях неорганического мира и живой природы. 

Симметрия в неживой природе. Кристаллы

Когда мы смотрим на нагромождения камней у подножия горы, на неправильную линию холмов на горизонте, на причудливые извивы берегов реки или озера, на фантастические формы облаков, у нас может возникнуть мысль, что симметрия в неорганическом мире – отнюдь не частый гость. И в то же время встречается точка зрения, что симметрия и строгая точность холодна и враждебна живому. Наверное, не случайно безжизненный замок Снежной королевы из известной сказки Андерсена часто изображают как в высшей степени симметричное сооружение, сверкающее отполированными зеркальными гранями правильных форм. 
Так кто же прав – тот, кто видит в неживой природе нагромождение беспорядка, или, напротив, тот, кто видит в ней господство холодной точности и симметрии? 
Строго говоря, неверны обе крайние точки зрения. Конечно, воздействие на облик земной поверхности таких природных факторов, как ветер, вода, солнечный свет, весьма стихийно и часто носит беспорядочный характер. Однако песчаные дюны в пустыне, галька на морском берегу, кратер потухшего вулкана имеют, как правило, геометрически правильные формы. Конечно, груда камней у подножия горы весьма беспорядочна; однако каждый камень является огромной колонией кристаллов, представляющих собой в высшей степени симметричные «постройки» из атомов и молекул. Именно кристаллы вносят в мир неживой природы очарование симметрии.
Кто из нас зимой не любовался снежинками? Каждая снежинка – это маленький кристалл замерзшей воды. Форма снежинок может быть очень разнообразной, но все они обладают симметрией – поворотной симметрией 6-го порядка и, кроме того, зеркальной симметрией.

Все твердые тела состоят из кристаллов. В большинстве случаев отдельные кристаллы очень малы (меньше песчинки); однако в некоторых случаях кристаллы вырастают до внушительных размеров, и тогда они предстают перед нами во всей своей геометрически правильной красоте. Образцы кристаллов показаны на рисунке. 
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Хорошо видно, что кристаллы – это многогранники достаточно правильной формы с плоскими гранями и прямыми ребрами. На рисунке представлены кристаллы топаза (фторосиликата алюминия), берилла (соединения, в которое входят бериллий, кремний, алюминий), дымчатого кварца.

[image: image40]
 Показанный на рисунке кристалл берилла относится к одной из кристаллических разновидностей этого соединения; перед нами гелиодор. Другие разновидности берилла: сине-зеленый аквамарин, ярко-зеленый изумруд, розоватый воробьевит. Разная окраска кристаллов определяется примесями. Так, желтая окраска гелиодора обусловлена примесью ионов трехвалентного железа. Весьма распространен в природе кварц (кремнезем), представляющий собой окись кремния (формула: SiO2). Самая чистая и прозрачная разновидность кварца – горный хрусталь; далее следует дымчатый кварц. Кварц встречается и в виде фиолетового аметиста, красного сердолика, черного оникса, серого халцедона. Кварц – это также точильный камень, кремень, простой песок.
Симметрия внешней формы кристаллов хорошо видна на рисунке, где показаны кристаллы каменной соли (а), кварца (б), арагонита (в). Последний представляет собой одну из встречающихся в природе форм кальцита (CaCO3). На рисунке изображены три формы кристаллов алмаза: октаэдр (а), ромбический додекаэдр (б), гексагональный октаэдр (в).

Симметрия внешней формы кристалла является следствием его внутренней симметрии – упорядоченного взаимного расположения в пространстве атомов (молекул). Иначе говоря, симметрия кристалла связана с существованием пространственной решетки из атомов – так называемой кристаллической решетки. 
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Y10 MoxkeT BprTh 60JTBIIE 1O~
XO%e Ha MO PYKYy MIH MOe
YX0, 4eM UX coOCTBeHHBIE OT- |
paxeHus B 3epkaie? U pce xe
PYKY, KOTOPYIO 5 BHKY B 3€p-
Kaje, HeNb3s IOCTABHTH Ha
MEeCTO HacToAmed pyku... |

HAmmanyuar Kanum

Obwvekm u eco
3Q3epKaAAbHbINL O8OUHUK

[ ero 3a3epkansHO20 O0BOUHUKA — TPEYTOJBLHUK
| ABC u tpeyrosbauk A,B,C; (3mece MN — nepe-
| ceyeHME IUTOCKOCTH 3epKaja C IUIOCKOCTBEO PH-
| cynka). Kaxaoll Touke 0OBEkTa COOTBETCTBYET
| ompenejieHHast TOYKAa 3a3epPKaJIbHOTO JIBOWHHMKA.
| DTH TOYKH HAXOJATCHA Ha OIHOM [EPIEHINKYIAPE
| k IpamMoit M N, 110 pa3HBIe CTOPOHBI H Ha O/IMHa-
| KOBOM DacCTOSHHM OT Hee. OBBEKT Ha PHCYHKE 5
| BBIOpaH IS MPOCTOTHI JABYXMEPHBIM. B 061em
| ciryqae 0OBeKT (M COOTBETCTBEHHO €r0 3a3epKalib-
HBIA [IBOWHVK) SIBJIAETCS TPEXMEPHBIM. :

obwexra cosceM HerpymHo. JIOCTaTOYHO mOMe-
CTUTh OCBELIECHHBIH OOBEKT mepeln IUIOCKMM 3ep-
KaJloM M 3arJIssHyThb B 3TO 3epkaio. OObYHO cum-

TawT, 4TO HabmrogaeMeri B 3epkalie ABOMHHEK
ABJIsieTCs TOYHOH konMed camoro oOvekra. B nei-
CTBHUTEJIBHOCTH € 3TO HE COBCEM TakK. 3epkajo
He IPOCTO KOIHpYyeT OOBEKT, a MEHSET MeCTaMH
(mepecTaBJisieT) IepeAHHe M 3aJHHE IO OTHOIIIE-
HHIO K 3€pKaJly 4acTH obbekra. B cpaBHeHuM C
caMMM OOBEKTOM €ro 3a3epKalibHbI ABOHHUK
OKa3bIBAETCH «BBIBEPHYTHIM» BJIOJb HAIPABJICHUS,
NEPIEHAUKYJISIPHOTO K IJIOCKOCTH 3epkajia. ITOT
3¢¢exT xopomo BUAEH Ha PUCYHKE 6, a U (QakTu-
YeckH HezaMeTeH Ha pucyHke 6, 6. Pasrisneisas
u300paxeHHbBIe Ha PHCYHKE KOHYCBHI, YHTATENb

Puc. 5

Puc. 6

MOJXKET HE COTJIACHTBCA C HAIUM YTBEPXKIEHHEM
0 TOM, 4YTO 3a3epKajlbHbIH [ABOMHHUK HE SBJISETCA TOYHOHM KOIHel
o6bexTa. Benb 0ObexT M ero ABOMWHMK Ha PHUCYHKE 6, @ pa3/IHuaroTCs
TOJIBKO CBOEH OpHEHTAlMeH: OHH Da3BEPHYTHl HABCTPEUy APYT
npyry. (O pucyske 6,6 B JaHHOM Ciydae BOOOGIE TOBOPHTL HE
npuxoiutcs). B cBsasum ¢ atmM obpatumest k Gosee MHTEpeCHOMY

IpUMEDY.

Tpeanonosxum, 4To KOHYC Bpaluaercs BOKPYr cBoeif ocu (puc. 7).
|Bpamenue xoHyca Gynem MOka3biBaTh Kpyrosoi crpeikoil, Ecin
|0Ch BpalIeHHs NePHeHIUKyIspHa K IIOCKOCTH 3€pkaJja, TO Hampas-
JICHHE BPallCHHUsi KOHyca TpPH OTPaXeHHH B 3epKajle COXpaHseTCH
(puc. 7, a). Ecu xe oChb BpalleHHs MapaulesibHa 3epkaly, TO Ha-

Bce 3HaIOT, Y4TO YBUAETH 3a3€pKAJLHEIA IBOUHHUK

PaBJICHAEC BPALICHHS H3MEHSETCS TIPH OTPaXKeHHH Ha IIPOTUBOINO-
oxHOe (pHc. 7, 6). Tenepb yxe HUKAKUMHE MePEMEILEHHSIME U T1O-
OpOTaMH HEJb3Sl COBMECTUTH (pa3yMeeTcs, MEICJIEHHO) OOBekT
3a3epKkajibHbIM 1BOiHHKOM. WHBIME clopamu, Bpaluaromuiics

A Ev] vy

ThL. YT0ObI NONyYNTH 3a3epKajbHEIA IBOMHMK, He npuberas k oT-
f PAXCHUIO B 3¢pKaJle, HA0 H3MEHHUTh BPALeHHE KOHYCa Ha MPOTHBO-
' HOJIOXHOE. o

i Biipodem, mMoxHO 06oiiTheh u He3 BpameHus KOHyca. JloctaTtouno
| U3rOTOBHTHL U3 KOHYCA 6unm (puc. 8). BUHT-00bEKT ¥ BUHT-IBONHHK
| MMCIOT pa3Hple HallpaBJIEHH: Hape3KH: YTOObI BBHHTHTH B JEPEBO
| BEHT-00DBEKT, Hal0 BPAallaTh €ro TOJOBKY 110 4acOBOH CTpeJke,
a 4YTOObl BBHHTHTH BHHT-JIBOMHHUK, — NPOTHB YacOBOW CTPEJIKH.
Meprbiit BUHT Ha3BIBAIOT NPaGbIM 8UHmMom, a BTOPOH — se6biMm.
MLI“HpPIBbI](.TlH MOJIb30BATLCS NIPABBIMH BHHTaMH. 3a3epkaibHble
ABOWHHKK NPABBIX BUHTOB, TO €CTh JIEBble BHHTBI, y HAC TpaKTHde-
CKH HE IPHUMEHSIIOTCS.
Urtax, MBI ybenmnuce, uto 06BEKT M ero 3a3epKaJIbHBIN JIBOMHHK
TIpA BCEH CBOEN CXOXECcTH MOIYT OBITH pa3HBIMH,
He cogmecmumblmu Opye ¢ Opy2om OObEKTAMH.
B onnux ciyuasx 3TO pasmMude He CIIMIIKOM
Gpocaercsi B Iri1a3a; HapUMep, MOKHO He obpa-
THTb BHUMaHHME Ha TO, YTO Y BAaC pOJIMHKA HaXO-
MUTCA Ha TIPABOi ILEKE, a Y BAIIIETO 3a3epPKaIbHOTO
HBOiHHKa Ha Nepo#. B Ipyrux ciywasx pasmmame
CTAHOBUTCH HACTOJILKO BOTHIOIIMM, 4TO NPHXO-
AMTCA TOJBKO YIHUBISATLCS, KaK. Ha HEro.He o6pa-
. IajM BHAMaHUs paHpIle. § JOCTaTOIHO CpPaBHHUTH
KakOH-HUGYIE TEKCT C erd 3a3epKajbHBIM IBO-
vkoMm (puc. 9). TlonpoGyiite unTaTh KHUTY, IS

KOHYC H €ro 3a3epkajibHEIN JIBOHHUMK — II0 CyTH Jefla pastvle 00bex- |

Puc. 8
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- HE B Hee, a B €€ OTPaXxEHHE B 3€pKaJie. I/IJII/I, 4yTo

ele Xyxe, nonpobyiiTe HanucaTh X0Ts 6B CTPOY-
Ky, TJIs/1s He Ha Iuct Gymarw, a Ha ero 3epkaJibHOe

e SR TOOROS

IIpenmonoxum, 4910 omHa mOITOBMHZ 06BEKTA
SBJIAETCA 3CPKaJBHBIM [BOMHMKOM II0 OTHOIIe-
HHEC K IPYro# ero noyiopune. Takoit 06bexT Ha3bI-
BAIOT 3epkaivho cummempuunvim. OH npeobpa3y-
eTcst caM B ceOs IpH OTpaxeHun B COOTBETCTBYIO-
el 3epKaJbHOM MIIOCKOCTH; 3Ty MJIOCKOCTh Ha-
3BIBAIOT NAOCKOCHIbIO CUMMEmPUlL.

B ciyuae mByxmepHoro (mmockoro) o6bexta Bme-
CTO MJIOCKOCTH CHMMETPHH PaCCMATPUBAETCH 0Ch
CuMmempuu — JHMHUS TIEPECEYeHHS IUIOCKOCTH
CHMMETPHM C MIOCKOCTBIO Obbekra. B cityuae
OJIHOMEPHOTO (NMHe#HHOro) o6bexTa paccMarph-
BACTCS yenmp cummempuu — TOUKa NEpPECEeYeHUs
psMOH  00BeKTa €  IJIOCKOCTBIO  CHMMET-
puu.

Ha pucynke 10 npusenenst IPUMEDEL 3€PKaJILHO
TPUYHBIX OOBEKTOR: (@) O/THOMEPHBI 06HEKT
— LEHTP CHMMETpHH)) 6) IBYXMepHBIHA 06BekT
(MN — oce CHMMETpHH), B) TPeXMEpHBIH 06beKT
(S — mI0cKOCTH CHMMeTpHR).

OuHomepHbIt  06%ekT umeer He Gomee OIHOTO
UEHTpa CUMMETPHH. JIByXMEpHEIH 00bexT MOxeT
UMETL HECKOJIBKO OCel CHMMETDHH, a Tpexmep-
HbIH — HECKOJILKO IIJIOCKOCTEM cummerpun. Tak,
NPaBWILHBIA IIECTHYrOJBHUK MMEET ILEeCTh Oceit
CHMMeTPHA (KpacHble NpPsAMbIE Ha pHCYHKe 11,
Ha prcynke 4 6b1mn rokasamsl YeThIpe MIOCKOCTH
CAUMMETPHH NPaBUJIBHOH YeTHIPEXyroiaLHoM nu-
pamuasl. Kpyr mmeer Geckoneunoe umcio oceit
CUMMeTpHH. BECKOHEYHOE YHCIIO MIIOCKOCTeH CHM-
MCTPHH MMEIOT WIap, KPyroBOM LHIHHAD, KPyro-
BOH KOHYC, 3JUIMIICOHMZ BpallCHHS. |
Hanuinem-wa smcre 6yMare 3arTaBHbIME Tievat-

Puc. 12

k'

HbiMu GykBamu mBa cioBa: «KO®E» u «UAM», 3arem B03bMeM/ 19
3€pKajo ¥ TOCTABMM €ro BEPTHKAJIBHO TaK, YTOOBL JIMHHS MEPECE  ygep,
MEHHs IJIOCKOCTH 3ePKania C TUIOCKOCTBIO JIHCTA JENHJIA 3TH CJ0BA  nepsas
NOMOJIaM N0 TOPH3OHTANH. BO3MOXKHO, YTO HEKOTOpHIE YIMBATCH,
| OOHApY:XMB, 4TO 3€pKaji0 He mojedcTBoBano Ha cioBo «KOPE»,
Itorna xak cioBo «YAWM» OHO . M3MEHWIO 10 HEY3HABAEMOCTH |

| (puc. 12). Otot «boxyc» nMeer nmpoctoe obbsicHenue. Pazymeetcs,

" 3€pKaJi0 OJMHAKOBBHIM 00Opa3soM oOTpaxaeT HHXHIOK IOJOBUHY
oboux cioB. OmHako B oTnmume ot ciosa «YAW» cinoso «KODE»

| 0671a1aeT TOPU3OHTAILHOW OCBIO CUMMETPHH; HUMEHHO IO3TOMY

OHO HE HCKa)XaeTCHd NpH OTPa)XeHHH B 3epKaJle,
-

- HomyctuM, 4to 0OBEKT XapakTepu3yeTcst eour-
| cmeennoii 1JI0CKOCTBIO (OChI0) CHMMETpHH. Paspe-
. K€M OOBEKT 1O IIOCKOCTH (OcH) CHMMMETPMH Ha [IBE IOJIOBHHKH.
OTH /e NI0JIOBMHKH SBJISIOTCS, OYEBHIHO, 3€PKATbHBIM H306paKe-
HHeM OXHa Apyroi. CymlecTBEHHO, 4TO cama HO cebe kaxmas H3
| NOJIOBMHOK 3epKalbHO acCHMMMETDPHYHA. Paccmatpusaemeie mono-
BUHKH SBJIAIOTCS 3HAHMUOMOPHamu.
- Onanmuomop vl — 3Mo napa 3epraabHO ACUMMEMPUIHBIX obsexmos
' (Pucyp), Aeasiowuxca 3epravnbim uzobpaicenuem odun opyeo0z0.
- Mnpivu ciioBamMu, S5HaHTHOMOP(E! — 3TO OOBEKT U ero 3azepkaib:
| HBIH NBOMHHUK NP YCJIOBHH, YTO caM OOBEKT 3epKaJbHO aCHMMETpH-
4eH. DHaHTHOMOP(aMH MOTYT OBITh OTHEBLHBIE OOBEKTHI, HO MOTYT
 OLIT M TIOJIOBHHKH COOTBETCTBYIOLMM OGpPa3soM pa3pe3aHHOro
- 06bexTa. YTOOBI pasIMIuTL SHAHTHOMOP(EI B NAHHOM nape, BBOJAT
0603HAYeHHs! (WIEBHII» U «IpaBbliy. OOuH U3 IHAHMUOMOPPO8 ae-
. 6vlil, a Opyeoti npaewlii. He MMeeT NIPUHUANHMATILHOTO 3HAUEHHSI, KakoH
| MMEHHO Ha3BaH JieBbIM (TIPaBBIM); 3TO BOIPOC DOTOBOPEHHOCTH,
 TPaJMLKK, OPHBLIYKH,
'Ha pucynke 13 IPUBE/IEHL] IPUMEPBI TPEXMEPHBIX JHAHTHOMOPGOB

Puc. 13
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JEBAfA [IPABASl | CUCTEMA CUCTEMA |[TOJIOBUHKA NOJOBUHK A
NNIEPYATKA ITIEPYATKA OCEM OCEN CTYJA CTYJA |
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UrpANLHBIE KOCTH;) B) JEBbIA--1- HpaBhIi Y3JIBI; Y YYaCTHHMKA ceaHca OTOMpaiach Jepas nepyaTka, 3aTeM NpOBO K- 21
r) JIeBas W Npapas NEPYATKH; 1) Jepas ¥ lipaBas JIACh OTBJIEKATOTIME BHHMAHHE MAHHUITYJAIHA H CUIANIAM B oMY~ iiom
CHCTEMBI. KOOPIMHATHEIX OCei; ) Jepas u npaBas | TEMHOM KOMHATE 3PUTENAM NPEeIbIBIIsAIACh Tpapas repyaTka TOYHO  neppas

FOJIOBHHKH CTY7a, pPa3pe3aHHOrO IO TAOCKOCTH

' TAKOTO Xe pa3mepa, IBETA, MOKPOS., DTO BLIIABANOCH 3a JOKA3a-
cnvmerpun, (Ha mpakTuke 06bivHO mpuMeHsroT

| TJILCTBO  KPATKOBPEMEHHOTO mMpebbiBaHMs NEpUaTKd B MOTYCTO-

X

x

JEBAS
CUCTEMA

NMPABAA
CUCTEMA

Puc. 14

TIIpaBbLIC BHHTHI, JIEBHIE HI'paJIbHBIE KOCTH, IIpaBbIC

OHAHTHOMOP(OB: a) Jeas M TpaBas CHHDPAJIH;
0) JieBbIi ¥ npaBell NOPOXKHBIE 3HaKW; B) JeBas
¥ 1paBas CHCTEMbl KOOPIMHATHBIX OCe; I) Jepast
¥ TIpapas TOJIOBHHKH Ty0OBOro JHMcTa, pa3pe3aH-
HOTO IO OCH CHMMETDHH. \

Hsyxmeptbie SHAHTUOMOPdBI HENb3s COBMECTUTE
Apyr ¢ ApYroM HUKaKHMW HEepeMELUCHHUSIMU U T10-
BOPOTAMM B IIPOCTPAHCTBE 3THX IHAHTHOMOPHOB,
TO €CTb B IVIOCKOCTH. JIJIst TOro yTOOBI COBMECTHTH
HX, Hal0 BBINOJHATL IOBOPOT B TPEXMEPHOM
HIPOCTPAHCTBE: MEPEBEPHYTH MIIOCKOCTh 06paTHO
CTOPOHOHW, KaK 3TO II0KAa3aHO Ha pucynke 135,
Hro xe Kacaercs mpexmepuwix SHAHTHOMOPHOB,
TO 715t X COBMEIIEHHS NOTpe6oBaics Gb HOBOPOT
B (DaHTaCTHYECKOM YeTHIPEXMEPHOM IpoCTpaH-
cree. Bomommute Takoit mosopor m maske npea-
CTABHTh €rO MBICJIEHHO, OYEBHIHO, HEBO3IMOKHO.
[TosTomMy 111 TpexmMepHBIX 9HAHTHOMOPGOB crpa-
BEUIHBO YTBEPIKICHUE: HUKAKUE NepeMeyents uiu
nogopomst He 6 COCMOAHUU OGPaAMUMs 1e6blil IHAH-
muomopg 6 npasvii uau Haobopom. Jlemwiii sman-
THOMOpPG} Beeria Gyner JeBbIM, a mpasbii Beeraa
Oyner nmpaeeiv. Kax 6bi BbI HE BEPTEJH B pyKax
JeBBIA OOTUHOK, OH HHKOTIa He NOJORIET K mpa-
BOIt Hore, CkoJIBbKO GBI HU Gpocam JIEBYIO HTpaib-
HYKO KOCTb, OHA4 HMKOIJa He TIPEBPATHTCA B
1IpaByIo.

JI1060nBITHO, 4TO A7 JOKa3aTelbcTBA CylLecT-
BOBaHUSl «TIOTYCTOPOHHETO» YETHIPEXMEPHOTO MHU-
pa MCHOJB30BAHMCh (aTbIIMBEIE JeMOHCTPALMH
¢ HpeBpalleHdemM JIeBbIX 3HAHTHOMOPGOB B npa-

POHHEM MHpe, I/le OHa, JecKaTh, H IPEBPATHIACh U3 JICBOW B 1paByIo.

He), Tae n=2,3,4,... B atrom CJIy4ae roBopsr o

NOGOPOMHOU cumMmempuu, a YKa3dHHYIO OCb Ha3bl-

BAKOT 11080pOMHOI 0CbIO N-20 NOpAJKa. B nmpuBo 1uB-

IOuXcs paHee npHMepax ¢ Oyksamu «U» u «dy

MBI BCTPEYAJIUCh C NOBOPOTHOH OCBIO 2-rO mO-
PAIKa, a B IPUMEpPE C ETUNETCKON MUpaMHION —

TIOBOPOTHOM OCBEO 4-r0 mopsaka. Ha pucymke 16
AaHbl OPUMEPBI MPOCTBHIX 0OBEKTOB C MOBOPOT-
HBIMM OCSMH DPa3HOrO MHOpsSaKa — OT 2-r0 [0
5-ro.

\
\
i

JEBAfl- TIPABAd CHCTEMBI KOOPIMHATHEIX ocedl. OIHHAKOBO 4acTo k- L e
CMPANL COMPAJD | peTpeuatoTcst kak JeBbie, Tak i npapble nepyaTki (8 Ipeanonoxum, aro ob6bext cosmeraercs cam Tnasa 2
5 W y3JIBI, A - ¢ coboi Tipu 10BOPOTE BOKPYT HEKOTOPOH OCH Ha JApyrne Bunei
Ha pucynxe 14 npusenens npumepsr syxmepHbix | | yrou, pashbi 360°/n (MM kpaTHBIA STOH BeMMMA-  CHMMETpHH

Ecau otoiiTi ot npuBsIYHOro
NPEeNCTaBIIEHHS O CHMMET DHH
KaK CBOWCTBE, HEMpPeMEeHHO
CBA3AHHOM C HAlIMM BHeIl-
HUM ~ o6mHMKOM, TO' MOKHO

- HafiTH Hemalo (HUryp, cum-

METPUYHBIX B TOM HJIH HHOM,
OTHOIIEHHH,

A. C. Komnaneey

ITogopommnas.
Cummempus

Puc. 16

Bole (M1 Haobopot). ITomoGumie JIEMOHCTpalluu
NpEAIAragnCh Ha TaK Ha3bIBAEMBIX CIHPHTHYE-
CKHX CeaHCaX, JOCTATOYHO MO/HBIX B HaYaJle Beka
B HEKOTOPBIX PEINUTHO3HO HACTPOEHHBIX APHCTO-
KpaTHYeCKHX Kpyrax. Pasymeercs, neMoHcTpannn
C «NpeBpalleHHemM» OIHOTO 3HAHTHOMOD(A B
ZIpYro#l ABJISUINCE He GoJlee kak JIOBKHMHU TprOKa-
MM, OCHOBaHHBIMHM Ha HE3aMETHOW TOIMEHE COOT-
BETCTBYIOWIMX  3HaHTHOMOpP(oB.  Hampuwmep,

YV TpexMepHOro 06BEKTA MOKET GBITH HECKONBKO
% NOBOPOTHBIX ocedl. Hampumep, nepsuii 06BexT
r;g Ha pucyHke 16 MMeeT He OIHY, & TPH MOBOPOTHLIE
| OCH 2-TO TOpsAIKA, BTOPOH OOBEKT MMeeT Hapsaay
~ C IOBOPOTHOH OCBIO 3-TO MOpsAKa TPH NOBOPOT-
| HBIE OCH 2-TO TOpAMKA, TPeTHit OOBEKT HMeeT
Hapsily C NOBOPOTHOH OChl0 4-r0 mopsimka ue-
* ThIpE MOBOPOTHBEIE OCH 2-T0 mopsiaka (IOmOJHH-
TEJILHLIE [IOBOPOTHBIE OCH ITOKA3aHLI HA PHCYHKE
IITPUXOBBEIMHA MPSIMEBIMH).

Puc. 15




[image: image44.jpg]Paccmotpum  kp6. Jlerko cooOpa3uTh, 4TO OH
UMeET TpH, TNOBOPOTHBIE OCH 4-ro mopsaka

(puc. 17, a). Ipu Goee BHUMATENEHOM pacé'mo-r-,

peHm oGHapyxuna}orca LIECTh OBOPOTHLIX Ocei
2-r0 TOpsiKa, MPOXOISIIMX Yepe3 CePEaMHbI NMPO-
THBOIIOJIOXKHBIX NapajuielbHuIX pedep (puc. 17, 6),
a Takxke YEThIpe MOBOPOTHHIE OCH 3-TO MOPSIKA,
COBNAJAFOLINe C BHYTPEHHIMHU JHATOHASIME KyOa
(puc. 17, 6). Takum oOpa3om, kyO0 HMeET BCEro
13 TOBOPOTHBIX OCeH, CpeAd KOTOPHIX BCTpeda-
1oTca ocH 2-ro, 3-ro u 4-ro mopsaka.

HHTepecHa MOBOPOTHAs CHMMETPHS Kpy206020
yuaundpa. OH umMeer GeCKOHEUHOE YHCIIO TIOBOPOT-
HBIX OCedl 2-r0 mopsiika U OJIHY NOBOPOTHYIO OCb
6eckOHeuHO BLICOKOTO mopsaka (puc. 18).

ﬂ/l}l ONUCAHUA CUMMEMPUU KOHKPEMHO20 obsexma
HA00 YKA3amb 6Ce NOGOPOMHbIE OCU U UX NOPAOOK,
a makxce eéce nAoOCKocmu CuMmempuu. I’PaCCMOT-
pUM, HampuMmep, TeOMeTPHUYECKOe TEJIO, COCTaB-
JIEHHO€ M3 [OBYX O/JHHAKOBBIX IIPABHJIBHLIX Ye-
THIPEXyroipHeix mupamun (puc. 19). OHo mMmeer
0/JIHy TIOBOPOTHYIO och 4-ro mopsimka (oce AB),

s =

|
L
n

ThIpe , [I0BOPOTHBIE OcK 2-ro mopsimka (ocu CE, | 23
F, MP, NQ), narp miockocTet CHMMETPHH | Yacts
tockoctu  CDEF, AFBD, ACBE, AMBP, nepsas

NBQ).

pe)KeM U3 IUIOTHOM Gymaru keajapar W BIUIIEM  3epKaibho-
Iyrpb ero koco napyroii ksaapat (puc. 20). nosopomuas
ITeM OTOrHeM Yrisl Gymaru mo JHHHSM, Orpa- cummempus

MBAIOIIAM BHYTPEHHHMHA KkBaIpar (coceaHue
Tl OTTMGAFOTCS B TPOTHBOMOJIOKHEIE CTOPOHKI).
‘pe3yjibTaTe MOJIYYHM OOBEeKT, mokasaHHBIA Ha
icyrke 21. OH UMeeT MOBOPOTHYIO OCh 2-TO IIO-
1K (ocb AB) u He UMeeT ILIOCKOCTEH CUMMET-

. Bynem paccmatpuBaTh Hallle M3/JeNde CHa-
Jla CBEPXY, a 3aTeM CHH3Y (C IPOTHBONOJOXHOK
OpOHBI JicTa Oymaru). Mbl OOHapyx UM, 4TO
[KAKOrO pa3jiMddsi MEXIY «BEPXOM» H «HH30M»
T; B o6oux ciydasx 0OBEKT BBITJISAIAT OIHMHA-

BO. B CBsI3M ¢ 3THM BO3HHMKAeT MBIC/b, 4YTO IIO-

POTHAS CHMMETPHS 2-TO TMOpSA/KA He HCYEpIIhI-

BCEHl CHMMETPHH TaHHOTO O0BekTa.
DIOJTHUATENLHAS CUMMETPHSI, KOTOPOH o6iraaeT
I OOBEKT, — 3TO TaKk Ha3bIBaeMas 3epKabHO-
igopomnas CAMMETPHS: OOBEKT COBMeILaeTcs
¢ coboii B pe3ypTaTe moBopoTa Ha 90° BOxpyr

i AB ¥ NOCIEYIOIIErO OTPAKEHHUS] B IUIOCKOCTH
DEF. Ocb AB Ha3bIBAIOT 3epKAAbHO-HOBOPOMHOL
b0 4-ro mopsyxa. Takum obpasom, 3/ech Ha-

OJa€TCS CHMMETPHS OTHOCHTEJBHO IBYX IIO-
EI0OBATE]HHO BBIIOTHAEMBIX —oOnepanuii — mosopora Ha 90° P

uc. 20

OTPa’XeHHd B IUIOCKOCTH, NEPHEHAMKYJISPHOW K OCH MOBOPOTA. Puc. 21
MOTPHM IUIOCKYio (Gurypy, usobpaxennywo Iepenocnas
pucyrke 22, a. Ilpu nepenoce (TpaHCIALUNM) (MPpaHcAAyuOHHAA)

10JT IpsiMOii A B Ha pacctosHue a (M KpaTHOE
OM BenuuuHe) (UIypa COBMEILAETCS caMa C
)00i1. B 5TOM ciy4ae TOBOPAT O nepeHocHoil, WA MPAHCAAYUOHHO,
merpun. IIpsimast 4B Ha3wIBaeTCs 0CbI0 NepeHoca, a PAcCTOSIHKE
dnemenmapubim  nepeHocom WA nepuodom. CTporo rosops,
IMMETpHYHAS TIO OTHOINEHHIO K HepeHocaMm (Gurypa AokHa GHITH
ECKOHEYHO [UIMHHOM B HampaBJIeHHM OCH nepeHoca. OJHAaKO NOHS-
le TIEpeHOCHOH CHMMETPHH TIPHMEHSIOT U B clydae GUryp KoHed-
IbIX Pa3MepoB, UMes B BUJy HablrolaeMoe NPH mepeHoce YacTHH-
0¢ COBMELIEHHE (bﬂrypu( W3 pucynka 22, 6 BUIHO, YTO IIpH Iepe-
0Ce KOHEUHON (DUTyphbl HA PACCTOSHME @ BAOJL NPsSMO# 4B Habro-
[aeTcs copMernenne yuacTka / ¥ ydacTka 2.
€ nepenocroll cuMmeTpreli CBA3aHO BAXHOE MOHATHE ABYXMEPHOM
hepuoduueckoti CTPYKTYPbL — naockot pewemru. Tlmockast peLieTka
0xeT ObITh 06pa3oBaHa B pe3yJbTaTe MEPeCEEHHs ABYX CEMENCTB

CUMMEMPUA

]

JlapaJulesibHbIX, PABHOOTCTOSIIMX APYr OT Apyra npsmMseix (puc. 23).
MToukn mepecedeHUss MPSIMBIX HA3BIBAIOT yiiamu pewiemku. UToObI
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OnHako MEPEeHOCHAs U IOBOPOTHAS CAMMETPHH — COCEIHU «HEYKHUB-
quBbie». IIpu Hasuuuu nepenocHoti cummempuy 803 MONCHbL NOGOPO M-
Hble ocu auub 2, 3, 4 u 6-20 nopAaokos. JIokaxeM 3TO.

Tlycts TOUKM 4 U B HA puCyHKe 26 — Y3751 HEKOTOPOHR IITOCKOH pe-
\ IUETKH J(lABI = a). TIpenoox)uM, 4TO Yepe3 3TH Y3JbI MEPIIEHIU-

KYJIIPHO K IJIOCKOCTH DEIIETKA MPOXOMSAT IOBO-
POTHBIE OCH n-r0 mopsiika: IToBepHeM peleTKy
BOKpPYr ocd A4 Ha yroi a = 360°/n; obo3naunm ve-
pe3 C HoBoe moJoxeHue y3iua B. Ecim 6vr pererka
6bUIa TOBEpHYTA Ha YrOJI 0L BOKPYr OCH B B Ipyryro
CTOpPOHY, TO y3ell A 3aHsn Obl mosoxeHue D.

Hanuuue nepeHocHoll cummeTpur Tpedyer, 4To0bt

»
touku C W D coBmagay¥ C Y3JlaMH DEIIETKH
CrnenosaTesbHO,

|CD| = m|AB| = ma

Puc. 26! Tl m — uenoe uncio. W3 paBH060‘{HOH tpanenmn ABDC (cm.
pHCYHOK) ciientyet, uto |CD| = a+ 2acoso. Takum o6pa3om,

; a(l +2cosa) = ma,

THII CHAMMETPHU — CHMMETPHSI OTHOCUTENBHO MIEPEHOCA B0

AB ¢ nepuoaoM a ¥ MOCNENYIOMIETO OTPAXKEHHMsSI OTHOCHTEIBHO

AB. Oce AB Ha3bIBaeTCS CKONB3SMEH OCHI0 CHMMETDHH C Me- smepsan
IOM .

il e e it
e e I o

27

Yacrs

pnonmecxn MOBTOPAFOMIMIACH PHCYIOK Hil JUTHH-
i JleHTe HasbIBaloOT Oopdiopo.n. Ha npaktuke
IFOPBI BCTPEYAOTCA B PA3JIMUHBIX BUAAX. DTO
OeT OBITh HACTGHHAsl POCIIHCh, YKPaLIAroLlas
[eHbI 3[aHU#, rajeped, JECTHUYHBIE NEePEXO.IbI

Puc, 27
Tnasa 3
Bopaiope! H opHAMeHTEI

MaremaTHk, TaK ke Kak Xy-

A

KEHHs MOXeET ObIThL CBS3aH HOBBIM THUII CHMMET-

PHMH — 3epKaJibHO-II0BOPOTHAs cummerpust. Kom-
GMHHpOBAHNE TIOBOPOTOB MJIM OTPAXKEHMH C IIEPEHOCAMH TaKkKe MO-

JKET BBLISBUTH HOBBIE THIILI CHMMETPHH. B xavecTse mpumepa oTme-
THM CHMMETPHIO, OTBEYAIOIIYIO HAJMYMIO TaK Ha3BIBAEMOH CKO.1b-
3Aweti naockocmu cummempuu (TOUHEE, CKO1b3AUEN OCU CUMMEMP UL
TaK Kak paccMaTpHUBAETCS MIOCKAst (bnrypa) \Ha puCyHKe 27 uzobpa-
xeHa Qurypa, 061anaromas MeEpeHoCHON cMMMeTpHe BIOJL ocH AB |
¢ nepuonoM 2a. HerpynHo suaers, 9to 311eCh MMEET MECTO €ILE

BLITNIOJIHSIEMBIMH OIl€palUsiMA MOBOpPOTA U OTpa-

| mepeceueHns 3THX Ocell C IUIOCKOCTBEO 6op1nopa OTMEYEHBl Ha

Zifopa, OcHOBaHBI GopHrOpHI

0Ca ABJISICTCA OCBIO CKOJIL3SIIIEro OTpaKeHHs.'

OPJIIOPHI, IOKa3aHHBIE HA PUCYHKE 28, 2, HMEIOT nonepeq}me oc
CHMMETPHU. DTH OCH M3006paxeHsl Ha pUCyHKe 29, 2 B BHIE OTPE3-
KOB IPSMBIX, NEPIEHIUKYSIPHBIX K OCH IepeHoca. |

Ha pucynke 28, 0 noxasaHsr 60pIropsl, HMEOIIHE HOBOpOTHLIe ocH
12-T0 nopsika, TEPIeH/MKYISAPHBIE K IIOCKOCTH 6oparopa. Touku

e

ucyHke 29, 0 3aKpAaIICHHBIMHM YedeBHLAMH. | -
a KOMGHHHpOBaHIm OCH CKOMB3AMIEro OTPaXeHHs: ¢ NOBOPOTHEI-
OCAMH 2-TO MOPSAIKA, MEPNEHAMKYIAPHBIME K ILUIOCKOCTH Gop-

|
n300paxeHHbIe Ha pHCYHKe 28, ¢

GoparopoB, MOKa3aHHLIX Ha pHCYHKax 28,6 U 29, 8 ocr, nepe- il

JOXHHUK HJIIA II03T, CO3daeTr
* _Y30pBL
0 MOXET ObITh YYTyHHOE JIUThE, HCLIOIB3YEMOE . s
Orpajiax mapkoB, pelIeTkax MOCTOB U Habepex-
- TO ecTh cos @ = + (m — 1)/2. TTockonsky |cos o] < 1, To, cienoBa- BIX. TO MOTYT GBITH THICOBBIE Gapenbednl win  bopdiope
TEIEHO, ‘ pamuKa, P
§ —2&(m—1)< 2 pucyHKe 28 mpuBeleHb 14 GOPIIOPOB, PasGUTHIX Ha CEMb nap\,
KaXIyIo Hapy BXOAAT OOpMIOPHI, ONMHAKOBBIC O THIY CHMMeT- |\
OTtcroga BHOHO, YTO BO3MOJKHBI JIMIIb CJIENYIOIIUE NSATH CIYYacB: . Bcezo cywyecmeyem cemv munos cummempuu 6opoopos. L |
1) m=—1, cosa=—1, a = 180°, n =2 (NOBOPOTHAS CAMMETPHS 1060ii Goparop obnamaer nepenocroli CUMMeTpUell BIOJL CBOEH| |
2-r0 MOpsAKa); (Bmoss ocu mepeHoca). B mpocreiiniem cirydae CUMMETpHS 6op- {
2) m=0, cosa=—"/,, @ =120°, n =3 (NIOBOPOTHas CUMMETPHA fopa  TIONHOCTBIO  MCYEPIILIBACTCA _ MEPEHOCHOH cHMMeTpHei| |
3-ro nopsaka); nc 28, a) CxemMaTHYecKd GOPIIOp 3TOTO THNA MOKa3aH Ha pucyH- \
3) m=1,cosa=0, a=90° n=4 (nOBOPOTHas CHMMETPHS 4-TO 29, a, Tre TPEYTOBHUK YCIOBHO 0GO3HAuaeT mopTOpsoupaiicsy |
\ | mopAAKa); QCHMMCTI)H'IHLIH anement Gopmiopa. .
} 4) m=2, cosa="/,, a =60° n=06(nNOBOPOTHAsi CHMMETPHs 6-r0 OPAIOPBI, MOKa3aHHbIC Ha pucynke 28 6, o6nanaxoT Hapsmy c l'le”-"\ J
nopsaxa); YEHOCHOM TaK e 3epKalbHOM CHMMETpHEl: OHM 3ePKaJbHO CHMMET-| i
) m=3,cosa=1, a=0 ‘ - [PHYHBI OTHOCHTEJILHO npsiMoi, menswell JleHTy 60paropa momoiaam \
Mbl BHAEM, Takum 06pa3soM, UTO NPH HaJHYMH NEPEHOCHOH cUM- B MPOJOJILHOM HampapiieHuH.| CxemaTHdeckd Takod Tun Goparopa) | i
METpPHH IIPUHIMIIAAJILHO HEBO3MOXKHLI MOBOPOTHHIE OCH 5-TO TMO- J0Ka3aH Ha PHCYHKe 29, 6; 37ech OCh IEpeHOCa ABJISCTCS Taxme' b\
. pAIKa,-a-TakXke BCEX NMOPSAAKOB BhIIE 6-rO X [ bCcBI0 _cMMMeTpUH. \
N e “4 |
Ckroav3awan Panee ObI0 MOKa3aHO, YTO C MOCIENOBATEIBHO ‘
naockocms (0cb)
cummempuu__
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Opnamenm «Awepuyvr». BecbMa  MHTEpeceH  OpHAMeHT  «SIIepUILI»
(puc. 32). On mnpencrasiuser coboit mo3amky,
COCTABJICHHYIO M3 COBEPIIEHHO OJMHAKOBBIX H300PaXKEHUIl AIEpHII,
SliepHupl IIOTHO yJIOXKCHBI Ha TIOBEPXHOCTH OpHameHTa (6e3 mpo-
MEXYTKOB HJIM HaKJIalo0k). Ta Mo3auka obiiajaer He TOJIBKO Nepe-
HOCHOH, HO M nogopomnoii cummerpuell. TlepeHocHas cHMMeTpHs
OpHaMEHTa ONpPE/ENSeTCs] reKcaroHabHOM PEIIeTKOH, a MOBOPOT-
Hasi — HaJIMYKeM TOBOPOTHBIX Ocelt B Toukax A4, B, C, Bk, F,
G, H u 1p. (puc. 38, a). Tlopsiox N10BOPOTHBIX-0CEH 3aBHCHUT OT pac-
LBETKM OpHaMeHTa. B ciywae mpexysemnozo opHamenTa (MCIoOb-
3YIOTCS AIEPHIBI TPEX PA3HBIX IIBETOB) BCE IOBOPOTHBIE OCH HMEIOT
2-# nopagok (puc. 38, 6). OdnoysemHpiii OPHAMEHT HAPSIY C MOBO-
POTHBIMH OCSMH 2-TO IIOPANKA HMEET Takke OCH 3-T0 M 6-r0 Io-
paakos (puc. 38, 6). 3epkasbHON cEMMeTpHEH OpHAMEHT «SIepHIH»
He obsanaer. TUIl CHMMETPHM OJHOIBETHOIO OPHAMEHTA OTBEYAET
no3unuu /6 Ha pucyHke 35, a TPEXIBETHOTO — MO3UIAH 2,

Ilpu mocTpoecHHM OJHONIBETHOTO OpHaMeHTa «SIIEPHILY MOXKHO
BBIOPATH'B KaUecTBe OCHOBHOIO MOTHBA H306paskeHue, HaXOIsAeecs
B npejeiiax Tpeyrospauka A GH (puc. 38, ). HerpyHo BHAETH, 4TO
3TOT TPEYTOJILHUK COCTaBJIeH M3 yacTedl M300paxkeHus OJHOM sie-
PHIIbI; €ro IJIOINadb paBHA IJIOLIATH, 3aHUMaeMON H306paxeHueM
siepuinl. I8 mocTpoeHHss OpHAMEHTa MOXKHO BOCHOJIB30BATHCS
IIOBOPOTHOM OCBIO 6-TO mopsnka (ock A) ¥ MOBOPOTHON OCKIO 3-TO
nopsnxa (oce H). U306paxennsii Ha pucynke 38, 6 OCHOBHOH Mo-
TiB OyneM MOBOpadMBaTh Ha Yrimi 60° BOKpyr 4, a 3arem (mocie
coBepileHUs. mojHoro obopora BOKpYr A4) OyaeM IOBOpavYMBATH
noJTy4eHHoe u300paxkenne BOKpyr Touku H Ha yrimr 120°,

B ciyyae TpexmBerHoro BapHaHTa OCHOBHOH MOTHMB OpHAMEHTa
3a7laeTCd yXe He TpeyroJmHUkoM A GH, a TpeyrojiLHukom ABC,
COJEpXaliiM COCTABHLIE YAaCTH BCEX TPEX Pa3HOLBETHLIX H306pa-
xeHu#l swepun (puc. 38, 6). s nocTpoeHHs OpHAMEHTa MOYXHO
BOCTIONIL30BATECA [OBOPOTHBIME OCSMHU 2-TO MOPSI/KA, MPOXOMS-
LIIUMH, Hallpumep, yepe3 Touku D, E, F.

Inasa 4 B cBOMX pa3MBIIIIEHHsX Hall KAPTHHOM MUpPO3/a-
IpaBuibHbIE HHESl YEJIOBEK C JaBHHUX BPEMeH aKTHUBHO HCIIOJIb-
MHOI 0T PAHHHKH 30Bal udel0 cummempuy. JIpeBHHE rpexd MoJja-

ramm, 4to BceneHHas cuMMMerpHyHa IpoOCTO Tio-
TOMY, 4TO CUMMETpHsS nOpekpacHa. Mcxoms wus
Coo0paxeHui CUMMETPHH, OHM BBLICKA3AJM Pl
norajok. Tak, Iadarop (V Bex mo H. 3.), cuuras
chepy Hamboslee CHMMETPHYHOM M COBEpHIEHHO
(bopmoH, nenan BHIBOA O ChepUYHOCTH 3eMiH B O
e¢ apmxeHmd 1o cdepe. Ilpu srom oH noJjaradn,
4TO 3eMJId IBHXKETCA IO Chepe BOKPYr HEKOero
«UEHTPAJBHOTO OrHs». Bokpyr Toro e «orus», cornacho IMuda-
TOPY, MOJuKHBI OBLIM OOpaINaThCs U3BECTHHIE B T€ BPEMeHa IIECTh
mwianet, a takxe JlyHa, CosHue, 3Be3fbl.

[Iupoko HCTONB3yst HIILF0 CHMMETPHH, yYeHbIe 06U 06pamaTs-
Csl He TOJIBKO K Chpepudeckoi Gpopme, HO Taxke K MPABHILHBIM BbI-
NyKJTbIM MHOrorpaHuukaM. Ene Bo BpemeHa IpeBHHX rpexoB Obut

Oburaremn naxe camoit or-
laNieHHoM raNakTHKH He Mo-
TYT MIpaTh B KOCTH, UMElO-
mue  GopMy HeHM3BECTHOro
HaM TNpaBUJILHOILO BBITYKJIO-
IO MHOTOTpaHHMKA.

M. Taponep

|

AHOBJICH NOPA3UTENBHBIA DakT — cywecmayem 6ce20 namey npa-
UABHBIX BbINYKABIX MHO202DAHHUKOS PA3HOil gopmbl. Brepsuie uc-
JIeIOBaHHble NU(baropediamMy, STH TISATh IPABHIILHBIX MHOTOTPaH-
(KoB OBLIM BIOCIENCTBHH IOAPOGHO onucank! I11aTOHOM M crasm
[A3LIBATHCS B MAaTEMATHKE AAAMOHOGBIMU MeAdMU.

PABUALHBIIL MHO202panHuK — 3TO obbeMHas (u-
ypa C 0IMHAKOBLIMU T'PaHAMM, UMEIOIUMHU hOp-  men

1y TPABHJIBHBIX MHOTOYIOJBHMKOB, H OIMHAKO-

BBIME IBYIDAHHBIME YriaMi, OKa3blBaeTcs, YTo TaKHX QHUIYp Mo-
(€T OBITH TOJIBKO HATH (XOTHA CymiecTBYeT GECKOHEYHO MHOTO pa3-
IMYHEIX [1PABMIIBHBIX MHOTOYIOJIBHHMKOB). Bce THIBI MpaBHIIBHBIX
OTOT PaHHHUKOB IOKA3aHbl HAa pucyHke 39: mempasdp (npaBUIbHAS
(peyrojibHas nupamuia), oKmasop, ukoca’op, zexcasdp (ky6), dode-
90p. Ky6 ¥ OKTadap 63aumHbL: €CITA y OJHOIO U3 STHX MHOTOT PaH-
HHKOB COEJUHHTb OTPE3KAMH IPSMBIX IIEHTPbI PaHEH, UMEIONHX
61iee pebpo, TO MOJYYHTCA APYro¥ MHOrOrpaHHHK. B3aummbi
KKE JI0JIeKadp ¥ MKOCAdJIp.

€TPYIHO IMOHATH, MOYEMYy MOXKET OBITH TOJBKO
ITh THIIOB MPaBHIILHBIX MHOIOIPAHHHKOB, BO3b-
- MeM IpOCTEHIIYIO IPaHb — PAgHOCMOPOHHUIE mpe-
yzwtbuwc. MHororpanHeii yroia MoOXHO 00pa3o-
BaTh, IPUJIOKMB APYr K APYrY TPH, 4eThipe Ju60
MSATh PaBHOCTOPOHHUX TPEYrOJILHUKOB, TO €CTh
| Tpemsi criocoGamu. (ECM YMCIO TpPeyroJbHAKOB
PaBHO INIECTH, TO CyMMa IUTOCKMX YIJIOB Ipu 00-
mei BepummHe Oyner pasHa 360°) Ilpu mcmoin-
30BaHUM KeaO0pamog B KaveCcTBe rpaHedl MOXHO
00pazoBaTh MHOTOIPAHHBLIH YroJl JIMIIE OJHHM
€nocobOM — ¢ HOMOWIBK TPeX [PUIIOKEHHBIX
JIpYr K Jpyry kBaZpaToB. EIMHCTBEHHBIM CIIOCO-
oM MOskeT OBITH 06pa3oBal MHOrOrpaHHbIA yroJI
W V3 NpAGUAbHBIX NAMUY20AbHUK0S (IIPH TIOMOLIM
. Tpex NATHYroNLHHKOB). IIpaBUIIBHbBIE A-yrOJIBHU-
. KM IIpM 7 >6 MHOTOTPaHHBIX YIJIOB, OYEBHIHO,
~ He ofbpasyior BooOwe. Taxum 06pa3om, MOryT
CyLIECTBOBATH TOJIBKO IISTh THIOB IIPABUJILHBIX
MHOTOIPaHHUKOB: TPH MHOIOTpaHHHKAa C Tpe-
YrOJIbHBIMM TpaHsMH (TETpa’ap, OKTA3Ap, HKO-
Ca’/Ip), OJMH C KBAJPATHHIMH rpasmu (ky0) u

37

Yacts
nepsas

Iamb naamonoswix




[image: image47.jpg]Cummempus
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OJIMH C IATHYIOJILHBIME TPAHIMH (IOJEKAIAD).

‘.;Xapax'rep “cummempuu mempasdpa  WINOCTPH-

'pyer pucynok 40. Terpasnp uMeer 4eTwIpe IO-
BOPOTHBbIE OCH 3-TO NOpAIka H TPH IOBOPOTHBIE
ocu 2-ro mopsaka. Kaxgas ock 3-ro mopsaxa
OPOXOJUT Yepe3 BEPIIMHY TETPasfipa M LEHTP
npotuBofiexanied rpann (Hanpumep, ock AE Ha
pucynke). Kaxxaas och 2-r0 mopsjka NnpoXomuT
uepe3 cepeiMHLI MPOTHBOJEXKAIUMX pebep Ter-
padipa (Hanpumep, ock FG Ha pucynke). Uepes
KaX/1y1o IIOBOPOTHYIO OChb 2-TO MOPS/KA IIPOXOAAT
JIBe IJIOCKOCTH CHMMETPHH (IJIOCKOCTH CHMMET-
PHM NIPOBOJHUTCS 4epe3 OCh W OJHO 3 pebep TeT-
PasZipa, KOTOpbIE IEPECEeKaroTCs AaHHOM OChI0);

Ha pHCYHKe NOKa3aHbl nockoctd 4 GC u DF B, npoxoasuiue yepes
ock FG. Takam o6pa3som, y TeTpasapa MMEIOTCS LIECTH MJIOCKO-
creit cummerpun. Haxonen, terpasap obianaer taxxe 3E€pKaJILHO-
IOBOPOTHOH CHMMeTpHe#: KakJas IOBOPOTHAS OCh 2-I0 MOPS/KA
SIBJISETCS. B TO X€ BPEMs 3€pPKaJIbHO-NIOBOPOTHOM OCBIO 4-r0 10-

“Cummempusi Kybd 4acTH4HO 0BCYXKTANacs B riase 2. Hanomunm,
910 Ky6 Hmeer 13 mOBOPOTHBIX OCell CUMMETPHH: TPU OCH 4-TO 1o-
psifika, YeThIpe OCH 3-TO MOpsika, WecTh ocell 2-ro nopsaka. Mure-
PECHO, YTO XapakTep cummempuu oKmasdpa Takoi xe, 4To U Kyba.
OxTasap MMeeT TPH MOBOPOTHBIE OCH 4-T0 nopsiika (OHH IIPOXOIAT

1epe3 NPOTHBOJICKAILMUE BEPIIMHEI, KaK HalpUMeED
OCb AB Ha pucyHke 41), 4eTbipe ocH 3-r0 nopsaxa
(IpoXOAAT Yepes LEHTPbI MPOTHBOJEKAIMX Ipa-
HEH, kak HampuMmep OcCh CD) u mects oceif 2-ro
nopsiika (OPOXOIAT 4Yepe3 CepelMHBI NPOTHMBO-
MOJIOKHBIX B3aMMHO TlapajllelIbHBIX pebep, Kkak
Hanpumep ock EF). Kax xy6, Tak 1 okTasap umeroT
JEBAThL IUIOCKOCTER CHMMeETpHH (Hal[uTe MX ca-
MocTosTelbHo). HakoHnen, kaxnas moBopoTHas
OCk 3-ro mopsiika B Kybe U OKTas[ape sBISETCS B
TO € BPEMs 3€PKaJIbHO-IIOBOPOTHOM OCBHIO 6-r0
l'lOPﬂIIKa.

Bbie ormewanocs, 9to xy6 M OKTa’ap — ezaumnsie MHOrOr PaH-
HUKH. VIMEHHO “TI03TOMy OHH HMEIOT OAMHAKOBYIO CHMMETPHIO.
BsaumuocTh 107ekasnpa M Hkoca’apa O3HAYAET, 9TO W ITH MHOTO-
TPaHHHUKA O00JIaNAIOT OJMHAKOBOH CHMMETpHE,

Xapakrep cummempuu 00dexasdpa TIOACHSET pH-
Cynok 42. Oce AB, npoxoasimas 4epe3 LEHTpHI
IIPOTUBOJICKALINX TPaHed I0zekasipa, ecTh OJHA
M3 LIECTA MOBOPOTHBIX OCei 5-ro nopsaka; ocs CD,
TPOXOAsLIast YePe3 MPOTHBOJIEKATIIHE BEPLIUHBI, —
OlHa M3 JIeCATH NOBOPOTHBIX oceif 3-ro mopsmka;
ock EF, mpoxojsmias vepe3 CepeinHbl NpPOTHBO-
[IOJIOKHBIX B3aMMHO napajUle/bHBIX pebep, —
OJlHa U3 NATHAJAUOATH IIOBOPOTHBIX Oced 2-r0 Io-
psnka. Takue >k€ IIOBODOTHBIE OCH HMeeT

psiaKa. ‘

. Mzes cuvmerpuu 4acto sBiISIach OTHPABHBIM

. OYHKTOM B THIOTE€3aX M TEOPHSX YYEHBIX NpPOLI-

| KJIa 3HAMEHATOrO H

§

i
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JILIX BEKOB, BEPHUBIUHX B MATEMaTHYEeCKYH) rap-
MOHHIO MHUPO3JaHHsl M BUJEBIIUX B 3TOM rapmo-
HUM TTPOSIBIIEHHE 60KeCTBEHHOTO Hauasa, Cylect-
. BOBaHHE TOJIBKO MATH NPaBHJIBHBIX MHOTOTDaH-
HUKOB IIPE/CTABJIAIOCh UM (DyHAaMEHTAIbHBIM
- (pakTOM, KOTODBIH JOJIKEH HUMETh NMPSIMOE OTHO-
E€HUC K CTPOCHUIO MaTepHH B BceseHHOI,

[
\
{

JuKocasdp; TONBKO y Hero ocu S-ro NopsA/ika TPOXOIST He qepea\: 39
| [IEHTPbl [IPOTHBOJIEKALUHX TPaHel, a vepe3 IPOTHBOJEKAIIME BEp-,
IIMHBI, TOT/IA KaK uepe3 LEHTPSI rpaHell NPOXOMST OCH 3-I0 MO~
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ak, muparopeiupr, a 3aTeM W IlIaToH mofaraiw, 4To MaTepHst
OCTOMT U3 YETBIPEX OCHOBHBIX 3JIEMEHTOB — 02HA, 3eMAU, 8030YXa
U 600bl. COTJIACHO HMX BO33PCHHAM, aTOMBI OCHOBHBIX 3JIEMEHTOB
JOJDKHBI HIMETh (POPMY Pa3IHYHBIX I1JIATOHOBBIX TEJ: ATOMBI OTHS —
~ thopmy Terpasapa, 3emMim — dbopmy x

yba, Bo3yxa — (popMmy OkTa-
. 91pa, BOAbI — GOopMy HKOCa3/pa. "

- 3ammpposaiHHas B NATH IIATOHOBEIX TeMaX M/es CHMMETPHH YBJIe-

emMenkoro acTpoHoMa koHma XVI — Hauana
| XVII pexa Woranna Kennepa, merrapimerocs OOBACHUTE, TIOYEMY

4 Iy

| B CosmHeuHol crcTeMe HMEIOTCs IMEHHO TIIeCThb IUIaHeT (BO BpeMeHa
)

| Kerutepa, xax u Bo BpemeHa ITudaropa, GbUIM W3BECTHBI TONBKO

1

IIECTh NJIAHET) M TOYeMy pajMychl HX «cdepy (0pbHT) oTHOCSTCS
kax 8:15:20:30:115:195 (cormacHo pe3yibrargm, nonydennsiM Ken-

Puc, 43
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