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             Эти «непростые» простые числа

Всякий, кто изучает простые числа, бывает очарован и одновременно ощущает собственное бессилие. Определение простых чисел так просто и очевидно; найти очередное простое число так легко; разложение на простые сомножители – такое естественное действие. Почему же простые числа столь упорно сопротивляются нашим попыткам постичь порядок и закономерности их расположения? Может быть, в них вообще нет порядка, или же мы так слепы, что не видим его?

    Ч. Узерелл «Этюды для программистов».

«Ни одному другому разделу теории чисел не свойственно столько загадочности и изящества, как разделу, занимающемуся изучением простых чисел – непокорных упрямцев, упорно не желающих делиться ни на какие числа, кроме единицы и самих себя. Некоторые задачи, относящиеся к теории распределения простых чисел, формулируются настолько просто, что понять их может и ребенок. Тем не менее, они настолько глубоки и далеки от своего решения, что многие математики считают их вообще не разрешимыми. Может быть, в теории чисел, так же как и в квантовой механике, действует свое собственное соотношение неопределенности и в некоторых ее разделах имеет смысл говорить лишь о вероятности того или иного результата?»

                                            Мартин Гарднер «Математические досуги»
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Древние, но вечно юные числа

                                                           Среди чисел существует такое
                                                      совершенство и согласие, что нам

                                                     надо размышлять дни и ночи над

                                                           их удивительной закономерностью… 

                                                                                    Стевин

           Число – одно из основных понятий математики – зародилось в глубокой древности. Понятие о натуральном числе, возникшее в связи с 
практической необходимостью считать предметы, складывалось очень медленно. На протяжении веков это понятие постепенно подвергалось расширению и обобщению. Интерес к изучению простых чисел возник у людей в глубокой древности.  И вызван он был не только практической необходимостью. Привлекала их магическая сила. Числа, которыми можно выразить любое количество предметов. Неожиданные и в то же время естественные свойства натуральных чисел, обнаруженные древними математиками, удивляли их своей замечательной красотой и вдохновляли на новые исследования. 

Разделение чисел

На протяжении всей истории математики простые числа – натуральные числа, большие единицы и делящиеся без остатка только на себя и единицу, - привлекли особое внимание выдающихся математиков.

Поражая своей таинственностью и загадочностью, они были своеобразным «математическим маяком», к которому устремлялись многие математические светила.

Пифагор в VI веке до н.э. ввел разделение чисел на простые и составные. Простыми назвал числа, которые делятся без остатка только на единицу и сами на себя. Простые числа:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,…..  .

Числа, которые кроме единицы и самого себя, делятся без остатка еще на какое-нибудь число, назвал составными числами. Составные числа:

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15,…..  .
Введенное Пифагором разделение чисел на простые и составные считается важным моментом в развитии математики, которое явилось началом теоретического изучения свойств чисел.

Древние математики, начиная с Пифагора, Архимед, его друг и соратник, математик, астроном и географ Эратосфен (276-196 гг. до н.э.) и многие другие искали формулу определения простого числа, закономерности распределения простых чисел в натуральном ряду.

Не существует никакой закономерности в распределении простых чисел среди чисел натурального ряда. В первой сотне простых чисел 25, во второй – 21, а в третьей – 16. Таким образом, чем дальше от начала числового ряда, тем простые числа встречаются реже. 

Греческий математик Евклид (III в. до н.э.) впервые доказал, что простых чисел неограниченно много, что не существует наибольшего простого числа.
 Поиск простых чисел
Для отыскания простых чисел греческий математик Эратосфен придумал такой способ. Он записал все числа от одного до какого- то числа, а потом вычеркнул единицу, которая не является ни простым, ни составным числом, затем вычеркивал через одно все числа, идущие после 2(4,6,8 и т.д.).

Первым оставшимся числом после 2 было 3. Далее вычеркивались числа, идущие после 3, но через два числа (числа, кратные 3,т.е. 6,9,12 и т.д.), в конце концов оставались не вычеркнутыми только простые числа.

2,3,5,7,11,13…

Метод Эратосфена называют «Решетом Эратосфена». В этом решете «отсеиваются » простые числа от составных.

Таким способом и в настоящее время составляют таблицы простых чисел, но уже с помощью вычислительных машин.

Эратосфеново решето неплохо поработало на исследователей далеко не простых чисел. Началось своеобразное соревнование на изыскание наибольшего простого числа с древнейших времен до Чебышева и даже до наших дней.
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Открытие П.Л.Чебышева
Итак, число простых чисел бесконечно. Мы уже видели, что простые числа размещаются без какого-либо порядка. Проследим более подробно.

Чем дальше от начала численного ряда, тем простых чисел становится меньше. Можно найти как угодно большой конечный промежуток в числовом ряду, в котором не будет ни одного простого числа.

Как же распределены простые числа в натуральном ряду, в котором не будет ни одного простого числа? Есть ли какой-нибудь закон в их распределении или нет?

Если есть, то какой? Но ответ на эти вопросы  не находился более2000 лет. Первый и очень большой шаг в разрешении этих вопросов сделал великий русский ученый Пафнутий Львович Чебышев. В 1850г. он доказал, что между любым натуральным числом (не равным 1) и числом, в 2раза большего его (т.е. между n и 2n), находится хотя бы одно простое число.
Проверим это на несложных примерах.

Примем для n несколько произвольных значений n и найдем соответственно значение 2n:



n=5,      2n=10



n=12,    2n=24



n=37,    2n=74



n=61,    2n=122

Мы видим, что для рассмотренных примеров теорема Чебышева верна. Чебышев доказал ее для любого случая, для любого n. Открытый Чебышевым закон распределения простых чисел был поистине фундаментальным законом в теории простых чисел после закона, открытого Евклидом, о бесконечности количества простых чисел.

Возможно из всех занимательных задач в теории простых чисел самая занимательная – это поиск простых чисел. Подобно золотым самородкам, они скрываются в «породе» остальных чисел.

                 Числа- близнецы

Среди простых чисел встречаются так называемые «близнецы» или пары простых чисел, разница между которыми составляет двойку (например,11 и13). Именно эти пары чисел в таблице учебника выделены другим цветом.

«Близнецы» появляются с некой периодичностью, причем, чем больше числа, тем реже они встречаются (11 и 13; 17 и 19; 29 и 31; 41 и 43; 59 и 61). 

То же происходит и с обычными простыми числами. В числах, близких к триллиону, лишь каждое 28 число является простым.

Еще Евклидом было доказано, что простых чисел бесконечно много. Однако, окончательного ответа на вопрос, конечно  или бесконечно множество «близнецов» пока не существует.

Двое ученых утверждали, что нашли ключ к доказательству одной из самых знаменитых математических гипотез. Согласно ей, существует бесконечно много пар простых чисел, разность между которыми равна 2- так называемых чисел- близнецов. Это утверждение является одним из следствий фундаментальной гипотезы Римана, имеющей непосредственное отношение к современной криптографии.

      Простые числа – близнецы это пара простых чисел, отличающихся на 2.

      Все пары простых чисел-близнецов, кроме (3,5) имеют вид 6n+1или 6n-1.

Действительно. Рассмотрим, например: 59 и 61. 59= 6*10 - 1;   61=6*10+1.
Первые простые числа-близнецы:

    (3, 5),   (5, 7),  (11, 13),  (17, 19),  (29, 31),  (41, 43),  (59, 61),  (71, 73),     (101, 103),  (107, 109),  (137, 139),  (149, 151),  (179, 181), (191, 193),(197, 199), (227, 229), (239, 241), (269, 271),  (281, 283),  (311, 313), (347, 349),  (419, 421),  (431, 433),  (461, 463),  (521, 523),  (569,571), (599, 601),(617, 619), (641, 643), (659, 661),  (809, 811),  (821, 823),  (827, 829),  (857, 859),  (881, 883). 

Найдены гигантские числа- близнецы: 10016957 и 10016959. Числа 10999949 и 10999951 – самые большие, ныне известные, числа – близнецы.

 
До сих пор неизвестно, есть ли самые большие числа – близнецы или нет, до сих пор нет ответа на вопрос: существуют ли бесконечно много пар

простых чисел – близнецов. 

Совершенные числа

Не менее интересным свойством обладают другие числа. Еще в древности было замечено, что существуют числа, равные сумме своих делителей, кроме самого себя.

Делители числа 6 – это числа 1,2,3,6. Нетрудно проверить, что их сумма без самого числа 6 равна 6. Делители числа 28 – числа 1, 2, 4, 7, 14, 28. И здесь проверкой легко установит, что их сумма без самого числа 28 равна 28. Числа 496 и 8128 обладают таким же свойством.

Античные математики считали очень важным рассматривать число вместе с его делителем. При этом в качестве меры использовались не количество,  а сумма собственных делителей, которую сравнивали с самим  числом.


Делители числа 10: это 1, 2, 5. Их сумма равна 8. Считали, что это недостаток, т.к. меньше 10. Делители числа 12: это 1, 2, 3, 4, 6. Их сумма равна 16, что считали избытком. А числа, у которых сумма делителей равна самому числу, особенно ценили и считали их совершенными.

Точно неизвестно, где впервые  обратили внимание на совершенные числа. Предполагают, что они были известны в Древнем Вавилоне и Древней Греции.

Победитель простых чисел

За свои гениальные открытия в области теории  простых чисел профессор Петербургского университета П.Л.Чебышев (1821-1894) вошел в историю математики под именем «победителя простых чисел».

Проблема распределения простых чисел в натуральном ряду стояла неподступной крепостью в течение двух тысячелетий. Первый большой шаг в разрешение этой проблемы сделал Пафнутий Львович Чебышев. Он доказал теорему: «Между любым натуральным числом, не равным единице, и его удвоением находится хотя бы одно простое число».
На самом деле,


между 2 и 4  находится простое число 3


между 3 и 6  - 5

  
между 4 и 6  - 5 и 7  и т.д.

Простые числа Мерсенна   
В течение нескольких столетий шла  погоня за простыми числами. Многие математики боролись за честь стать открывателем самого большого из известных простых чисел.

 Простые числа Мерсенна являются простыми числами специального вида: Мp =2p-1,    где   p- простое число.

Эти числа вошли в математику давно, они появляются еще в евклидовых размышлениях о простых числах. Свое название они получили в честь французского монаха Марена Мерсенна (1589-1648), который долго занимался проблемой простых чисел.
Если вычислить по этой формуле, получим:

М2 = 22 – 1 =3 – простое;
М3 = 23  - 1 =7 -  простое;
…………………………...

М7 = 27  - 1 =127  - простое

……………………………

М11 = 211 – 1 =2047
 Общий способ нахождения простых больших чисел Мерсенна состоит в проверке всех чисел Мр для различных простых чисел р. Эти числа очень быстро увеличиваются и столь же быстро увеличиваются затраты труда на их нахождение.

В исследовании чисел Мерсенна можно выделить раннюю стадию, достигшую своей кульминации в 1750г., когда Эйлер установил, что число М31 является простым. К тому времени было найдено 8 простых чисел Мерсенна: р =2, р=3, р=5, р=7, р=13, р=17, р=19, р=31. Эйлерово число М31 оставалось самым большим из известных простых чисел более 100 лет.
В 1876г. французский математик Лукас установил, что огромное число М127 с 39 цифрами – простое. 12 простых чисел Мерсенна были вычислены с помощью только карандаша и бумаги, а для вычисления следующих уже использовались механические настольные счетные машины. Появление вычислительных машин с электрическим приводом позволило продолжить поиски, доведя их до р =257.

Однако результаты были неутешительными, среди них не оказалось новых  простых чисел Мерсенна. Затем  задача была переложена на ЭВМ.

Самое большое известное в настоящее время простое число имеет 3376 цифр. Это число было найдено на ЭВМ в Иллинойском университете (США). Математический факультет этого университета был так горд своим достижением, что изобразил это число на своем почтовом штемпеле, таким образом, воспроизведя его на каждом отсылаемом письме для всеобщего обозрения.
                     Узоры простых чисел
Иногда своего рода формула возникает как результат наблюдения визуальных закономерностей. Одну из таких закономерностей случайно открыл Станислав Улам, американский математик, поляк по происхождению. Сидя как-то на скучной лекции, он, ни о чем не думая, начал рисовать решетку из горизонтальных и вертикальных линий. В одной из клеток, полученных таким образом,  он поставил 1 и стал нумеровать остальные клетки по спирали, расходящейся от первой:

543

612

789

Когда спираль совершила уже несколько оборотов, Улам начал обводить кружками простые числа, не преследуя никакой определенной цели.  Однако вскоре заметил, как на его глазах возникает довольно любопытная закономерность. Откуда ни возьмись, стали появляться прямые линии. Улам, конечно, сразу понял, что такие линии говорят о закономерности, которую можно облечь в формулу для простых чисел. Компьютерная распечатка дублирует то, что Улам сделал от руки. На компьютерном графике составные числа были представлены маленькими белыми квадратиками, а простые – черными.
Выделяющиеся темные линии – это залежи простых чисел. Вблизи центра выстраивания простых чисел вдоль прямых еще можно было ожидать, поскольку плотность простых чисел вначале велика и все они, кроме 2, нечетны. Если клетки шахматной доски перенумеровать по спирали, то все нечетные числа попадут на клетки одного и того же цвета. Взяв 17 пешек (соответствующих 17 простым числам, не превосходящим числа 64) и расставив их наугад на клетки одного цвета, вы обнаружите, что пешки выстроились вдоль диагональных прямых. Однако не было оснований ожидать, что и в области больших чисел, где плотность простых чисел значительно меньше, те так же будут выстраиваться вдоль прямых. Улама заинтересовало, как же будет выглядеть его спираль, если ее продолжить до нескольких тысяч простых чисел. Разработав программу, Улам получил рисунок для чисел от 1 до 65000 (иногда его называют «скатертью Улама»), из которого видно, что даже у края картины простые числа продолжают послушно укладываться на прямые. 
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Начав на спирали из всех натуральных чисел  (рис. 1) отмечать простые числа, Улам с удивлением обнаружил, что простые числа выстраиваются по диагоналям, образуя довольно длинные цепочки.
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Еще более удивительным оказалось то, что закономерность эта наблюдалась и тогда, когда спираль была продолжена (с помощью компьютера) до больших чисел – на рис.2 светлыми точками отмечены простые числа на спирали первых 10000 чисел. Узор, изображенный на рис.2, получил название «скатерть Улама».
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    Чтобы отмеченная  закономерность проявилась, не обязательно начинать спираль с единицы. Например, простые числа выстраиваются по диагоналям у спирали, начинающейся с числа 41 и заканчивающейся числом 41.
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     Феномен со стремлением простых чисел располагаться в цепочки вдоль диагоналей был обнаружен сравнительно недавно и еще не получил какого- либо математического объяснения.
Таблица «Менделеева» простых чисел
 
Побережный Александр Николаевич, занимаясь проблемой простых чисел, обнаружил, что все простые числа укладываются в табличные формы, своеобразные таблицы Менделеева простых чисел. Как следствие, появляется возможность предсказывать местоположение простых чисел. Работа таблиц была проверена до числа, состоящего из 20000 десятичных знаков. Использовалась для вычислений программа Mathematika. Все из проверенных простых чисел попали в таблицы.


В натуральном ряду простые числа разбросаны очень непредсказуемым образом. С давних времен математики изобрели формулу для простых чисел, но до сих пор даже не приблизились к решению данной проблемы. Задача даже ставится в более мягкой форме, допускается появление составных чисел в формуле, но чтобы вычислялись все простые числа. Пока неизвестно решение этой проблемы и в такой облегченной постановке.
В данной работе предпринимается попытка систематизации, некоторого упорядочения множества простых чисел. В основе рассуждений лежит ряд последовательных простых чисел:

1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,… и так до бесконечности.

	1
	7
	13
	19
	25

	2
	8
	14
	20
	26

	3
	9
	15
	21
	27

	4
	10
	16
	22
	28

	5
	11
	17
	23
	29

	6
	12
	18
	24
	30


Обратите внимание, что простые числа в представленной таблице выстроились в один ряд. Правда есть нюанс: среди простых чисел появляются некоторые составные, в нашем случае число 25.

	7

	13

	19
	25

	11

	17
	23
	29



Аналогично строятся более сложные таблицы простых чисел, которые дают возможность прогнозировать и строить новые простые числа, используя только арифметические действия.
Не правда ли таблица чем-то похожа на таблицу Менделеева?
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             Удивительные закономерности
Хочется отметить любопытные закономерности в структуре некоторых подмножеств  простых чисел:
 31    59                     2111     277                                           37

         331    599                   4111     727                                           73

       3331    59999               8111     2777                                        337

      33331   599999            10111    7727                                        373

    333331   59999999        16111    72227                                      733

  3333331    5999999999    28111    722222227                             3373

33333331                                                                                         3733

                                                                                                         7333

                                                                                                          333337

                                                                                                          7333337

7772777       2221       19                   109           499           991

7774777       3331       199                 1009         4999         99991

7779777       4441       1999               10009       49999       9999991

77716777     6661       199999

23                     73                  47777         97777        881     131                  17

233                   733                77477         77977        883     13331              71
2333                 7333              77747         77797        887     1333331          1777

23333               73333                                                                                    7177

                                                                                                                       7717              
Некоторые приемы определения простых чисел

Разобьем девять нулевых цифр на 2  подмножества

      Н1= (1,3,7,9),      Н2= (2,4,5,6,8).
Последняя цифра любого простого числа р>5 является элементом множества Н1 и Н2 позволяет простыми способами составлять простые числа.

Только простые числа получаются, если:

1) Поставить перед каждой цифрой множества Н1 числа 1,10,19,а цифру 7 перед или за каждой из остальных цифр этого множества:

11,13,17,19,101,103,107,109,191,193,199,71,73,79,17,37,97.

2) Поставить 3 после каждой цифры множества Н2, кроме 6:

23,43,53,83.

3) Взять трехзначное число 137 из трех первых цифр множества Н1:

а) из любых двух цифр этого числа, взятых в прямом или обратном порядке, составить двухзначное число: 13,17,37,73,71,31; 

б) вставить 2 перед этим числом или между любыми его двумя цифрами, а 3 вставить слева или справа:   2137, 1237, 1327, 3137, 1373;

в) вставить слева или справа, или между любыми двумя его цифрами число 99:     99137, 13799, 19937, 13997;

г) записать 4 раза дважды взятое число 137 и вставить между ними любую цифру из множества Н1 или перед первыми тремя записями вставить цифры 1,3,6:

1371137, 1373137, 1377137, 1379137, 1137137, 3137137, 6137137;
д) представить в этом числе две первые цифры, т.е. взять число 317 и поставить перед ним дважды взятую каждую цифру множества Н1:

11317, 33317, 77317, 99317;

е) переставить в числе 137 единицу на последнее место, т.е. взять число 371 и вставить слева, или справа,  или между любыми его цифрами число 99 или вставить 2 или 3 перед числом:
99371, 37199, 39971, 37991, 2371, 3371;

ж) к числам 1973, 9173, 3719, получающимися перестановкой единицы в прямой или обратной записи трехзначного числа из остальных цифр множества Н1, впереди вставить дважды взятую каждую цифру числа 137:

111937, 331937, 771397, 119173, 339173, 779173, 113719, 333719, 773719.

4) между цифрами из первых четырех двухзначных простых чисел вставить 0 или 9:

101, 103, 107, 109, 191, 193, 197, 199.  

                                  Вывод

Делая обзор математики, на первый взгляд можно считать, что математические факты открыты. Это ошибочный взгляд! В мире чисел много тайных чудес; открытых, но не доказанных проблем. Если мы будем настойчиво изучать математику и решим развивать ее дальше, то нас ждут большие открытия. Может нам в будущем удастся разрешить некоторые проблемы, потому что до сих пор:
1.Не найдена формула, которая дала бы возможность определять простое число.

2. Неизвестно, каждое ли четное число является суммой двух простых чисел.

          6=3+3,                    10=3+7,                           14=7+7,

          8=3+5,                    12=7+5,                           16=13+3 и т.д.

3. Неизвестно, бесконечно ли множество натуральных значений n, при которых 22 +1 –простое число.

4. Неизвестно, бесконечно ли количество чисел – близнецов, а возможно, есть последняя пара?     

5. Нет окончательного решения проблем Гольдбаха.

6.Мы не знаем до сих пор ни одного простого числа, имеющего в записи 1000 цифр, хотя известно, что таких чисел существует по меньшей мере 3.

Подводя итоги выше сказанному, нам бы хотелось отметить, что данная работа расширила наш кругозор, углубила наши знания в области истории простых чисел. Исследования, проводимые выдающимися учеными математиками, начиная с древних времен, до наших дней, оказались интересными и познавательными. Вывод, к которому пришли: простые числа – это как бы кирпичики, из которых строятся остальные натуральные числа. Таким образом, простые числа, казавшиеся когда–то бесполезным, бессмысленным понятием, не только приобрели характер, но и оказались мощным средством, ускоряющим развитие науки.
Таинственное, полное загадок множество простых чисел никому не раскрывает всех своих секретов и манит к себе как далекий  маяк и искушенных в науке математиков  и нас, начинающих любителей, мечтающих сказать этому множеству волшебное сказочное слово «Сезам, откройся!»
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