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Аннотация
    Тема « Правильные многогранники» нами выбрана целесообразно

    Практическая направленность геометрии обусловлена тем, что ее предметом являются фундаментальные структуры реального мира: пространственные формы и количественные отношения – от простейших, усваиваемых в непосредственном опыте людей, до достаточного сложных , необходимых для развития научных технологических идей.
    Без базовых подготовки по геометрии невозможна постановка образования совершенного человека. В школе она служит опорным предметом для изучения смежных дисциплин: алгебра, физики, химии, черчения.

    В учебнике нес строго математического определения правильных многогранников, а приводится лишь некоторое описание, так как строгое определение громоздко и трудно не только для понимания учащихся, но и для применения.
    Отсюда цель нашей работы: дать правильное и полное представление о полных многогранниках, их свойствах. Показать, как решаются задачи на применение свойств правильных многогранников.
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Введение

    Многогранником называется тело, граница которого состоит из многоугольников. Детские кубики, архитектурные сооружения, ювелирные украшения – оглянитесь вокруг, и вы найдете многогранники повсюду.
    Еще в Древней Греции были описаны все правильные многогранники. Их пять: тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр, додекаэдр.

    Актуальность темы состоит в том, что в своей деятельности человек повсюду сталкивается с необходимостью изучать форму, размеры, взаимное расположение пространственных фигур. Раздел геометрии, в котором изучается все это, называется стереометрией. И именно в стереометрии изучаются еще правильные многогранники. Мы считаем, что эту тему в школьном курсе геометрии, надо рассматривать как можно глубже. Ведь нас окружают многогранники повсюду.
    Цель работы: дать правильное и полное представление о полных многогранниках, их свойствах. Показать, как решаются задачи на применение свойств правильных многогранников.

Задачи: 

1. Получить представление о широте применения геометрии в различных областях человеческой деятельности, познакомится с некоторыми фактами истории геометрии.

2. Расширить систему сведений о свойствах правильных многогранников.

3. Использовать планиметрические сведения для описания и исследования пространственных фигур.
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     Правильные многогранники 

    Многогранники – тела, ограниченные плоскими многоугольниками, - окружают нас повсюду: ведь самая популярная форма современного здания, радиоприемника, телевизора, шкафа – параллелепипед . Среди разнообразных форм многогранников выделяют правильные многогранники – те, которые построены из одинаков многоугольников, причем в каждой вершине сходится одинаковое количество таких многоугольников.
    Куб (Приложение № 1), его поверхность образована равными квадратами- гранями. У каждой грани четыре вершины, но каждая из вершин принадлежит сразу трем граням; всего вершин у куба восемь. Каждая грань имеет четыре стороны. Стороны граней имеются ребрами куба. Всего их двенадцать, и каждое ребро принадлежит двум граням. Пожалуй, куб – самый хороший знакомый нам многогранник. Но не самый простой. В этом отношении чемпионом является треугольная пирамида, или тетраэдр   (Приложение  № 2). У нее только четыре вершины, а меньше и взять нельзя – ведь любые три точки уже лежат в одной плоскости. Граней тоже четыре – это треугольники с вершинами в вершинах тетраэдра, а ребер шесть. При всей своей незамысловатости тетраэдр обладает множеством интересных свойств. Тетраэдр и куб – представители двух семейств многогранников, которые наиболее часто встречаются и на уроках в школе, и вокруг нас. Тетраэдр – частный вид пирамиды, а куб – призмы. Многогранники можно определять – описав их грани.
    Так, п -угольная  пирамида – многогранник, одна из граней которого (основание) произвольный п - угольник, стальные п- граней – треугольники. Можно не уточнять, как ее грани соединяются друг с другом, потому что если вы начнете составлять из них многогранник, то сразу убедитесь , что все треугольники  обязаны иметь общую вершину, а их стороны, противоположные этой вершине, должны быть и сторонами основания.
    Аналогично п -угольная  призма образована двумя равными п –угольниками (основаниями), Лежащими в параллельных плоскостях и п  параллелограммами. Но будьте осторожны, не пропустите в данном определении маленькую букву п ! 

    Есть еще несколько видов многогранников, связанных с призмами и пирамидами: усеченная пирамида, бипирамида антипризма.
     В необъятном океане многогранных форм выделяются своим совершенством  пять правильных многогранников, или Платоновых тел, построение которых венчает « Начала» Евклида.
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 На рисунках изображены разверстки каждого из пяти правильных многогранников .
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Некоторые свойства правильных многогранников приведены в следующей таблице.

	Вид     грани
	Плоский угол при вершине

	Вид многогранного угла при вершине
	Сумма плоских углов при
	В
	Р
	Г
	Название многогранника

	Правильный треугольник
	60º
	3 - гранный
	180º
	4
	6
	4
	Правильный тетраэдр

	Правильный треугольник
	60º
	4 - гранный
	240º
	6
	12
	4
	Правильный октаэдр

	Правильный треугольник
	60º
	5 - гранный
	300º
	12
	30
	20
	Правильный икосаэдр

	Квадрат
	90º
	3 - гранный
	270º
	8
	12
	6
	Правильный гексаэдр (куб)

	Правильный пятиугольник
	108º
	3 - гранный
	324º
	20
	30
	12
	Правильный додекаэдр


  У каждого из правильных многогранников, помимо уже указанны, нас чаще всего будут интересовать : 
1. Величина его двугранного угла при ребре (при длине ребра а)

2. Площадь его полной поверхности (при длине ребра а)

3. Его объем (при длине ребра а)
4. Радиус описанной около него сферы (при длине ребра а)

5. Радиус вписанной в него сферы (при длине ребра а)

6. Радиус сферы, касающихся всех его ребер (при длине ребра а)
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 Наиболее просто решается вопрос о вычислении площади полной поверхности правильного многогранника; она равна Г· Sг, где Г – количество граней правильного многогранника, а Sг -площадь  одной грани.
Прежде чем находить объем того или иного правильного многогранника, сначала проведем рассуждение о том, как можно найти объем правильных многогранников в общем виде

    Попытайтесь сначала доказать, что если центр каждой грани любого правильного многогранника провести прямую, перпендикулярную плоскости этой грани, то все проведенные прямые пересекутся в некоторой точке О, удаленной от всех граней данного многогранника на одно и тоже расстояние, которое обозначаем г. Точка О окажется центром сферы, вписанной в данный многогранник, а г – ее радиусом. Соединив полученную точку О со всеми вершинами данного многогранника, мы разобьем его на Г равных между собой пирамид (Г – число граней правильного многогранника): основаниями образованных пирамид равны г. Тогда объем данного многогранника равен сумме объемов всех этих пирамид. Так как многогранник правильный, то его V  можно найти по формуле:
	V=
	1
	r
	●
	Sполн.поверхн.

	
	3
	
	
	


 (1)                                              
Остается найти длину радиуса г. Для этого, соединив точку О с серединой К ребра многогранника, попробуйте убедиться, что наклонная КО к грани многогранника, содержащей ребро, составляет с плоскостью этой грани угол, равный половине величины Р двугранного угла при этом ребре многогранника; проекция же наклонной КО на плоскость этой грани принадлежит ее апофеме и равна радиусу вписанной в ее окружности. Тогда 

      (2)                         r = r впис.окр. · r=rвпис. окр. [image: image5.png]



  Где р полупериметр грани. Тогда из (1) и (2) получаем общую для всех правильных многогранников формулу вычисления их объемов:

                                                                         V= [image: image7.png]s rpasi tg T
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                                               Объёмы
	   Вид многогранника
	Объем многогранника

	Правильный тетраэдр
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	Правильный октаэдр
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	Куб
	  a3[image: image11.png]a*(15-7v5)






	Правильный икосаэдр
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	Правильный додекаэдр
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Площадь грани правильного многогранника 

	Вид грани
	Длина стороны
	Длина апофемы грани
	Площадь грани

	Правильный треугольник
	 а
	[image: image14.png]05-a-ctg

180"
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	Квадрат
	 а  
	0,5a
	a2

	Правильный пятиугольник
	а 
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Площадь полной поверхности правильного многогранника

	Вид многогранника
	Вид граней
	Количество граней
	Площадь полной поверхности

	Правильный тетраэдр
	Правильный треугольник
	          4
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	Правильный октаэдр
	Правильный треугольник
	          8
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	Правильный икосаэдр
	Правильный треугольник
	          20
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	Правильный гексаэдр (куб)
	Квадрат
	          6
	6a2

	Правильный додекаэдр
	Правильный пятиугольник
	          12
	[image: image21.png]12-

V25 +10V5 _

25+ 10V5







Дорофеева А.А. – 222-455-731 
    Теперь перейдём к вычислению величины двугранного угла В правильного многогранника при его ребре. Для правильного тетраэдра и куба вы легко найдете величину этого угла.
    В правильном додекаэдре все плоские углы его граней равны 180º , поэтому, применив теорему косинусов для трехгранных углов к любому трехгранному углу данного додекаэдра при его вершине, получим: cos2108º + sin2108º cos В, откуда

                       [image: image23.png]©0s1087

cosp = =



 = [image: image25.png]—sin 18
P ———



= [image: image27.png]


= [image: image29.png]


 =[image: image31.png]



                                             [image: image32.png]



На изображение правильного октаэдра ABCDMF вы можете убедиться, что двугранный угол В при ребре равен        2arctg√2 ÷В = 2arctg√2
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Платоновы и Архимедовы тела
  
Многогранник называют правильным, если у него равны стороны и углы. Примерно так же определяются и правильные многогранники.
Выпуклый многогранник называется правильным ,если его грани – равные правильные многоугольники и двугранные углы при всех ребрах равны между собой.
Правильных многоугольников бесконечно много: при каждом n ≥ 3 имеется правильный n- угольник (причем только один с точность до подобия). Правильных многогранников всего пять. Попробуем понять почему.
Сразу заметим, что многогранные углы при всех вершинах правильного многогранника раны между собой, поскольку равны и плоские и двугранные углы. В   частности это обозначает, что в каждой вершине сходится одно и тоже число граней. Обозначим его πq. Если грани рассматриваемого – правильные р-угольника, то его плоские углы равны π(p-2)/p и их сумма вокруг каждой вершины – πq(p-2)/p. Но сумма плоских углов выпукло многогранного угла меньше 2n.Следовательно q(p-2)< 2p.Это неравенство можно переписать в виде(q-2)(p-2). Теперь, учитывая что p и q – целые числа, не меньше 3, все возможные пары(p,q) легко найти перебором. Вот они(3,3),(4,3),(3,4),(5,3) и (3,5). Для каждого из указанных случаев приведены «сетки», т.е. схемы соединения роббер многогранника. Сетка – наглядное пособие комбинаторного типа многогранник. Легко проверить, что сетка правильного многогранника однозначно определяется парой чисел (p,q). Все многогранники имеют разное число граней и название получили по этому числу: тетраэдр(4 грани; от греч.»тетра» - «четыре» и «хендрон» - «грань»),гексаэдр(6 граней, он несколько известен как куб), октаэдр(8 граней), додекаэдр (12 граней),икосаэдр(20 граней).
Правильные многогранники называют также Платоновыми телами, хотя их знали за несколько веков до Платона. В диалоге «Тимей» Платон связал их с четырьмя основными элементами. Он считал, что куб, тетраэдр, октаэдр и икосаэдр имеют форму корпускул земли, огня, воздуха и воды соответственно. Пятый же многогранник  он считался моделью Вселенной.

С именем другого великого грека , Архимеда , связываю так называемые полуправильные многогранники(архимедовы тела). Он описывал их в несохранившейся книге « О многогранниках». Имеются 13 архимедовых тел, которые получаются усечением правильных многогранников , и еще две бесконечные серии – правильные призмы и антипризмы с равными ребрами.
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Элементы симметрии  правильных многогранников

 Важнейшими свойствами правильных многогранников является их симметричность. Рассмотрим элементы симметрии  правильных многогранников.

Правильный тетраэдр не имеет центра симметрии. Прямая, проходящая через середины двух противоположных ребер , является его осью симметрии. Плоскость α, проходящая через ребро  АВ перпендикулярно к противоположному ребру  CD правильного тетраэдра АВCD, является плоскостью симметрии.
Куб имеет один центр симметрии – точку пересечения диагоналей. Прямые a и b , проходящие соответственно через центры противоположных граней и середины двух противоположных ребер, не принадлежащих одной грани, являются осями симметрии. Куб имеет девять осей симметрии. Все оси проходят через центр симметрии. Плоскостью симметрии куба является плоскость, проходящая через любые две оси симметрии. Куб имеет девять плоскостей симметрии.
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                                        Формула Эйлера
Составим таблицу и выпишем в нее количество верши (В), ребер(Р) и граней(Г) для нескольких многогранников:
	Многогранник 
	В
	Р
	Г

	Додекаэдр
	20
	30
	12

	Октаэдр
	12
	30
	20

	Пирамид  n- угольная
	n +1
	2n
	n +1

	Призма    n - угольная
	2n
	3n
	n+2


Нетрудно подметить , что для всех многогранников в таблице число вершин  минус число ребер плюс число граней равно 2:

В-Р+Г=2          (*)

Вы  проверить справедливость равенства (*) и для других рассмотренных нами многогранников – даже для любого выпуклого многограннику по Вашему выбору. Впервые это замечательное соотношение обнаружил Рене Декарт около 1620г. В 1752г. Туже формулу переоткрыл  Леонард Эйлер, когда занимался описанием типов выпуклых многогранников в зависимости от числа их вершин. Сейчас ее называют формулой Эйлера.

Имеется много доказательств соотношения Эйлера. В одном из них используется для суммы углов многогранника. Смотрим это доказательство. Возьмем снаружи  многогранника точку О вблизи от какой – ни будь грани F и спроектируем остальные грани на F из центра О. Их проекция образует разбивание грани F  на многоугольники. Подсчитаем двумя способами сумму σ углов всех полученных многоугольников и самой грани F.Сумма углов nπ- угольника равна π(n-2)  сложим эти числа для всех граней, (включая  грань F ). Сумма членов вида πn   равна общему числу сторон всех граней, то есть 2P  - ведь каждая из  ребер P принадлежит двум граням. А так как всего у нас Г слагаемых , σ= π(2P- 2 Г). Теперь найдем сумму углов при каждой вершине разбиения и сложим эти суммы. Если вершина лежит внутри  грани F , то сумма углов вокруг нее равна 2π  ,Таких вершин B-k, где k   - число вершин самой грани F ,а значит , их вклад  в σ  равен 2π( B-k) .Углы при вершинах    считаются в сумме  σ   дважды( как углы  и как углы многоугольников разбиения);их вклад равен 2π(k-2).
Таким образом, σ=2n(B-k)+2n(k-2)=2n(B-2)  .Приравнивая два результата и сокращая на 2n, получаем требуемое равенство Р-Г=В-2
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Формула Эйлера позволяет судить о свойствах, присущих только комбинаторному типу многогранников. Допустим, например, что многогранник « комбинаторно – правильный», то есть все его грани – р-угольники, а из каждой вершины выходит q  ребер. Даже ничего не зная о форме его грани, можно утверждать, что он будет того же типа, что и одно из пяти платоновых тел. В самом деле, общее число его ребер, выходящих из всех вершин, равно  qВ ; в этой сумме каждое ребро дважды (у него два конца), а поэтому она равна 2Р. Подсчитывая двумя способами общее число сторон всех граней, установим, что 2Р = рГ . Выразим числа Г и В через число ребер и поставим полученное выражение в формула Эйлера. В результате придем к уравнению       
Из него следует неравенство    

 которому удовлетворяют только пять знакомых на пар чисел ρ  и   q. Значение Р, Г и В в каждом из пяти случаев можно вычислить прямо из наших уравнений.

Формула Эйлера выполняется не только для выпуклых многогранников и даже не только для многогранников. Нарисуем на сфере любой связанный граф, то есть возьмем несколько точек (вершин) и соединим часть их линиями (ребрами) так, чтобы из любой вершины можно было по ребрам перейти в любую другую. Подсчитаем число образовавшихся граней – фрагментов, на которые линии разрезают сферу, число граней будет связанно с числами вершин и ребер тем же соотношением. Величина В-Р+Г, называемая эйлеровой будет равна 2 для всех многогранников, «устроенных, как сфера», - они, образно говоря превратятся в шарик, если их сделать из резины и надуть. Такие многогранники именуют простыми. Очевидно все выпуклые многогранники простые. Но, например эйлеровая характеристика «треугольного бублика» равна нулю. Можно показать, что для многогранника, имеющего g  «сквозных дыр» она равна 2-2 g  .
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Решение задач
Дано: ABCDMF – правильный икосаэдр

Углы BAC и CAD =60º ,угол BAD = 108º
B(AC) D = φ (BCDMF – правильный пятиугольник).

Найти: двугранный угол φ.

Решение: По теореме косинусов для трехгранного угла ABCD имеем: cos 180º = cos260º + sin60º ● cosφ. Учитывая, что cos108º = [image: image34.png]


, получаем – [image: image36.png]


 = [image: image38.png]


 + [image: image40.png]
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, откуда [image: image46.png]cosp = —



. Таким образом, двугранный угол [image: image48.png]


   при ребре икосаэдра равен     [image: image50.png]7 — arccos—
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Ответ: [image: image56.png]V5

¢ = m—arccos



  
       Задача №2

Дано: треугольник, квадрат, шестиугольник.

Найти: S3;S4;S6

Решение: 1) S3=3a

                    r3=[image: image58.png]



                      S3=[image: image60.png]


pr = [image: image62.png]



                     2) S4 = a2

                              3) S6= 6a
                      r6=[image: image64.png]



                  S6=[image: image66.png]


pr = [image: image68.png]


    

                        S3:S4:S6=[image: image70.png]
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       Ответ:[image: image74.png]
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Заключение
Важный класс тел образуют многогранники – тела, граница которых состоит из многоугольников. К ним, в частности, относятся призмы и пирамиды.


Многогранники обладают множеством интересных свойств, о которых мы рассказали своей работе.

И в заключении мы хотим сказать, что выполнили все эти задачи, которые были заданны в начале работы:
1. Получили представление о широте применения геометрии в различных областях человеческой деятельности, познакомились с некоторыми фактами истории геометрии.

2. Расширили систему сведений о свойствах правильных многогранников.
3. Использовали планиметрические сведения для описания и исследования пространственных фигур, то есть правильных многогранников.

Дальнейшей нашей целью жизни является поступление в высшие учебные заведения на экономический факультет. И при изучении высшей математики планируем и дальше изучать и исследовать данную тему, так как она вызвала у нас большой интерес и актуальна.
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Ipasuneuuiii mempasop

IIpasunbhblii OkMaop




[image: image83.jpg]ITpasunbibiii 000eKa30p

HeKOTOpHIe CBOKHCTBA IPABHIIBHBIX MHOTOTPAHHAKOB MPUBEACHE! B cnenyrouieii Tabmue.

Bup rpaHu TInockuit  |Bun CymmMma B [P | |Hassanue
JTONTPA  |MHOTOrPaHHOrO |IUIOCKHX MHOTOTPaHHHK
BEpIIMHE |yrJia IpH yTJI0B a
BEPIINHE pu
Ipasumbabiit | 60° 3-rpaHHbIA 180° 4 |6 |4 |lIpaBAIbHBIA
TpeyroJbHHK TETpadap
Tpasmisuei | 60° 4-rpaHHBIH 240° 6 |12 |8 |IIpaBHibHBILH
TPEYroJIbHHK OKTadp
[Ipapmmbrbit | 60° 5-rpaHHbBIH 300° 12 {30 |20 |IIpaBHIBHBIH
TPEeYrOJIbHHK HKOCAdP
Ksagnpar 90° 3-rpaHHbIH 270° 8 |12 |6 |[IpaBHIBHBIHA
rexcasp (ky0)
Ipaswisusit | 108° 3-rpaHHbIH 324°¢ 20 |30 |12 |IIpaBunbHBIA
IATAYTOJBHKK JOoAeKadap
V Ka>KA0T0 K3 [IPAaBWIHHBIX MHOTOTPAHHAKOB, ITOMMMO YXKE YKA3aHHBIX, HaC yanie BCero
OynyT HHTEPECOBAT!

1. BeyuuuHa ero ABYTPaHHOTO yriia OpH peGpe (MpH IHHE pebpa a).

2 Tliomamp ero MONHOM TOBEPXHOCTH (IIPH JTHHE pebpa a).

3. Ero o6seM (Tipu miude pebpa a).

4. Paguyc ONMHACaHHOM OKOJIO HETO cdepsl (npu sutuHE peGpa a).

5. Pajuyc BIECAHHOM B HETO ChephI (npu mure pebpa a).

6. Paguyc cepbl, KacaroluXxcs BCeX €ro pebep (mpu JumaHE pedpa a.

HauboJiee IPOCTO PENIAETCS BOMPOC O BEIMHCIICHHH ILIOMIa ! TIOJIHOM MTOBEPXHOCTH
IIPaBAJISHOrO MHOTOTPaHHHKA; OHA paBHA T » Sr, rae I - konudecTBo rpaHeil IPaBrIIbHOIO

MHOTOrPaHHHKa, aS - IUIOMajb OXHON IPaHH.




[image: image84.jpg][punoxenne Ne 1

mw—mn-mp:mw—mmmm

19




[image: image85.jpg]Hpunoxenne Ne 2

20




[image: image86.jpg]23

lpunoxenne

21




[image: image87.jpg]Ipuiioxkenne Ne 4

22




