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Необходимость решать уравнения не только первой, но и второй степени еще в древности была вызвана потребностью решать задачи, связанные с нахождением площадей земельных участков и с земляными работами военного характера, а также с развитием астрономии и самой математики. Квадратные уравнения умели решать около 2000 лет до н. э. вавилоняне. Применяя современную алгебраическую запись, можно сказать, что в их клинописных текстах встречаются, кроме неполных, и полные квадратные уравнения.Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает по существу с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводят только задачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены.Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилоне, в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений.
В “Арифметике” Диофанта нет систематического изложения алгебры, однако в ней содержится систематизированный ряд задач, сопровождаемых объяснениями и решаемых при помощи составления уравнений разных степеней. При составлении уравнений Диофант для упрощения решения умело выбирает неизвестные. Вот, к примеру, одна из его задач:
“Найти два числа, зная, что их сумма равна 20, а произведение — 96”.

Диофант рассуждает следующим образом: из условия задачи вытекает, что искомые числа не равны, так как если бы они были равны, то их произведение равнялось бы не 96, а 100. Таким образом, одно из них будет больше половины их суммы, т. е. 10+х, другое же меньше, т. е. 10-х. Разность между ними 2х. Отсюда уравнение (10+х)(10-х)=96.

                                                                    х=2. 
Одно из искомых чисел равно 12, другое 8. Решение х=-2 для Диофанта не существует, так как греческая математика знала только положительные числа.

Ясно, что, выбирая в качестве неизвестного полуразность искомых чисел, Диофант упрощает решение; ему удается свести задачу к решению неполного квадратного уравнения.

Задачи на уравнения встречаются уже в астрономическом трактате “Ариабхаттаим”, составленном в 449 г. индийским математиком и астрономом Арибхаттой. Но это уже раннее средневековье.

В Алгебраическом трактате аль-Хорезми даётся классификация линейных и квадратных уравнений.

Греческий математик Герон (I или II век нашего летоисчисления) вывел формулу для решения квадратного равнения aх2+bx=c. В Индии пришли к более простому способу вывода, который встречается в современных школьных учебниках.
Индийские математики часто давали задачи в стихах.

Задача о лотосе:
Над озером тихим, с полмеры над водой,

Был виден лотоса цвет.

Он рос одиноко, и ветер волной

Нагнул его в сторону – и уж нет

Цветка над водой.

Нашёл его глаз рыбака 

В двух мерах от места, где рос.

Сколько озера здесь вода глубока?

Тебе предложу я вопрос.

В современной математике уравнение вида ax2+bx+c=0, где a
[image: image1.wmf]¹

0, а коэффициенты a, b, c – это любые числа, называется квадратным. 

Виды квадратных уравнений можно представить в виде схемы:

Квадратные уравнения


                          полные                                                               неполные

                      (a, b, c
[image: image2.wmf]¹

0)                                                       (b=0 или b=0 и c=0)
приведённые                   не приведённые          с параметрами
     (a=1)                                             (a
[image: image3.wmf]¹

1)
Способов решения квадратных уравнений много. Рассмотрим лишь некоторые из них. Начнём с решения неполных квадратных уравнений:
х2+5х=0

х(х+5)=0

х=0 или х+5=0

                   х=-5

Ответ: х1=0, х2=-5.

-2х2+50=0

2(х2-25)=0

     х2-25=0

           х2=25

         х=5 или х=-5

Ответ: х1=5, х2=-5.

х2+7=0
    х2=-
[image: image4.wmf]3

7


      х= решений          

                     нет 

Ответ: решений  

            нет

Чтобы выполнить решение полных (приведённых и не приведённых) квадратных уравнений, необходимо ввести понятие корня квадратного уравнения.
Корнем квадратного уравнения называется такое значение переменной х, при котором квадратное уравнение обращается в верное равенство. Для нахождения корней квадратного уравнения очень часто используют дискриминант, который обозначается буквой D. D= b2-4 ac. Тогда корни легко вычислить по формулам:
х1=
[image: image5.wmf]a

D

b

2

+

-

;     х2=
[image: image6.wmf]a

D

b

2

-

-

.

Количество корней квадратного уравнения напрямую зависит от знака дискриминанта. Если D
[image: image7.wmf]p

0, то квадратное уравнение не имеет решений;

Если D
[image: image8.wmf]f

0, то квадратное уравнение имеет два корня; Если D=0, то квадратное уравнение имеет один корень, который находится по формуле х=
[image: image9.wmf]a
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Рассмотрим конкретные примеры, где применяются вышеизложенные теоретические знания.

х2-4х+35=0

D=42-4*1*35=16-120= -104
[image: image10.wmf]p

0

Ответ: корней нет.

х2+6х+9=0

D=62-9*4=36-36=0

х=
[image: image11.wmf]2
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=-3

Ответ: х=-3.

4х2+10х-6=0

D=102-4*4*(-6)=100+96=196=142
х1=
[image: image12.wmf]2
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Ответ: х1=
[image: image14.wmf]2

1

; х2=-3.

Часто при решении квадратных уравнений бывает удобно пользоваться теоремой Виета:

Пусть х1 и х2 – корни квадратного уравнения ax2+bx+c=0. 
Тогда х1+ х2=-
[image: image15.wmf]a

b

, х1*х2=
[image: image16.wmf]a

c

.
Соотношения между корнями квадратного уравнения и его коэффициентами впервые обнаружил французский математик Франсуа Виет (1540 – 1603).Решим несколько квадратных уравнений с помощью теоремы Виета:

х2+3х+2=0

D=32-2*4=1

х1+ х2=-
[image: image17.wmf]1

3

=-3     
[image: image18.wmf]Þ

 х1=-1; х2=-2.  Ответ: х1=-1, х2=-2.

х1*х2=
[image: image19.wmf]1

2

=2        
х2-19х+18=0
D=192-4*18=361-72=289

х1+ х2=19  

х1*х2=18    
[image: image20.wmf]Þ

х1=18; х2=1.     Ответ: х1=18; х2=1.

х2-88х+780=0

D=882-4*780=4624
[image: image21.wmf]f

0
х1+ х2=88

х1*х2=780     
[image: image22.wmf]Þ

   х1=78; х2=10. 

                                                       Ответ: х1=78; х2=10.
Существует ещё один любопытный способ решения квадратных уравнений, основанный на геометрическом методе нахождения квадратных корней. Решим уравнение х2+10х+9=0. Выполним следующее построение. Сначала по катету ВС=
[image: image23.wmf]с

=
[image: image24.wmf]9

=3 и гипотенузе АВ=
[image: image25.wmf]5
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 построим прямоугольный треугольник. Заметим сразу, что АС=
[image: image26.wmf].
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А теперь радиусом, равным 
[image: image27.wmf]5
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, проведем окружность с центром в точке А. Она пересечет продолжение катета АС в двух точках, которые обозначим  D и E. Заметим, что отрезок  DC составлен из АС=
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 и  AD=
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 т.е. DC=9=x
[image: image30.wmf]1

. Отрезок  же СЕ есть разность отрезков АЕ=
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[image: image32.wmf]и  АС=
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, т.е. отрезок СЕ=1=х
[image: image34.wmf]2

. Почему так хорошо получилось? Да потому, что отрезок  ВС есть корень квадратный из произведения отрезков х
[image: image35.wmf]1

 и  х
[image: image36.wmf]2

.
Итак, получился такой порядок. Сначала, имея уравнение х
[image: image37.wmf]2

+bx+c= 0, построим отрезки  
[image: image38.wmf]2

b

 и 
[image: image39.wmf].
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 Это всегда можно сделать. Начнем строить прямоугольный треугольник по двум отрезкам - гипотенузе и катету. Сначала отложим катет, равный 
[image: image40.wmf]с

. Это тоже всегда получится. Возьмем теперь раствор циркуля, равный 
[image: image41.wmf]2

b

, ножку циркуля поместим в точку  В и проведем дугу окружности, чтобы получить точку А. А вот это получится далеко не всегда! Если катет 
[image: image42.wmf]с

 больше гипотенузы 
[image: image43.wmf]2

b

,то треугольника  не построить. Иначе можно сказать, что если 
[image: image44.wmf]c

>
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]2
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, то 
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 - дискриминант квадратного уравнения, отрицателен, такое уравнение решений  не имеет.
                                                                                                             В


                                              D                                        А                 С             Е                 
Отдельную группу составляют квадратные уравнения с параметрами. Уравнения с параметрами – это, по сути дела, краткая запись бесконечного семейства уравнений. Каждое из уравнений семейства получается из данного уравнения с параметром при конкретном значении параметра. Решение многих задач с параметрами требует умения правильно формулировать необходимые и достаточные условия, соответствующие различным случаям расположения корней квадратного трехчлена на числовой оси.  При решении квадратного уравнения с параметрами контрольными будут те значения параметра, при которых коэффициент при х2   обращается в 0. Дело в том, что если этот коэффициент равен нулю, то уравнение превращается в линейное и решается по соответствующему алгоритму; если же этот коэффициент  отличен от нуля, то имеем квадратное уравнение, которое решается по иному алгоритму (меняется процедура решения, в этом и состоит качественное изменение уравнения). Дальнейшее решение зависит от D.
Пусть необходимо решить уравнение х2+(3b-2)х-6b=0

Коэффициент при х2 отличен от 0, значит, данное уравнение при любых значениях  параметра является квадратным.

 
D=(3b-2)2-4*(-6b)=9b2-12b+4+24b=96b+12b=4=(3b+2)2 >0 всегда =>уравнение имеет 2 корня

х1=
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Ответ: х1=2; х2= -3b 


Решим уравнение, в котором параметр содержится в старшем коэффициенте.
(a+1)x2-2x+1=0
Старший коэффициент равен (a+1); второй коэффициент равен -2; свободный член равен (1-a).
Если a=-1: (-1+1)x2+1+1=0- уравнение превращается в линейное.
                                -2x+2=0

                                    -2x= -2

                                       x=1

Если a
[image: image50.wmf]¹

-1: D=4-4*(a+1)*(1-a)=4-4*(1-a2)=4-4+4a2=4a2- всегда>0 => уравнение имеет 2 корня

x1=
[image: image51.wmf]1
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x2=
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Ответ: Если a=-1, то x=1; 

            Если a
[image: image53.wmf],
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; x2=1.
Решим уравнение, в котором параметр есть в старшем коэффициенте, втором коэффициенте и в свободном члене.
(2m-1)x2+8mx+2m+1=0

Старший коэффициент равен (2m-1); второй коэффициент равен 8m; свободный член равен (2m-1).
2m-1=0

2m=1

m=
[image: image55.wmf]2
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 => уравнение будет линейным.
0-8*
[image: image56.wmf]2
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*x+2*
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+1=0

4x+2=0, x= -
[image: image58.wmf]2
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2m-1
[image: image59.wmf]¹

0 т.е. m
[image: image60.wmf]¹



 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]2
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D=(8m)2-4*(2m-1)(2m+1)=64m2-4*(4m2-1)=64m2-8m+4=56m2+4=4*(14m2+1)-всегда>0 => уравнение имеет 2 корня.

x1=
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x2=
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Ответ: Если m=
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1

, то x=-
[image: image65.wmf]2

1

;
            Если m
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    Рассмотрим ещё одно уравнение с параметром.

При каких значениях m ровно один из корней уравнения 
2х2-mx+2mx2 -3m =0 равен нулю?
 Если 0 является корнем данного квадратного уравнения, то он обращает равенство в верное.

2*02-m*0+2m2-3m=0

                            2m2-3m=0

                           m(2m-3)=0

                      m=0 или 2m-3=0

                                           m=1,5


Найдем корни данного уравнения при вычисленных значениях m.

2х2-mx+2m2-3m=0

при m=0:

2x2=0 

   x2=0

    x=0 – уравнение имеет 1 корень

при m=1,5:

2х2-1,5х+2*1,52-3*1,5=0

         2х2-1,5х+4,5-4,5=0
                       2х2-1,5х=0  

                      х(2х-1,5)=0

                  х=0 или 2х-1,5=0

                                         х=0,75 
[image: image69.wmf]
Ответ: при m=1,5 уравнение имеет 2 корня, один из которых равен нулю.
Таким образом, квадратные уравнения – это огромный и удивительный мир, процесс познания которого бесконечен и очень интересен. Рассмотренные способы решения различных квадратных уравнений не исчерпывают все существующие способы решения. А это значит, что впереди увлекательный процесс новых открытий.
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