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Введение

Математика – один из видов искусства.

Н. Виннер


В современном мире всё стремительно меняется. Это касается и самой «старой» науки – математики. Нас заинтересовало одно из открытий тридцатилетней давности – открытие фракталов – удивительно красивых и таинственных геометрических объектов.


На уроках геометрии мы изучаем окружности, параллелограммы, треугольники, квадраты и т.д. Однако в природе большей частью объекты «неправильные» - шероховатые, зазубренные, изъеденные ходами и отверстиями. По этому поводу родоначальник фракталов Б. Мандельброт в своей книге «Фрактальная геометрия природы» замечает следующее:


«Почему геометрию часто называют «холодной» и «сухой»? Одна из причин заключается в её неприспособленности описать форму облака, горы, береговой линии или дерева. Облака – не сферы, горы – не конусы, береговые линии – не окружности, древесная кора не гладкая, а молния распространяется не по прямой. В более общем плане я утверждаю, что многие объекты в Природе настолько иррегулярны (от латинского неправильный, не подчинённый определённому положению, порядку) и фрагментированы, что по сравнению с Евклидом – термин, который в этой работе означает всю стандартную геометрию, - Природа обладает не просто большей сложностью, а сложностью совершенно иного уровня. Число различных масштабов длины природных объектов для всех практических целей бесконечно».

Разноцветные изображения фракталов поражают своей совершенной гармонией. Поэтому можно смело повесить картину фрактала дома на стену и разыграть своих домочадцев, сказав, что это работа известного художника, и она куплена за бешеные деньги на супермодной выставке современного авангардизма.

Фракталы - это геометрические объекты с удивительными свойствами: любая часть фрактала содержит его уменьшенное изображение. То есть, сколько фрактал не увеличивай, из любой его части на вас будет смотреть его маленькая копия.
В данной работе мы уделили основное внимание различным определениям фрактала, классификации фракталов, связи фракталов с природой и искусством, а также построению геометрических фракталов.
Однако, несмотря на достаточную привлекательность работы, необходимое распространение на школьном уровне фракталы не получат в силу отсутствия литературы по рассматриваемому предмету. Кроме небольшого круга участников математических собраний и педагогов математики данная работа недоступна широкому кругу читателей. 
Объект исследования: фрактальная геометрия.

Предмет исследования: фракталы.
Цель данной работы: обобщение и систематизация данных о фракталах, посредством использования различных способов представления информации.
 Для достижения поставленной цели предполагается решение следующих задач: 
1. сбор и дополнение сведений о фракталах; 
2. разработка и усовершенствование способов представления полученной информации в форме, доступной большей части школьного сообщества;
 3. сохранение  данных о фракталах в печатном и электронном вариантах; 
4. популяризация фрактальной геометрии среди членов школьного коллектива.
 Поставленные задачи решаются посредством использования следующих методов исследования: частично-поисковый, анализ и обобщение научной литературы по теме, моделирование.
 Таким образом, гипотеза нашего исследования заключается в следующем: если материал о фракталах обобщить, систематизировать и  представить в доступных формах членам школьного коллектива, то основы фрактальной геометрии будут доступны каждому читателю, пользователю, что необходимо для всестороннего развития современного человека.
Теоретическая часть

1. Определение фрактала


Формально определения фрактала не существует. Сам термин фрактал принадлежит Мандельброту. Мы нашли несколько определений фрактала, данных Мандельбротом. Приведём их в порядке появления.


Первое определение Мандельброта: «Термин фрактал образован от латинского причастия fractus. Соответствующий глагол frangere переводится, как ломать, разламывать, т. е. создавать фрагменты неправильной формы. Таким образом, разумно – и как кстати! – будет предположить, что помимо значения «фрагментированный», слово fractus должно иметь и значение «неправильный по форме»; примером сочетания обоих значений может служить слово фрагмент».

Второе определение Б. Мандельброта: «Все фигуры, которые я исследовал и назвал фракталами, в моём представлении обладали свойством быть «нерегулярными», но самоподобными».

Третье определение Б. Мандельброта: «Фракталом называется структура, состоящая из частей, которые в каком-то смысле подобны целом».

Ниже рассмотрим определения фракталов других учёных.

Дж. Глейк: «Фракталы – это геометрические фигуры, полученные в результате дробления на части, подобные целому, или при одном и том же преобразовании, повторяющемся при уменьшающихся масштабах».
Джеф Проузис: «Фрактал – это объект, обладающий бесконечной сложностью, позволяющий вблизи рассмотреть не меньше деталей, чем издалека. Классический пример – Земля.  Из космоса она выглядит как шар. Приближаясь к ней, мы обнаружим океаны, континенты, побережья и цепи гор. Позднее взору предстанут более мелкие детали: кусочек земли на поверхности гор, столь же сложный и неровный, как сама гора. Потом покажутся крошечные частички грунта, каждая из которых сама является фрактальным объектом.


В 1922 году английский математик и метеоролог Льюис Фрай Ричардсон (1881-1953) опубликовал работу, посвящённую математическим моделям предсказания погоды. В ней он в частности, пародировал стихи Джонатана Свифта:  

                  «Блох больших кусают блошки

                 Блошек тех – малютки-крошки,

                 Нет конца тем паразитам,

                 Как говорят, ad infinitum.»

(«Ad infinitum» в переводе с латыни – «до бесконечности»). Мы считаем, что это четверостишие вполне может служить описанием фрактала, т. к. оно образное и бьёт в самую точку.


Итак, фракталы – это геометрические фигуры с набором очень интересных особенностей, а именно: дробление на части, подобные целому, или одно и то же преобразование, повторяющееся при уменьшающемся масштабе.


Важнейшие признаки фрактала: самоподобие и изломанность.


В геометрии самоподобной называют ту фигуру, которую можно разрезать на конечное число одинаковых фигур, подобных ей самой. Самоподобными являются, например, правильный треугольник и квадрат.

2. Классификация фракталов


  Из схемы видно, что весь необъятный мир фракталов делится на три группы.

2.1. Геометрические фракталы

Фракталы этого класса самые наглядные. В двухмерном случае их получают с помощью некоторой ломаной (или поверхности в трехмерном случае), называемой генератором. За один шаг алгоритма каждый из отрезков, составляющих ломаную, заменяется на ломаную-генератор в соответствующем масштабе. В результате бесконечного повторения этой процедуры и получается геометрический фрактал.
История фракталов началась именно с геометрических фракталов. Этот тип фракталов получается путем простых геометрических построений. Обычно при построении поступают так: берется  некоторый набор отрезков, на основании которых будет строиться фрактал. Далее к этому набору применяют правила, которые преобразуют его в какую-либо геометрическую фигуру. Далее к каждой части этой фигуры применяют опять те же правила. С каждым шагом фигура будет становиться все сложнее и сложнее, и если мы проведем бесконечное количество преобразований - получим геометрический фрактал.
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Одними из самых известных фракталов такого типа являются кривая и снежинка Коха (рис.1,3).

Кривая Коха

Очень известным геометрическим фракталом является кривая Коха, названная так в честь шведского математика Хельге фон Кох, открывшего ее еще в 1904 году. Для того чтобы построить данный фрактал нужно последовательно выполнить бесконечное число шагов. Начальный шаг – нулевой. Возьмём отрезок произвольной длины (рис. 2, а) и поделим его на три равные части. На среднем отрезке CD построим правильный треугольник CED, чье основание CD мы потом удалим. Мы получим кривую ACEDB, у которой все звенья равны (рис. 2, б).

Второй шаг: каждое из звеньев AC, CE, ED, DB вновь поделим на три равные части и построим на средних отрезках правильные треугольники, чьи основания мы потом удалим. Мы получим новую ломаную AMKNCLPFEQRSDTUXB (рис. 2, в). Второй шаг закончен.
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Продолжая этот процесс до бесконечности, мы и получим искомый фрактал – кривую Коха. Как видно на рисунке 1, кривая Коха очень точно имитирует снежинку, поэтому замкнутую кривую Коха называют еще и снежинкой Коха (рис. 3).   В приведённом примере мы рассмотрели несколько последовательных стадий преобразования исходной фигуры. Каждая из полученных на отдельном этапе фигур называется предфракталом, и их самоподобие очевидно. Настоящий фрактал получится, если число шагов алгоритма построения будет стремиться к бесконечности.
Безусловно, приведенные нами примеры геометрических фракталов не являются единственными. Существует еще огромное количество других, еще более сложных и интересных фракталов (Канторовское множество, губка и ковёр Серпинского, треугольник и решётка Мандельброта и т.д.).

Геометрические фракталы имеют колоссальное практическое значение. Применяя их в машинной графике, ученые научились получать сложные объекты, похожие на природные: изображения снежинок, горных вершин, искусственных облаков, деревьев, кустов, веток, береговой линии и так далее.

2.2. Алгебраические фракталы

Это самая крупная группа фракталов. Получают их с помощью нелинейных процессов в n-мерных пространствах. 


Наиболее известный алгебраический фрактал – удивительная фигура, известная во всём мире под именем «множество Мандельброта», которое до Мандельброта видели (не вычислили, не построили! Так что можно утверждать: фракталы были открыты экспериментально) и другие учёные (Р. Брукс, Дж. Мателски, Дж. Хаббард). Но первооткрывателем считают Мандельброта, потому что он увидел новую область знаний и исследований – фрактальную геометрию. 
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Множество Мандельброта

                                                Рис.4
Алгоритм его построения достаточно прост и основан на простом итеративном выражении: Z[i+1] = Z[i] * Z[i] + C, где Zi и C - комплексные переменные. Итерации выполняются для каждой стартовой точки C прямоугольной или квадратной области - подмножестве комплексной плоскости. Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока Z[i] не выйдет за пределы окружности радиуса 2, центр которой лежит в точке (0,0), (это означает, что аттрактор динамической системы находится в бесконечности), или после достаточно большого числа итераций (например, 200-500) Z[i] сойдется к какой-нибудь точке окружности. В зависимости от количества итераций, в течение которых Z[i] оставалась внутри окружности, можно установить цвет точки C (если Z[i] остается внутри окружности в течение достаточно большого количества итераций, итерационный процесс прекращается и эта точка окрашивается в черный цвет). Вышеописанный алгоритм дает приближение к так называемому множеству Мандельброта. Множеству Мандельброта принадлежат точки, которые в течение бесконечного числа итераций не уходят в бесконечность (точки, имеющие черный цвет). Точки, принадлежащие границе множества (именно там возникает сложные структуры) уходят в бесконечность за конечное число итераций, а точки лежащие за пределами множества, уходят в бесконечность через несколько итераций.

Алгебраические фракталы появились гораздо позже геометрических, а их изображения ученые научились получать лишь после создания ЭВМ. Их название весьма условно, поскольку в результате построения мы получаем геометрическую фигуру. Однако построение ведется на основе алгебраических формул, и, по всей видимости, именно отсюда и берет свое название эта группа фракталов.
2.3. Стохастические фракталы

Стохастические фракталы получаются в том случае, если в итерационном процессе случайным образом менять какие-либо его параметры. При этом получаются объекты, очень похожие на несимметричные деревья, изрезанные береговые линии и т. д. Двумерные стохастические фракталы используются при моделировании рельефа местности или поверхности моря. 
Термин "стохастичность" происходит от греческого слова, обозначающего "предположение". 
     Также примером случайности в природе является броуновское движение. С помощью компьютера такие процессы строить достаточно просто, т.к. он позволяет генерировать последовательности случайных чисел. Эти фракталы используются при моделировании рельефов местности и поверхности морей, процесса электролиза. 
Одним из примеров такого вида фракталов является фрактал «Дерево».

Используя фрактал, называемый Деревом Пифагора (который, кстати, не изобретен Пифагором и никак не связан с теоремой Пифагора) и Броуновского движения (которое хаотично). Упорядочение листьев и веток на дереве довольно сложно и случайно.

Для начала нужно сгенерировать Дерево Пифагора (рис.5 а). Результат только смутно напоминает реальное дерево. Так что сделаем ствол толще (рис.5 б). На этой стадии Броуновское движение не используется. Вместо этого, каждый отрезок линии теперь стал линией симметрии прямоугольника, который становится стволом, и веток снаружи.

Но результат все еще выглядит слишком формальным и упорядоченным. Дерево не смотрится как живое. 

Теперь можно использовать Броуновское движение для создания некоторой случайной беспорядочности, которая изменяет числа, округляя их до двух разрядов. В оригинале были использованы 39 разрядные десятичные числа. Результат все еще не выглядит как дерево (рис.5 в). Вместо этого, он выглядит как хитроумный рыболовный крючок

Снова применяем Броуновское движение, округленное на этот раз до 7 разрядов. Результат по-прежнему выглядит как рыболовный крючок, но на этот раз в форме логарифмической спирали (рис.5 г).

Так как левая сторона (содержащая все нечетные числа) не производит эффект крючка, случайные беспорядочности, произведенные Броуновским движением применяются дважды ко всем числам с левой стороны и только один раз к числам справа. Может быть этого будет достаточно чтобы исключить или уменьшить эффект логарифмической спирали. Итак, числа округляются до 24 разрядов. На этот раз, результат — приятно выглядящая компьютеризированная хаотическая эмуляция реального дерева (рис.5 д).
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                      Рис.5.
д

Существует еще одна интересная классификация. Фракталы в этом случае классифицируются на два класса: рукотворные и природные. К рукотворным относятся те фракталы, которые были придуманы учеными, и он при любом масштабе обладают фрактальными свойствами. В действительности это не так, т.к. у дерева не бесконечное число ветвей, и берег имеет не бесконечную длину. Поэтому на природные фракталы накладывается ограничение на область существования. Вводится максимальный и минимальный размер, при котором у объекта наблюдаются фрактальные свойства. 
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Существуют и другие классификации фракталов.

Выводы по теоретической части:


Итак, фракталы – это геометрические фигуры с набором очень интересных особенностей, а именно: дробление на части, подобные целому, или одно и то же преобразование, повторяющееся при уменьшающемся масштабе. Фракталы делятся на геометрические, алгебраические и стохастические.
Практическая часть

1.  Фракталы и природа
Человек – нелинейный фрактал 

                                                Вселенной.

Ю. Тихоплав.


Удивительная простота фрактальных алгоритмов и потрясающее великолепие их форм сделали их фрактальную геометрию необычайно эффективным орудием для описания морфологических (морфология – комплекс наук, изучающих форму и строение животных и растительных организмов) свойств природы. Не случайно говорится: «Мудрость в простоте». Принцип единого простого, задающего разнообразное сложное, можно проследить в устройстве всего мироздания. Этот принцип заложен в геноме человека и животных, когда одна клетка живого организма содержит всю информацию обо всём организме в целом.


Форму фрактала имеют легкие человека, мозг, кровеносная система и др. На сегодняшний день исследования в области фракталов получили широкое применение в таком важном разделе медицины как кардиология.


Итак, конец XX века ознаменовался не только открытием поразительно красивых и бесконечно разнообразных фракталов, но и осознанием фрактального характера геометрии природы.


Если на заре естествознания Галилей (1564 - 1642) утверждал, что «книга природы раскрыта перед нами, но она написана не теми буквами, из которых состоит наш алфавит; её буквы – это треугольники, четырёхугольники, круги, шары», то к концу XX века стало ясно, что книга природы написана на языке фракталов. Причудливые очертания береговых линий и замысловатые извилины рек, изломанные поверхности горных хребтов и причудливые очертания облаков, раскидистые ветви деревьев и разветвлённые сети кровяных сосудов и нейронов, робкое мерцание свечи и вспенённые турбулентные (беспорядочные) потоки горных рек – всё это фракталы. Одни фракталы, типа облаков или бурных потоков, постоянно меняют свои очертания, другие, подобно деревьям или нейронным сетям, сохраняют свою структуру неизменной. 
Общим для обоих типов фрактальных структур является их самоподобие – основное свойство, обеспечивающее выполнение во фракталах основного закона – закона единства в многообразии мироздания. Что касается соответствия реальному миру, то фрактальная геометрия описывает весьма широкий класс природных процессов и явлений, и поэтому мы можем вслед за Б. Мандельбротом с полным правом говорить о фрактальной геометрии природы.
2. Фракталы и искусство

Глубочайшее эмоциональное воздействие на людей оказывают фракталы, возникшие на самом гребне научно-технического прогресса XX в. Человеку, впервые созерцающему фантастические узоры фракталов трудно поверить, что выполнила их не обладающая воображением «бесчувственная» вычислительная машина, следуя несложному математическому замыслу.


Многообразие фракталов превосходит фантазию любого художника. Чего здесь только нет: листья «папоротника», расходящиеся причудливые узоры, невероятные изгибы и закрутки. Многоцветье, динамика и разрастание множеств поражает и завораживает. В этих современных математических картинах безраздельно властвует цвет, форма, богатейшая фантазия и тонкий композиционный расчёт. Все слито воедино. Компьютер, как мастистый и самобытный художник, создаёт прекрасные, радующее глаз, полотна.  


Существует множество программ для построения фракталов. Принцип работы многих из них одинаков. В соответствующую рамочку на главной панели вводится формула, а потом появляется фрактал. Или просто выбирается уже заложенная в программу формула, которая отвечает той или иной фигуре. Такие программы легко обнаружить в сети Интернет.

Кроме плоских фракталов, с помощью компьютера можно строить и пространственные. Пространственные фрактальные рисунки ещё более красивы. Здесь и причудливые облака, и остроконечные горы, и замысловатые глубоководные впадины.


Фракталам подвластны самые невероятные формы, ведь компьютерное искусство фрактальной геометрии не знает границ. 


Главное применение фракталов – современная компьютерная графика. С их помощью можно создавать плоские множества и поверхности очень сложной формы. Фрактальная геометрия незаменима при создании искусственных облаков, морей, горных ландшафтов.


 Именно алгоритмом Мандельброта пользуется природа, создавая свои шедевры – фракталы золотого сечения – от листа травы до биологической популяции. Поэтому не удивительно, что фракталы поразительно красивы. Своей красотой и разнообразием форм они поразили не только математиков. Устроенная в 1984 году Институтом Гёте выставка «Границы хаоса», представлявшая собой «портреты» фракталов, имела сенсационный успех и обошла весь мир.


Впервые в истории науки результат математических расчетов демонстрировались широкой публике как произведения искусства.


Ещё через два года представленные на выставке материалы были собраны в книге Петера Рихтера и Ханса-Отто Пайтгена «Красота фракталов», которая в 1993 году вышла в России.


Рихтер и Пайтген были буквально потрясены красотой и разнообразием нелинейных фракталов. Они писали: «Мы обнаружили там фантастический мир, богатство форм которого контрастирует почти на грани абсурда с простой формулы Z → Z
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+C». Фрактальный бум охватил всю планету и стал одной из примет науки конца второго тысячелетия.


При ближайшем рассмотрении оказывается, что вся символика различных религий и эзотерических школ также содержит элементы фрактальных конструкций, базирующихся на некоторой фундаментальной геометрической первооснове – изображении креста. 


Внешняя архитектурная сферо– кубо- пирамидальная форма евроазиатских христианских монастырей, буддийских храмов, исламских мечетей, египетских пирамид, пирамидальных конструкций цивилизации майя и т.д., содержит в себе тот же фрактальный базис – трехмерный крест.
3. Фракталы «собственного производства»

Ниже мы приводим примеры некоторых геометрических фракталов, которые были созданы обучающимися нашей школы в 2005/06 учебном году.

Сначала остановимся на фракталах «Ожерелье», «Победа» и «Квадрат».
    Первое – «Ожерелье» (рис. 7). Инициатором данного фрактала является окружность. Эта окружность состоит из определенного числа таких же окружностей, но меньших размеров, а сама же она является одной из нескольких окружностей, представляющих собой такую же, но больших размеров. Так процесс образования бесконечен и его можно вести как в ту, так и в обратную сторону. Т.е. фигуру можно увеличивать, взяв всего одну маленькую дугу, а можно уменьшать, рассматривая построение ее из  более мелких. 
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рис. 7.
Фрактал «Ожерелье»
    Второй фрактал – это «Победа» (рис.8). Такое название он получил потому, что внешне напоминает латинскую букву “V”, то есть “victory”-победа. Этот фрактал состоит из определенного числа маленьких “v”, составляющих одну большую “V”, причем в левой половине, которой маленькие ставятся так, чтобы их левые половины составляли одну прямую, правая часть строится так же. Каждая из этих “v” строится таким же образом и продолжается это до бесконечности.

[image: image23.emf]


Рис.8. Фрактал «Победа»

   Третий фрактал – это «Квадрат» (рис. 9). Каждая из его сторон состоит из одного ряда ячеек, по форме представляющих квадраты, стороны которых также представляют ряды ячеек и т.д. 


 Рис.9.
Фрактал «Квадрат»
Теперь рассмотрим фракталы «собственного производства» 2006-2007 учебного года.

Первый фрактал был назван «Роза» (рис. 10), в силу внешнего сходства с данным цветком. Построение фрактала связано с построением ряда концентрических окружностей, радиус которых изменяется пропорционально заданному отношению (в данном случае Rм / Rб = ¾ = 0,75.). После чего в каждую окружность вписываются правильные шестиугольник, сторона которого равна радиусу описанной около него окружности.

Рис. 10. Фрактал «Роза».

Данный фрактал можно изменить, задав поочерёдно угол поворота вписанным шестиугольникам вокруг центра концентрических окружностей (рис. 11). 

Рис. 11. Фрактал «Роза*»

Далее обратимся к правильному пятиугольнику, в котором проведём его диагонали. Затем в получившемся в при пересечении соответствующих отрезков пятиугольнике снова проведём диагонали. Продолжим данный процесс до бесконечности и получим фрактал «Пентаграмма» (рис. 12).
Введём элемент творчества и наш фрактал примет вид более наглядного объекта (рис. 13).


Рис. 12. Фрактал «Пентаграмма».

Рис. 13. Фрактал «Пентаграмма*»
Теперь рассмотрим геометрический фрактал «собственного производства», названный «Черная дыра» (рис. 14)

Построение данного фрактала связано с построением ряда концентрических окружностей, радиус которых изменяется пропорционально заданному отношению. После чего в каждую окружность вписывается правильный четырехугольник, квадрат. Зависимость между стороной квадрата и радиусом описанной около него окружности задается последовательностью шагов: 
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Рис. 14 фрактал «Черная дыра»

Выводы по практической части:
Доступные для построения фракталы – геометрические фракталы. Нам удалось разработать методики для построения и создать некоторые из них. В настоящий момент мы продолжаем разрабатывать технологии построения геометрических фракталов, данная деятельность увлекательна и затягивает. В ближайшее время планируем опубликовать результаты наших исследований в сети Интернет на специализированных сайтах. А пока мы представляем вашему вниманию книгу о фракталах. Здесь мы обобщили и систематизировали те данные о фракталах, которые были накоплены нами в ходе работы. В книге доступным образом приводятся основы фрактальной геометрии, а также рассматриваются некоторые фракталы «собственного производства». В перспективе - создание специальных программ для построения фракталов.

Заключение.

Фрактальная наука ещё очень молода, и ей предстоит большое будущее. 


Задачи, которые открываются перед новой областью математики – фрактальной геометрией, - сложны и многообразны.
Если раньше ученым приходилось иметь дело, в основном, с числами и формулами, то теперь их работа стала гораздо интереснее. С помощью компьютеров они могут рисовать большие красивые картинки изучаемых явлений. Некоторые из ученых так увлеклись этим, что стали художниками, и сегодня простая любопытность математиков, коей являлись фракталы еще в начале 80-х, превратилась в уважаемый вид искусства. Выставки фрактальных изображений проходят в музеях всего мира, большое количество конкурсов проводится в компьютерной сети Интернет.
Фракталы стали незаменимыми помощниками астрофизиков, медиков, геологов. Фрактальное моделирование как инструмент для изучения неупорядоченных систем, каковыми являются нефтегазовые месторождения, стало технологической потребностью. Фрактальные модели упрощают анализ движения жидкости или газа, что важно для индустриальных технологий разработки месторождений нефти и газа. Модели, построенные на основе фрактальных изображений, позволяют с большой точностью моделировать космическое пространство и ткани внутренних органов живых организмов.

Фракталам посвящены тысячи публикаций и огромные ресурсы в международной компьютерной сети Интернет, однако для многих специалистов далеких от информатики данный термин представляется абсолютно новым. Поэтому, по нашему мнению, фракталы, как объекты, представляющие интерес для специалистов различных отраслей знания, должны получить надлежащее место в курсах математики и информатики.
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Рисунок 3. Снежинка Коха








Рисунок 2. Построение кривой Коха














Рисунок 1. Кривая Коха


























PAGE  
20

_1331544837.unknown

_1331544923.unknown

_1331545027.unknown

_1331545061.unknown

_1331544885.unknown

_1331544702.unknown

