Введение
Правильных многогранников вызывающе    мало,  но этот весьма скромный по численности отряд сумел пробраться в самые глубины различных наук".
                                                                                                       Л. Кэролл
 Любой исследовательский проект начинается с постановки проблемного вопроса. Такой вопрос встал перед нами  в начале учебного года на уроке химии, когда мы узнали, что молекула углеводорода метана имеет тетраэдрическое строение. Что же такое тетраэдр? Из справочной литературы мы выяснили, что тетраэдр – это многогранник. Но если метан имеет форму многогранника-тетраэдра, возможно ли, что в окружающем нас мире  существуют другие многогранники. 
Так была выбрана тема проекта: «Цветы из сада геометрии или многогранники вокруг нас». 

Гипотезой проекта стало предположение, что в мире существуют различные виды многогранников.  

Цель проекта: выявление основных видов многогранников в окружающем мире.

 Были поставлены следующие задачи:

1. ознакомиться с  видами многогранников в научной литературе;
2. обосновать существование основных видов многогранников;     
3. познакомиться с принципами получения  многогранников; 
4. рассмотреть вопрос о существовании многогранников в окружающем мире; 
5. показать связь геометрии с другими науками 

Глава Ι. Многогранники
1.1 Определение многогранника
Математика владеет не только истинной, но и высшей красотой – красотой отточенной и строгой, возвышенно чистой и стремящейся к подлинному совершенству, которое свойственно лишь величайшим образцам искусства.

                                     Бертран Рассел
Поверхность, составленную из многоуголь​ников и ограничивающую некоторое геометрическое тело, будем называть многогранной поверхностью или многогранником. Тело, ограниченное многогранником, часто также называют многогранником. Примером многогранника является призма, пирамида.
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       Призма                       Усечённая пирамида             Наклонный
                                              Рис 1.                                       параллелепипед
1.2 Виды многогранников

Многогранники бывают выпуклые и невы​пуклые. Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону от плоскости каждой его грани. 
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Рис 2.
     Многогранники бывают правильными и неправильными. 
Глава II.  Правильные многогранники
2.1 Виды правильных многогранников

Правильные многогранники с древних времен привлекали к себе внимание ученых, строителей, архитекторов и многих других. Их поражала красота, совершенство, гармония этих многогранников. Пифагорейцы считали эти многогранники божественными и использовали их в своих философских сочинениях о существе мира. Подробно описал свойства правильных многогранников древнегреческий ученый Платон. Именно поэтому правильные многогранники называются также  телами Платона. Правильным многогранникам посвящена последняя, 13 книга знаменитых «Начал» Евклида.
Выпуклый многогранник называется правильным, если его гранями являются равные правильные многоугольники и в каждой вершине сходится одинаковое число граней.
Наиболее простым таким правильным многогранником  является треугольная пирамида, грани которой правильные треугольники. В каждой ее вершине сходится по три грани. Имея все четыре грани, этот многогранник называется также тетраэдром, что в переводе с греческого языка означает «четырехгранник».
Иногда тетраэдром называют также произвольную пирамиду. Поэтому в случае, когда речь идёт о правильном многограннике, будем говорить - правильный тетраэдр.
Многогранник, гранями которого являются правильные треугольники, и в каждой вершине сходятся четыре грани, поверхность которого состоит из восьми правильных треугольников, называется октаэдром.
Многогранник, в каждой вершине которого сходятся пять правильных треугольников, поверхность которого состоит из двадцати правильных треугольников, называется икосаэдром.

Заметим, что поскольку в вершинах выпуклого многогранника не могут сходиться более пяти правильных треугольников, то других правильных многогранников, гранями которых являются правильные треугольники, не существует.
Аналогично, поскольку в вершинах выпуклого многогранника может сходиться только три квадрата, то кроме куба других правильных многогранников, у которых гранями являются квадраты, не существует. Куб имеет шесть граней и поэтому называется гексаэдром.
Многогранник, гранями которого являются правильные пятиугольники и в каждой вершине сходится три грани. Его поверхность состоит из двенадцати правильных пятиугольников, он называется додекаэдром.
Поскольку в вершинах выпуклого Многогранника не могут сходиться правильные многоугольники с числом сторон больше пяти, то других правильных многогранников не существует, и, таким образом, имеется только пять правильных многогранников: тетраэдр>, гексаэдр (куб), октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. 
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 Рис 3.
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Рис 4.
Названия правильных многогранников пришли из Греции. В дословном переводе с греческого "тетраэдр", "октаэдр", "гексаэдр", "додекаэдр", "икосаэдр" означают: "четырехгранник", "восьмигранник", "шестигранник". "двенадцатигранник", "двадцатигранник". Этим красивым телам посвящена 13-я книга "Начал" Евклида. Их еще называют телами Платона, т.к. они занимали важное место в философской концепции Платона об устройстве мироздания.

Четыре многогранника олицетворяли в ней четыре сущности или "стихии". Тетраэдр символизировал огонь, т.к. его вершина устремлена вверх; икосаэдр - воду, т.к. он самый "обтекаемый"; куб - землю, как самый "устойчивый"; октаэдр - воздух, как самый "воздушный". Пятый многогранник, додекаэдр, воплощал в себе "все сущее", символизировал все мироздание, считался главным. 

Гармоничные отношения древние греки считали основой мироздания, поэтому четыре стихии у них были связаны такой пропорцией: земля / вода=воздух/огонь. Атомы "стихий" настраивались Платоном в совершенных консонансах, как четыре струны лиры. Напомню, что консонансом называется приятное созвучие. Надо сказать, что своеобразные музыкальные отношения в Платоновых телах являются чисто умозрительными и не имеют под собой никакой геометрической основы. Этими отношениями не связаны ни число вершин Платоновых тел, ни объемы правильных многогранников, ни число ребер или граней. 

В связи с этими телами уместно будет сказать, что первая система элементов, включавшая четыре элемента - землю, воду, воздух и огонь, - была канонизирована Аристотелем. Эти элементы оставались четырьмя краеугольными камнями мироздания в течение многих веков. Вполне возможно отождествить их с известными нам четырьмя состояниями вещества - твердым, жидким, газообразным и плазменным. 

Важное место занимали правильные многогранники в системе гармоничного устройства мира И. Кеплера. Все та же вера в гармонию, красоту и математически закономерное устройство мироздания привела И. Кеплера к мысли о том, что поскольку существует пять правильных многогранников, то им соответствуют только шесть планет. По его мнению, сферы планет связаны между собой вписанными в них Платоновыми телами. Поскольку для каждого правильного многогранника центры вписанной и описанной сфер совпадают, то вся модель будет иметь единый центр, в котором будет находиться Солнце. 

Проделав огромную вычислительную работу, в 1596 г. И. Кеплер в книге "Тайна мироздания" опубликовал результаты своего открытия. В сферу орбиты Сатурна он вписывает куб, в куб - сферу Юпитера, в сферу Юпитера - тетраэдр, и так далее последовательно вписываются друг в друга сфера Марса - додекаэдр, сфера Земли - икосаэдр, сфера Венеры - октаэдр, сфера Меркурия. Тайна мироздания кажется открытой. 

Сегодня можно с уверенностью сказать, что расстояния между планетами не связаны ни с какими многогранниками. Впрочем, возможно, что без "Тайны мироздания", "Гармонии мира" И. Кеплера, правильных многогранников не было бы трех знаменитых законов И. Кеплера, которые играют важную роль в описании движения планет. 

Итак, было выяснено, что правильных многогранников ровно пять. А как определить в них количество ребер, граней, вершин? Это нетрудно сделать для многогранников с небольшим числом ребер, а как, например, получить такие сведения для икосаэдра? Знаменитый математик Л. Эйлер получил формулу В+Г-Р=2, которая связывает число вершин /В/, граней /Г/ и ребер /Р/ любого многогранника. Простота этой формулы заключается в том, что она не связана ни с расстоянием, ни с углами. Для того чтобы определить число ребер, вершин и граней правильного многогранника, найдем сначала число к=2у - ху+2х, где х - число ребер, принадлежащих одной грани, у - число граней, сходящихся в одной вершине. Для нахождения количества граней, вершин и ребер правильного многогранника используем формулы. После этого нетрудно заполнить таблицу, в которой приведены сведения об элементах правильных многогранников: 

	Многогранник
	Граней
	Вершин
	Ребер

	тетраэдр
	4
	4
	6

	гексаэдр
	6
	8
	12

	октаэдр
	8
	6
	12

	додекаэдр
	12
	20
	30

	икосаэдр
	20
	12
	30


И еще один вопрос возникает в связи с правильными многогранниками: можно ли ими заполнить пространство так, чтобы между ними не было просветов? Он возникает по аналогии с правильными многоугольниками, некоторыми из которых можно заполнить плоскость. Оказывается, заполнить пространство можно только с помощью одного правильного многогранника-куба. Пространство можно заполнить и ромбическими додекаэдрами. Чтобы это понять, надо решить задачу. 

Задача. С помощью семи кубов, образующих пространственный "крест", постройте ромбододекаэдр и покажите, что ими можно заполнить пространство.
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Рис 5.

Решение. Кубами можно заполнить пространство. Рассмотрим часть кубической решетки, изображенной на рис.4. Средний куб оставим нетронутым, а в каждом из "окаймляющих" кубов проведем плоскости через все шесть пар противолежащих ребер. При этом "окаймляющие" кубы разобьются на шесть равных пирамид с квадратными основаниями и боковыми ребрами, равными половине диагонали куба. Пирамиды, примыкающие к нетронутому кубу, и образуют вместе с последним ромбический додекаэдр. Отсюда ясно, что ромбическими додекаэдрами можно заполнить все пространство. Как следствие получаем, что объем ромбического додекаэдра равен удвоенному объему куба, ребро которого совпадает с меньшей диагональю грани додекаэдра. 

Решая эту задачу, мы пришли к ромбическим додекаэдрам. Интересно, что пчелиные ячейки, которые также заполняют пространство без просветов, также являются в идеале геометрическими фигурами. Верхняя часть пчелиной ячейки представляет собой часть ромбододекаэдра. 

В 1525 году Дюрер написал трактат, в котором представил пять правильных многогранников, поверхности которых служат хорошими моделями перспективы.
Иоганн Кеплер (1572 - 1630) в своей работе «Тайна мироздания» в 1596 году, используя правильные многогранники, вывел принцип, которому подчиняются формы и размеры орбит планет Солнечной системы.
Геометрия Солнечной системы, по Кеплеру, заключалась в следующем: «Земля (имеется в виду орбита Земли) есть мера всех орбит. Вокруг нее опишем додекаэдр. Описанная вокруг додекаэдра сфера есть сфера Марса. Вокруг сферы Марса опишем тетраэдр. Описанная вокруг тетраэдра сфера есть сфера Юпитера. Вокруг сферы Юпитера опишем куб. описанная вокруг куба сфера есть сфера Сатурна. В сферу Земли вложим икосаэдр. Вписанная в него сфера есть сфера Меркурия». Такая модель Солнечной системы получила название «Космического кубка» Кеплера.

       Итак, правильные многогранники открыли нам попытки ученых приблизиться к тайне мировой гармонии и показали неотразимую привлекательность геометрии. 

2.2 Правильные многогранники и золотая пропорция
        В эпоху Возрождения большой интерес к формам правильных многогранников проявили скульпторы, архитекторы, художники. Леонардо да Винчи, например, увлекался теорией многогранников и часто изображал их на своих полотнах. Он проиллюстрировал изображениями правильных и полуправильных многогранников книгу своего друга монаха Луки Пачоли (1445 - 1514) «О божественной пропорции».
	Изображение Леонардо да Винчи
усеченного икосаэдра методом
жестких ребер в книге Л. Пачоли
«Божественная пропорция».
Рис 6.
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В 1509 году в Венеции Лука Пачоли издал книгу « О божественной пропорции». Пачоли нашел в пяти Платоновых телах - правильных многоугольниках (тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр и додекаэдр) тринадцать проявлений «божественной пропорции». В главе «О двенадцатом, почти сверхъестественном свойстве» он рассматривает правильный икосаэдр. В каждой вершине икосаэдра сходятся пять треугольников, образуя правильный пятиугольник. Если соединить между собой любые два противоположных ребра икосаэдр, получится прямоугольник, у которого большая сторона так относится к меньшей, как сумма сторон к большей.
         Таким образом, золотая пропорция проявляется в геометрии пяти правильных многогранников, которые по представлениям ученых древности, лежат в основе мирозданья. Платон считал, что атомы четырех элементов, из которых построен мир (огня, воды, воздуха и земли), имеют форму правильных выпуклых многогранников - тетраэдра, куба, октаэдра и икосаэдра, а весь мир в целом построен в форме додекаэдра.
          Платон писал: «Земля, если взглянуть на нее сверху, похожа на мяч, сшитый из 12 кусков кожи». Конечно, это была интуитивно созданная, построенная на геометрических представлениях, картина мироздания. Она была чисто умозрительной, лишенной физической и экспериментальной основы. Ее главное и единственное преимущество заключалось в геометрической красоте. Но вот что примечательно. Французский геолог де Бемон и математик Пуанкаре считали Землю деформированной в форме додекаэдра.
2.3 Геометрия тел Платона в картинах великих  художников
 Знаменитый художник эпохи Возрождения, также увлекавшиеся геометрией, был А. Дюрер. В его известной гравюре «Меланхолия» на переднем 
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плане был изображен додекаэдр. 
Рис 7.
Рассмотрим изображение картины художника Сальвадора Дали «Тайная Вечерия». На переднем плане картины изображен Христос со своими учениками на фоне огромного прозрачного додекаэдра.
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Рис 8.
Мауриц Эшер в своих рисунках как бы открыл и интуитивно проиллюстрировал законы сочетания элементов симметрии, т.е. те законы, которые властвуют над кристаллами, определяя и их внешнюю форму, и их атомную структуру, и их физические свойства. 
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Рис 9.
Глава III. Многогранники в природе и искустве

3.1 Полуправильные многогранники (Тела Архимеда)
         Вслед за Евклидом изучением пяти правильных многогранников занимался Архимед (287 - 212 гг. до н. э.). Убедившись в том, что нельзя построить шестой правильный многогранник, Архимед стал строить многогранник, у которых гранями являются правильные, но не одноименные многоугольники, а в каждой вершине, как у правильных многогранников, сходится одно и то же число ребер. Так он получил полуправильные многогранники.
         Архимед участвовал в защите своего родного города Сиракузы, при осаде которого и погиб. Архимед, по выражение современников, был околдован геометрией, и хотя у него было много прекрасных открытий, он просил на могиле начертить цилиндр и содержащийся в нем шар и указать соотношение их объемов. Позже именно по этому памятнику и была найдена могила великого ученого.
Полуправильным многогранником называется выпуклый многогранник, гранями которого являются правильные многоугольники, возможно, и с разным числом сторон, и в каждой вершине сходится одинаковое число граней.
К полуправильным многогранникам относятся правильные п-угольные призмы, все ребра которых равны. Например, правильная шестиугольная призма имеет своими гранями два правильных шестиугольника - основания призмы и шесть квадратов, образующих боковую поверхность призмы.
К полуправильным многогранникам относятся так называемые антипризмы с равными ребрами.
Полуправильных многогранников имеется еще 14, 13 из которых впервые открыл и описал Архимед, - это тела Архимеда.
         Самые простые из них получаются из правильных многогранников операцией «усечения», состоящей в отсечении плоскостями углов многогранника. Если срезать углы тетраэдра плоскостями, каждая из которых отсекает третью часть его ребер, выходящих из одной вершины, то получим усеченный тетраэдр, имеющий восемь граней. Из них четыре – правильные шестиугольники и четыре - правильные треугольники. В каждой вершине этого многогранника сходятся три грани.
Если указанным образом срезать вершины октаэдра и икосаэдра, то получим, соответственно, усеченный октаэдр и усеченный икосаэдр.
Поверхность футбольного мяча изготавливают в форме поверхности усеченного икосаэдра. Из куба додекаэдра также можно получить усеченный куб и усеченный додекаэдр.
Для того чтобы получить еще один полуправильный многогранник, проведем в кубе отсекающие плоскости через середины ребер, выходящих из одной вершине. В результате получим полуправильный многогранник, который называется кубооктаэдром . Его гранями являются шесть квадратов, как у куба, и восемь правильных треугольников, как у октаэдра. Отсюда и его название - кубооктаэдр.
Аналогично, если в додекаэдре отсекающие плоскости провести через середины ребер, выходящих из одной вершины, то получим многогранник, который называется икосододекаэдром. У него двадцать граней - правильные треугольники и двенадцать граней - правильные пятиугольники, т.е. все грани икосаэдра и додекаэдра.
К последним двум многогранникам снова можно применить операцию усечения. Получим усеченный кубооктаэдр и усеченный икосододекаэдр.   
Мы рассмотрели 9 из 13 описанных Архимедом полуправильных многогранников. Четыре оставшихся -многогранники более сложные.
         Существует еще ромбокубооктаэдр. Он состоит из граней куба и октаэдра, к которым добавлены еще 12 квадратов. Если повернуть верхнюю восьмиугольную чашу этого многогранника на 45, то получится новый полуправильный многогранник, который называется псевдоархимедом. Он не был известен Архимеду, его открыли только в середине прошлого столетия, более 2000 лет спустя. Так же имеется ромбоикосододекаэдр, состоящий из граней икосаэдра, додекаэдра и еще 30 квадратов. Соответственно, так называемый плосконосый (иногда называют курносый) куб и плосконосый {курносый) додекаэдр, которые состоят из граней куба или додекаэдра, окруженных правильными треугольниками.
Модели полуправильных многогранников можно изготовить из разверток или геометрического конструктора. 
Для большей наглядности шестиугольные грани можно окрасить в один цвет, а треугольные - в другой.
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          Возьмем развертку «чаши», которая составляет ровно половину модели усеченного октаэдра. Сначала нужно склеить «чашу» и получить половину модели усеченного октаэдра. Затем подклеить остальные части. В последнюю очередь подклеивается какой-нибудь квадрат.

Рис. 10
3.2 Звездчатые многогранники

          Кроме правильных и полуправильных многогранников красивые формы имеют так называемые звездчатые многогранники. Их всего 4. Первые два были открыты И. Кеплером, а два других почти 200 лет спустя построил Л. Пуансо (1777-1859). Именно поэтому правильные звездчатые многогранники называются телами Кеплера – Пуансо.
Они получаются из правильных многогранников продолжением их граней или ребер. Из тетраэдра, куба и октаэдра звездчатые многогранники не получаются.
Рассмотрим додекаэдр. Продолжение его ребер приводит к замене каждой грани звездчатым правильным пятиугольникам и в результате возникает многогранник, который называется малым звездчатым додекаэдром.
При продолжении граней додекаэдра возникает две возможности. Во-первых, если рассматривать правильные пятиугольники, то получится так называемый большой додекаэдр. Если же, во-вторых, в качестве граней рассматривать звездчатые пятиугольники, то получится большой звездчатый додекаэдр.
Икосаэдр имеет одну звездчатую форму. При продолжении граней икосаэдра получается большой икосаэдр.
Таким образом, существуют 4 типа правильных звездчатых многогранников. Многие формы звездчатых многогранников подсказывает сама природа. Снежинки - это звездчатые многогранники. С древности люди пытались описать все возможные типы снежинок, составляли специальные атласы. Сейчас известно несколько тысяч различных типов снежинок.
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                               Рис. 11
Рассмотрим способ изготовления модели малого звездчатого додекаэдра, который как сказано выше, получается путем продолжения его ребер до самопересечения. Это очень красивый многогранник, который может украсить и школьный кабинет, и домашний рабочий уголок. (Приложение 2)
Сначала нужно изготовить модель додекаэдра из развертки. После того как модель додекаэдра готова, необходимо приготовить 12 правильных пятиугольных пирамид с основаниями, равными гранями додекаэдра, и наклеить их на все грани правильного додекаэдра.
Наиболее интересной из работ является гравюра "Звезды", на которой можно увидеть тела, полученные объединением тетраэдров, кубов и октаэдров. Если бы Эшер изобразил в данной работе, лишь различные варианты многогранников, мы никогда бы не узнали о ней. Но он по какой-то причине поместил внутрь центральной фигуры хамелеонов, чтобы затруднить нам восприятие всей фигуры. Таким образом, нам необходимо отвлечься от привычного восприятия картины и попытаться взглянуть на нее свежим взором, чтобы представить ее целиком. Этот аспект данной картины является еще одним предметом восхищения математиков творчеством Эшера.
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Рис. 12
3.3. Многогранники в природе
Где еще можно увидеть эти удивительные тела? В очень красивой книге немецкого биолога начала нашего века Э. Геккеля "Красота форм в природе" можно прочитать такие строки: "Природа вскармливает на своем лоне неисчерпаемое количество удивительных созданий, которые по красоте и разнообразию далеко превосходят все созданные искусством человека формы". Создания природы, приведенные в этой книге, красивы и симметричны. Это неотделимое свойство природной гармонии. Но здесь  видно и одноклеточные организмы - феодарии, форма которых точно передает икосаэдр. Чем же вызвана такая природная геометризация? Может быть, тем, что из всех многогранников с таким же количеством граней именно икосаэдр имеет наибольший объем и наименьшую площадь поверхности. Это геометрическое свойство помогает морскому микроорганизму преодолевать давление водной толщи.
 Феодари
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Скелет одноклеточного организма феодарии (Circogonia icosahedra) по форме напоминает икосаэдр.
       
Скорее всего, такая природная геометризация феодарий вызвана уникальной формой этого многогранника (напоминаем, что он имеет наибольший объём при наименьшей площади), помогающей морскому организму преодолевать давление водной толщи:  Рис. 13                                           большинство феодарий живут на  морской глубине и служат добычей коралловых рыбок. Но простейшее  животное    защищает себя   двенадцатью иглами, выходящими из 12  вершин скелета. Он больше похоже на звёздчатый      многогранник.  
Вирус
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Интересно и то, что именно икосаэдр оказался в центре внимания биологов в их спорах относительно формы вирусов. Вирус не может быть совершенно круглым, как считалось ранее. Чтобы установить его форму, брали различные многогранники, направляли на них свет под теми же углами, что и поток атомов на вирус. Оказалось, что только один многогранник дает точно такую же тень - икосаэдр. Его геометрические Рис. 14                                   свойства, о которых говорилось выше, позволяют экономить генетическую информацию. 
И почему именно икосаэдр? Вирусная частица должна весь обмен клетки-хозяина перевернуть вверх дном; она должна заставить зараженную клетку синтезировать многочисленные ферменты и другие молекулы, необходимые для синтеза новых вирусных частиц. Все эти ферменты должны быть закодированы в вирусной нуклеиновой кислоте. Но количество ее ограничено. Поэтому для кодирования белков собственной оболочки в нуклеиновой кислоте вируса оставлено совсем мало места. Что же делает вирус? Он просто использует много раз один и тот же участок нуклеиновой кислоты для синтеза большого числа стандартных молекул — строительных белков, объединяющихся в процессе автосборки вирусной частицы. В результате достигается максимальная экономия генетической информации. Остается добавить, что по законам математики для построения наиболее экономичным способом замкнутой оболочки из одинаковых элементов нужно сложить из них икосаэдр, который мы наблюдаем у вирусов. Так «решают» вирусы сложнейшую (ее называют «изопиранной») задачу: найти тело наименьшей поверхности при заданном объеме и притом состоящее из одинаковых и тоже простейших фигур. Вирусы, мельчайшие из организмов, настолько простые, что до сих пор неясно — относить их к живой или неживой природе, — эти самые вирусы справились с геометрической проблемой, потребовавшей у людей более двух тысячелетий! Все так называемые «сферические вирусы», в том числе такой страшный, как вирус полиомиелита, представляют собой икосаэдры, а не сферы, как думали раньше. Вирусы, построенные только из нуклеиновой кислоты и белка, могут походить на жесткую палочкообразную или гибкую нитевидную спираль, точнее на правильный двадцатигранник, или икосаэдр. 

Фуллерены

В 1985 году было сделано одно из выдающихся открытий в области химии. Речь идет о так называемых «фуллеренах». Термином «фуллерены» называют замкнутые молекулы типа С60, С70, С76, С84, в которых все атомы углерода находятся на сферической или сфероидальной поверхности. В этих молекулах атомы углерода расположены в вершинах правильных шестиугольников или пятиугольников, которые покрывают поверхность сферы или сфероида. Центральное место среди фуллеренов занимает молекула С60, которая характеризуется наибольшей симметрией и как следствие наибольшей стабильностью. 
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Молекула фуллерена С60 - усеченный икосаэдр с атомами углерода в вершинах. Он имеет 32 грани (12 пятиугольных и 20 шестиугольных), 60 вершин и 90 ребер (60 на границе пяти- и шестиугольников и 30 на границе только шестиугольников). Направляющие ребра такого многогранника образуют некоторое подобие мозаики Пенроуза.
В этой молекуле, напоминающей покрышку футбольного мяча и имеющую структуру правильного усеченного икосаэдра, атомы углерода располагаются на сферической поверхности в вершинах 20 правиль-                    Рис. 15                          ных шестиугольников и 12 правильных пятиугольников так, что каждый шестиугольник граничит с тремя шестиугольниками и тремя пятиугольниками, а каждый пятиугольник граничит с шестиугольниками.

Термин «фуллерен» берет свое начало от имени американского архитектора Бакминстера Фуллера, который, оказывается, использовал такие структуры при конструировании куполов зданий.

«Фуллерены» по существу представляют собой «рукотворные» структуры, вытекающие из фундаментальных физических исследований. Впервые они были синтезированы в 1985 учеными Г. Крото и Р. Смолли (получившими в 1996 г. Нобелевскую премию за это открытие). Но в 1992 их неожиданно обнаружили в породах докембрийского периода, то есть фуллерены оказались не только «рукотворными», но и природными образованиями. Сейчас фуллерены интенсивно изучают в лабораториях разных стран, пытаясь установить условия их образования, структуру, свойства и возможные сферы применения. Наиболее полно изученный представитель семейства фуллеренов — фуллерен-60 (C60, его называют иногда бакминстер-фуллерен). Известны также фуллерены C70 и C84. Фуллерен С60 получают испарением графита в атмосфере гелия. При этом образуется мелкодисперсный, похожий на сажу порошок, содержащий 10% углерода; при растворении в бензоле порошок дает раствор красного цвета, из которого и выращивают кристаллы С60. Фуллерены обладают необычными химическими и физическими свойствами. Так, при высоком давлении С60 становится твердым, как алмаз. Его молекулы образуют кристаллическую структуру, как бы состоящую из идеально гладких шаров, свободно вращающихся в гранецентрированной кубической решетке. Благодаря этому свойству C60 можно использовать в качестве твердой смазки. Фуллерены обладают также магнитными и сверхпроводящими свойствами.

Российские ученые А.В. Елецкий и Б.М. Смирнов в своей статье «Фуллерены», опубликованной в журнале «Успехи физических наук», отмечают, что «фуллерены, существование которых было установлено в середине 80-х, а эффективная технология выделения разработана в 1990 г., в настоящее время стали предметом интенсивных исследований десятков научных групп. За результатами этих исследований пристально наблюдают прикладные фирмы. Поскольку эта модификация углерода преподнесла ученым целый ряд сюрпризов, было бы неразумным обсуждать прогнозы и возможные последствия изучения фуллеренов в ближайшее десятилетие, но следует быть готовым к новым неожиданностям».

2.3 Кристаллы - природные многогранники
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Кристаллы бора имеют форму икосаэдра

Рис. 16  

Правильные многогранники - самые выгодные фигуры. И природа этим широко пользуется. Кристаллы некоторых знакомых нам веществ имеют форму правильных многогранников. Так, куб передает форму кристаллов поваренной соли NaCl, монокристалл алюминиево-калиевых квасцов (KAlSO4)2 12Н2О имеет форму октаэдра, кристалл сернистого колчедана FeS имеет форму додекаэдра, сурьменистый сернокислый натрий - тетраэдра, бор - икосаэдра. Правильные многогранники определяют форму кристаллических решеток некоторых химических веществ. Проиллюстрируем эту мысль следующей задачей. 

Задача. Модель молекулы метана CH4 имеет форму правильного тетраэдра, в четырех вершинах которого находятся атомы водорода, а в центре - атом углерода. Определить угол связи между двумя СН связями.
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 Рис 17.

Решение. Так как правильный тетраэдр имеет шесть равных ребер, то можно подобрать такой куб, чтобы диагонали его граней были ребрами правильного тетраэдра (рис.2). Центр куба является и центром тетраэдра, ведь четыре вершины тетраэдра являются и вершинами куба, а описываемая около них сфера однозначно определяется четырьмя точками, не лежащими в одной плоскости. Искомый угол j между двумя СН связями равен углу АОС. Треугольник АОС - равнобедренный. Отсюда , где а - сторона куба, d- длина диагонали боковой грани или ребро тетраэдра. Итак, , откуда =54,73561О и j= 109,47О 

Идеи Пифагора, Платона, И. Кеплера о связи правильных многогранников с гармоничным устройством мира уже в наше время нашли свое продолжение в интересной научной гипотезе, авторами которой (в начале 80-х годов) явились московские инженеры   В. Макаров и В. Морозов. Они считают, что ядро Земли имеет форму и свойства растущего кристалла, оказывающего воздействие на развитие всех природных процессов, идущих на планете. Лучи этого кристалла, а точнее, его силовое поле, обусловливают икосаэдро-додекаэдрическую структуру Земли (рис.3), проявляющуюся в том, что в земной коре как бы проступают проекции вписанных в земной шар правильных многогранников: икосаэдра и додекаэдра. Их 62 вершины и середины ребер, называемых авторами узлами, обладают рядом специфических свойств, позволяющих объяснить некоторые непонятные явления.

 
[image: image7.png]


Рис 18.

Если нанести на глобус очаги наиболее крупных и примечательных культур и цивилизаций Древнего мира, можно заметить закономерность в их расположении относительно географических полюсов и экватора планеты. Многие залежи полезных ископаемых тянутся вдоль икосаэдрово-додекаэдровой сетки. Еще более удивительные вещи происходят в местах пересечения этих ребер: тут располагаются очаги древнейших культур и цивилизаций: Перу, Северная Монголия, Гаити, Обская культура и другие. В этих точках наблюдаются максимумы и минимумы атмосферного давления, гигантские завихрения Мирового океана, здесь шотландское озеро Лох-Несс, Бермудский треугольник. Дальнейшие исследования Земли, возможно, определят отношение к этой красивой научной гипотезе, в которой, как видно, правильные многогранники занимают важное место. 
        Многие формы многогранников придумал не сам человек, а их создала природа в виде кристаллов.
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Рис. 19
Часто люди, рассматривая чудесные, переливающиеся многогранники кристаллов, не могут поверить, что их создала природа, а не человек. Именно поэтому родилось так много удивительных народных сказаний о кристаллах.
Сохранились интересные письменные материалы, например, так называемый «папирус Эберса», который содержит описание методов лечения камнями с особыми ритуалами и заклинаниями, где драгоценным камням приписываются таинственные силы.
ГРАНАТ
Считалось, что кристалл граната приносит счастье. Он имеет форму ромбододекаэдра (иногда его называют ромбоидальный или ромбический додекаэдр) -двенадцатигранника, гранями -которого являются двенадцать равных ромбов.
Для граната настолько типичны двенадцатигранные кристаллы, что формы такого многогранника получила даже название гранатоэдра.
Гранат - один из основных породообразующих минералов. Встречаются огромные скалы, которые сложены гранатовыми  породами, называемыми скарнами. Однако драгоценные, красивоокрашенные и прозрачные камни встречаются далеко не часто. Несмотря на это, как раз именно гранат - кроваво-красный пироп - археологи считают самым древним украшением, так как он был обнаружен в Европе в древнем неолите на территории современных Чехии и Словакии, где он и в настоящее время пользуется особой популярностью.
О том, что гранат, т.е. многогранник-ромбододекаэдр, был известен с глубокой древности, можно судить по истории происхождения его названия, которое в переводе с древнегреческого языка означало «красная краска». При этом название связывалось с красным цветом - наиболее часто встречающейся окраской гранатов.

Гранат высоко ценится знатоками драгоценных камней. Он применяется для изготовления первоклассных ювелирных изделий, гранат имеет свойство сообщать дар предвидения носящим его женщинам и отгоняет от них тяжелые мысли, мужчин же охраняет от насильственной смерти.
Гранаты подчеркивают необычность ситуации, неординарность поступков людей, подчеркивают чистоту и возвышенность их чувств. Это камень-талисман для людей, родившихся в ЯНВАРЕ.  В ФЕВРАЛЕ - это аметист и оникс;  в МАРТЕ - это аквамарин и красная яшма;  в АПРЕЛЕ - это алмаз, горный хрусталь;  в МАЕ - это изумруд, хризопраз;  в ИЮНЕ - это жемчуг, лунный камень;  в ИЮЛЕ - рубин, карнеол;  в АВГУСТЕ - хризолит, авантюрин;  в СЕНТЯБРЕ - сапфир, лазурит;  в ОКТЯБРЕ - опал, турмалин; в НОЯБРЕ - топаз, тигровый глаз;  в ДЕКАБРЕ - бирюза, циркон.
Рассмотрим камни, форма которых хорошо изучена и представляет собой правильные, полуправильные и звездчатые многогранники.
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ПИРИТ
Рис 20.
Пирит получил свое название от греческого слова «пирос» -огонь. Удар по нему рождает искру, в древности кусочки пирита служили кресалом. Зеркальный блеск на гранях отличает пирит от других сульфидов. Еще ярче блестит полированный пирит. Зеркала из полированного пирита археологи находили в могилах инков. Поэтому у пирита есть и такое редкое имя - камень инков. Во времена эпидемий золотой лихорадки пиритовые блесточки в кварцевой жиле, в мокром песке на промывальном лотке вскружили не одну горячую голову. Еще и теперь начинающие камнелюбы принимают пирит за золото.
Но давайте вглядимся в него, прислушаемся к пословице: «Не все, то золото, что блестит!» цвет пирита латунно-желтый. Грани кристаллов пирита отливают сильным металлическим блеском,..?  вот в изломе блеск более тусклый.
Твердость у пирита 6-6,5, он легко царапает стекло. Это самый твердый минерал в классе сульфидов.
И все же самое характерное в облике пирита - форма кристаллов. Чаще всего это куб. От самых маленьких" кубиков, гнездящихся по трещинам, до кубов с высотой ребра 5 см, 15 см и даже 30 см! но не только кубами бывают огранены кристаллы пирита, в арсенале этого минерала имеются уже известные нам по магнетиту октаэдры. Для пирита они довольно редки. Но зато пирит позволяет воочию полюбоваться формой с таким названием - пентагондодекаэдр. «Пента» - это пять, все грани у такой формы пятисторонние, а «додека» - дюжина - всего их двенадцать. Эта форма для пирита столь типична, что в старину даже получила название «пиритоэдр».  Могут возникнуть и экземпляры, сочетающие грани разных форм: куба и пентагондодекаэдра.
КАССЕТИРИТ
Касситерит - это блестящий хрупкий коричневый минерал, является основной рудой олова. Форма очень запоминающая — четырехгранные высокие, острые пирамидки сверху и снизу, а в середине - короткий столбик, тоже граненный. Совсем другие по облику кристаллы касситерита вырастают в кварцевых жилах. На Чукотском полуострове есть месторождение Иультин, где издавна славятся жилы с отличными кристаллами касситерита.

ГАЛЕНИТ
Галенит выглядит как металл и не заметить его в руде просто не возможно. Его сразу же выдают сильный металлический блеск и тяжесть. Галенит - это почти всегда серебристые кубики (или параллелепипеды). И это все не обязательно целые кристаллы. У галенита спайность, совершенная по кубу. Это значит, что разбивается он не на бесформенные осколки, а на аккуратные серебристые блестящие кубики. Его природные кристаллы имеют форму октаэдра или кубооктаэдра. Отличает галенит и такое свойство: этот минерал мягкий и химически не очень стойкий.
ЦИРКОНИЙ
«Циркон» - от персидских слов «цар» и «гун» - золотой цвет.
Открыт цирконий в 1789/0ду в драгоценном цейлонском цирконе. Первооткрыватель этого элемента - М. Клапорт. Великолепные прозрачные и ярко сверкающие цирконы славились еще в древности. Весьма ценился этот камень в Азии.
Немало пришлось потрудиться химикам и металлургам, прежде чем в атомных реакторах появились циркониевые оболочки стержней и другие конструкционные детали.
Итак, циркон - эффективный драгоценный камень -оранжевый, соломенно-желтый, изголуба-синий, зеленый - блестит и играет как алмаз.
Цирконы часто представлены небольшими правильными кристаллами характерной изящной формы. Мотив их кристаллической решетки, а соответственно и форма кристаллов подчинены четвертой оси симметрии. Кристаллики циркона относятся к тетрагональной сингонии. В сечении у них - квадрат. А сам кристалл состоит из тетрагональной призмы (иногда по ребрам она притуплена второй такой же призмой) и тетрагональной же бипирамиды, завершающей призму с обоих концов.

Еще более эффектны кристаллы с двумя дипирамидами по концам: одна на вершинках, а другая только притупляет грани между призмой и верхней пирамидкой.
Кристаллы поваренной соли имеют форму куба, кристаллы льда и горного хрусталя (кварца) напоминают отточенный с двух сторон карандаш, т.е. имеют форму шестиугольной призмы, на основания которой поставлены шестиугольные пирамиды.
Алмаз чаще всего встречается в виде октаэдра, иногда куба и даже кубооктаэдра.
Исландский шпат, который раздваивает изображение, имеет форму косого параллелепипеда.

3.4 Многогранники в окружающем виде 
Форма многогранников используется в архитектуре с древних времён до сегодняшних дней, например, жилые дома – это параллелепипеды, крыши – пирамиды, призмы, а беседки сочетают в себе форму пирамиды и призмы. 
В быту с многогранниками мы сталкиваемся ежедневно: параллелепипеды холодильников, мебельных шкафов, плоских телевизоров и мониторов. 

Современные головоломки имеют форму многогранников, например, знаменитый кубик Рубика, есть головоломки, из которых можно составлять разные многогранники.
Используя такое свойство многогранника, как объём, современные дизайнеры создают поздравительные открытки в форме призмы, пирамиды. Также дизайнеры изменили привычную форму вазы: появились ваза – куб, ваза – параллелепипед. 

В машиностроении конструкторы тоже используют формы многогранников, одна из автомобильных моделей даже называется Cube. Свойства куба позволяют рациональнее использовать внутренний объём автомобиля.  Даже сегодня на конференцию все приехали на параллелепипедах – школьных автобусах. 

Одно из красивейших украшений – бриллиант, или огранённый алмаз, не что иное как многогранник, ведь алмазу можно придать форму любого многогранника.

Кусудама
Одной из моделей оригами является кусудама.  Кусудама – это яркий многогранник, в котором японцы хранят сухие целебные травы. Его обычно подвешивают у постели больного: Но кусудама - это и просто красивое подвесное украшение. Считается, что даже без лечебной травы этот чудо-многогранник аккумулирует  космическую энергию и благотворно влияет на человека. Так же кусудама передавалась из поколения в поколение как талисман и оберег семьи, как носитель положительной энергии. 
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Рис 21.
Заключение

Итак, мы познакомились с интереснейшим, красивейшим, загадочным миром многогранников. В природе это кристаллы и вирусы. А в жизни человек находит применение формам многогранников в искусстве, машиностроении и в быту.
В очередной раз мы убедились, что математика – наука, вовсе не оторванная от реального мира, благодаря многогранникам открываются

не только удивительные свойства геометрических фигур, но и пути познания

природной гармонии.
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