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Циклоида.
Мы задались  вопросом, что же такое циклоида? Для того чтобы это  выяснить проведем опыт. Вырежем из толстого картона круг, у самого его края проколем шилом дырку и вставим в нее кусочек карандашного графита. Положив линейку на лист бумаги,  будем катить вдоль неё наш кружок, плотно прижимая его к бумаге. Кусочек графита и начертит циклоиду. Мы заметили, что подобно прямой линии, мы представляем себе циклоиду бесконечной кривой. Мы предполагаем, что круг катится по прямой неограниченно долго. При  этом получится кривая, состоящая из бесконечного ряда арок. Отдельные арки соединяются в точках (остриях), в которых имеют общую касательную. Эти точки называются точками возврата  циклоиды. Они  соответствуют самым низким положениям той точки на катящейся окружности,  за которой мы следим и, которая описывает циклоиду. Самые высокие положения находятся посредине между точками возврата; эти «наивысшие» точки называются вершинами циклоиды. Отрезок прямой линии между двумя соседними точками возврата называются основанием циклоиды.

Первым, кто стал изучать циклоиду, был знаменитый Галилео Галилей (1564-1642) ─ знаменитый итальянский астроном, физик и просветитель. Он же придумал название «циклоида», что значит: «напоминающая о круге». Сам Галилей о циклоиде ничего не  писал, но о его работах в этом направлении упоминают ученики и последователи Галилея: Вивиани, Торричелли и другие. Торричелли ─ известный физик, изобретатель барометра ─ уделял немало времени и математике. В эпоху Возрождения не было узких ученых ─ специалистов. Талантливый человек занимался и философией, и математикой и всюду получал интересные результаты и делал крупные открытия. Немного позже итальянцев за циклоиду принялись французы, назвавшие ее «рулеткой» или «трохоидой». В1634 году Роберваль – изобретатель известной системы весов – вычислил площадь, ограниченную аркой циклоиды и её основанием.
Решение Якоба Бернулли, разумеется, несовершенно, но оказать ему в исключительной изобретательности и остроумии нельзя. А развитие основной идеи этого решения и привело в XVIII веке к созданию вариационного исчисления.

«Рулетта является столь обычной, что  после прямой и окружности нет более часто встречающейся линии. Она так часто вычерчивается перед глазами каждого, что надо удивляться тому, как не рассмотрели ее древние.… Ибо это не что иное, как путь, описываемый в воздухе гвоздем колеса, когда оно катится своим движением с того момента, как гвоздь начал подниматься от земли, до того, когда непрерывное качение колеса не приводит его опять к земле после окончания целого оборота».                                       Паскаль
                     Кривую, «так часто вычерчивающуюся перед глазами каждого», первыми заметили Галилей (в Италии) и Мерсенн (во Франции). В Италии ее назвали циклоидой, во Франции ─ рулеттой. Привилось первое название, а рулетами теперь называют кривые более широкого класса. Математики XVII века, создававшие общие методы исследования кривых, были очень заинтересованы в новых «подопытных» кривых. Среди этих кривых циклоида заняла особое место. Она оказалась одной из первых трансцендентных кривых (кривых не алгебраического происхождения), для которых удалось найти красивый явный ответ в задачах о построении касательных  и вычислении площади. Но больше всего поражало, что циклоида вновь и вновь появлялась при решении самых разных задач, в первоначальной постановке которых она не участвовала. Все это сделало циклоиду самой популярной кривой XVII века: в 1673 году Гюйгенс констатировал, что «циклоида исследована точнее и основательнее всех других кривых».
Пример. Когда вагон движется по рельсам, внутренняя точка колеса описывает укороченную циклоиду, точка на ободе – удлиненную, а точка окружности колеса ─ обыкновенную циклоиду.

1.От кинематического определения к аналитическому понятию. Выберем на плоскости систему координат так, чтобы прямая, по которой катится круг (направляющая прямая), совпала с осью Ох, и пусть круг (его называют производящим кругом) катится в положительном направлении оси Ох. Предположим, что в начальный момент времени наблюдаемая точка границы круга занимает положение  А0 = О(0,0). Если r ─ радиус производящего круга, то центр его будет двигаться  по прямой y= r. Чтобы полностью охарактеризовать качение круга, достаточно описать движение его  центра, если только добавить, что круг катится без скольжения. Вероятно, именно это и имел в виду Паскаль, когда писал, что колесо катится своим движением. Нам удобно, зафиксировав единицу  времени, предположить, что центр круга движется равномерно со скоростью r. 
В момент времени   t  центр круга окажется в точке С1=(tr, r), и производящий круг будет касаться направляющей прямой в точке Вt=  (tr,0). 
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Найдем теперь положение Аt  наблюдаемой точки в момент времени t (в силу определения Аt  будет точкой циклоиды). Чтобы это сделать, нужно четко сформулировать  условие, что качение круга происходит без скольжения. Оно состоит в том, что длина отрезка между точками касания производящего круга с направляющей прямой в моменты времени 0 и t равна длине дуги 
Bt At   «прокатившейся» по этому отрезку (при этом дуга может превышать полную окружность).
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Поэтому в момент времени  t   
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 BtCtAt   = t  (в радианной мере), так как длина дуги BtAt =  tr. Обозначив через  Dt  проекцию точки Аt на прямую, проходящую через центр Сt  параллельно оси Ох, а через Еt ─ проекцию точки Аt на прямую, проходящую через центр Сt  параллельно оси Оу, получим (с учетом направлений координатных осей)      CtDt  =  ─rsin t,   CtEt = ─rcos t. Следовательно, координаты точки Аt циклоиды равно соответственно     х= rt─rsint, y=r─rcost.
Заметим, что при t = 2π длина отрезка ОВt оказывается равной длине окружности, наблюдаемая точка вновь попадает на ось Ох (А2π =(2πr,0)) и картина начинает повторяться. Таким образом, период циклоиды равен 2πr.

Итак, циклоиду можно определить  как множество точек с координатами (rt─r sint, r─r cost)  и при желании про исходное кинематическое определение забыть. Мы получили так называемое параметрическое задание циклоиды: обе координаты х и у  точки At циклоиды являются функциями от некоторой вспомогательной переменной t. Назовем точки циклоиды, лежащие на оси  Ох,  остриями циклоиды, точки, лежащие на прямой y = 2r – вершинами, а дуги между соседними остриями – арками циклоиды. В  выбранной системе координат циклоида характеризуется одним параметром  r (радиусом производящего круга). Все циклоиды, у которых точка (0, 0) – острие, получаются друг из друга гомотетией. По каждой точке (х, у),  х≠0  можно единственным образом  выбрать r так, что эта точка будет лежать на первой арке, выходящей из (0, 0), соответствующей циклоиды.  Известно, что касательная к циклоиде в точке Аt проходит через верхнюю точку F производящего круга. 
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Пусть Bt – нижняя точка круга, α ─ угол между касательной и вертикалью FBt. Тогда AtBt ─  нормаль к циклоиде (перпендикуляр к касательной), и для ординаты  y точки At имеем: y=EtBt= 2r sin2α. Отсюда sin α = 
 
      (1)
Это соотношение будет играть важную роль в дальнейшем. Можно показать, что циклоида с параметром r  является единственной кривой, проходящей через точку (0, 0), удовлетворяющей соотношению  (1).
2. Таутохрона.
             Галилей утверждал, что период колебаний математического маятника определяется только его длиной ℓ  и не зависит от угла φ его максимального размаха. Гюйгенс, выяснив, что это утверждение справедливо лишь для малых углов φ, решил построить маятник, период колебаний которого и в самом деле не зависел бы от φ .Такой маятник называется  таутохронным или изохронным. Построение таутохронного маятника Гюйгенс разделил на два  этапа:  1)  нахождение кривой, по которой должен двигаться конец маятника (таутохроны);

2) нахождение подвески маятника, обеспечивающей движение его конца по таутохроне.

Конец математического маятника движется по дуге окружности точно так же, как тяжелая материальная точка ─ по желобу, контур которого совпадает с этой окружностью. Если пренебречь силами трения и сопротивления воздуха, то тяжелая точка, пущенная по круговому желобу без начальной скорости с высоты Н, пройдя нижнее положение, снова поднимется на высоту Н, и далее будет совершать периодические колебания, поднимаясь то в одну, то в другую сторону на высоту Н.  Неверное утверждение Галилея состояло в том, что при этом  период колебаний Т(Н) не зависит от Н.   Наша задача определить, какой  формы должен быть  желоб, чтобы то, что утверждал Галилей, было верным.

Благодаря счастливой случайности, Гюйгенс изучал  циклоиду в то самое время, когда искал таутохронный маятник. Именно циклоида оказалась таутохроной! Вероятно, что сам Гюйгенс этого заранее не ожидал: «я обнаружил пригодность ее (циклоиды)  для измерения  времени, исследуя ее по строгим правилам науки не подозревая ее применимости».
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 Рассмотрим на желобе,  сделанном по форме перевернутой циклоиды тяжелую материальную точку; пусть в начальный момент времени она находится на высоте Н.  Попытаемся найти время τ, через которое она окажется в нижней точке В. Тогда через 2τ она будет в точке С2π  циклоиды, симметричной относительно вертикальной оси точке С0, а через время Т =4π вернется в точку С0. Нас интересует зависимость τ от Н.

Пусть в момент времени t тяжела точка занимает положение Сt на высоте h = h(t). Вектор скорости   
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(t) в момент времени t направлен по касательной к циклоиде в точке Сt ;

Его длина  
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Посмотрим, как движется проекция нашей точки на вертикаль С0В/. В момент t эта проекция занимает положение Сt/’, а в момент времени τ она окажется в точке  В/, пройдя отрезок  С0В/  длины Н. Скорость  ω(t)  в момент времени t этого прямолинейного движения ─ это проекция вектора   
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(t)  на вертикаль:  ω(t)=  
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cosα, где α ─ угол между касательной к циклоиде и вертикалью.
Так как    sin α = 
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Итак, закон изменения скорости у нашего прямолинейного движения довольно сложный. Но Гюйгенс  заметил, что  при равномерном вращательном движении  по окружности диаметра  Н  вертикальная компонента вектора скорости имеет тот же вид, что и ω(t). Действительно, посмотрим   на отрезке С0В/ как на  диаметре полуокружность,  пусть Сt// – точка этой полуокружности, лежащая на высоте h(t). Длина отрезка Сt/ Ct// = 
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Из подобия прямоугольных треугольников, окрашенных в красный цвет (  их стороны  взаимно перпендикулярны: ОСt// ─ радиус, в точке Сt// проведены касательная к полуокружности и вертикаль), следует, что касательный к окружности в точке Сt// вектор длины  
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  имеет вертикальную проекцию длины ω(t). Значит, когда наша точка С движется по циклоиде, соответствующая ей точка C// равномерно вращается с угловой скоростью  
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   точка  С//  пройдет полуокружность С0В/, за то же время точка С/ пройдет отрезок С0В/, а сама точка С ─ дугу  циклоиды С0В. Итак, мы не только доказали таутохронность циклоиды, но  и нашли полный период колебаний

                                 T = 4
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Формула  настолько напоминает гипотетическую формулу Галилея для периода математического маятника длины ℓ, что было естественно  попытаться воспользоваться   для обоснования последней. С её помощью  Гюйгенс получил первое строгое доказательство формулы для периода колебаний математического маятника при малых углах размаха φ . Он заметил, что при малых углах круговой желоб почти не отличается от циклоидального, и оставалось  только понять, при каком соотношении между длиной ℓ математического маятника и параметром r циклоиды это отличие наименьшее. 
Если  ℓ = 4r, то подставляя  r = ℓ/4 получаем знаменитую формулу для периода  математического маятника: 
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3. Циклоидальный маятник.

Создавая первую модель часов, Гюйгенс надеялся скомпенсировать отклонения простого  (математического) маятника от таутохронности, уменьшенное в процессе отклонения его длины.  
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 Длину маятника можно регулировать, установить «щеки», на которые в процессе отклонения  будет наматываться нить подвески. Попытки экспериментально подобрать нужную зависимость длины маятника от угла отклонения не дали успеха, и Гюйгенс в следующих своих конструкциях часов устанавливает вместо «щек» ограничители амплитуды размаха. Когда же выяснилось, что циклоида – таутохрона, стало понятно, что форма «щек» должна быть такой, чтобы конец маятника двигался по циклоиде.
Гюйгенс искал форму «щек», рассуждая  примерно так. Пусть имеется препятствие,  ограниченное кривой L, в некоторой точке О  которого закреплена нерастяжимая нить длины  ℓ.
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Натянутую нить мы наматываем на препятствие, наблюдая за кривой М, которую описывает незакрепленный конец нити. Гюйгенс называл кривую М  разверткой кривой L; теперь М называют эвольвентой кривой L, а L ─ эволютой кривой М. Нам нужно найти эволюту циклоиды.
Кривая М состоит  из таких точек В, что сумма длин отрезка касательной ВА к кривой L в точке А и дуги АО кривой L равна ℓ. Первая догадка Гюйгенса заключалась в том, что касательная  к кривой М в точке В перпендикулярна АВ, т.е. что АВ ─ касательная к кривой L в точке А ─ является одновременно нормалью к кривой М в точке В. Проще всего пояснить этот факт, исходя, из кинематического определения  кривой М. Вспомним, что вектор скорости направлен по касательной к траектории движения и что при изменении действия сил вектор скорости не может изменяться мгновенно.
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 «Обрубим» в точке А препятствие, но будем продолжать движение натянутой нити; тогда конец нити будет двигаться по окружности с центром в точке А; векторная же скорость его в точке В не изменится; поэтому в точке В у кривой М и окружности с центром в точке А будет общая касательная, перпендикулярная к радиусу ВА.

Следующая догадка  Гюйгенса состояла в том, что в «хорошей»  ситуации эволюта кривой восстанавливается однозначно! Дело в том, что нормали к кривой М в разных точках – это касательные к ее  эволюте L. «Хорошую» же кривую по касательным можно восстановить: взяв много касательных, построить описанную ломаную и, «учащая» затем касательные, все лучше приближать кривую.

Нам нужно найти кривую, касательные к которой будут нормалями к заданной циклоиде. Гюйгенс  догадался, что этой кривой будет такая же циклоида, только поднятая на 2r и сдвинутая на полпериода.
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В самом деле, пусть r = 1; ℓ и ℓ/ - направляющие прямые соответственно нижней и верхней циклоид, О и О/  ─ их начальные точки. Возьмем на прямой ℓ точку С и рассмотрим положения производящих кругов, когда они касаются ℓ в точке С. Пусть С/ и C// ─ диаметрально противоположные ей точки соответственно верхнего и нижнего кругов, А и A/ ─  точки циклоид. Дуга СС//А равна по длине отрезку ОС; поэтому она на π больше дуги С/A/, равной по длине отрезку О/C/. Отсюда дуга С/CA/ равна дуге C//CA и точки А/, С, А лежат на одной прямой. Остается заметить, что СА/ ─ касательная к верхней циклоиде, а СА ─нормаль к нижней.

 Теперь мы знаем, что «щеки» таутохронного маятника должны быть циклоидальными, и что длина нити  ℓ= 4 r. При малых же углах размаха φ  регулирующие «щеки» почти не влияют на длину маятника, и циклоида близка к дуге окружности радиуса 4 r.
Мы познакомились с кривой, замечательной во многих отношениях. Она ─ и след точки обода катящегося колеса, она же ─ таутохронная кривая (кривая колебаний постоянного периода). В наше время циклоидальные кривые применяются при многих технических расчетах, и знание этих кривых облегчает изучение деталей машин. Свойствами циклоидальных кривых пользуются при построении профилей зубьев шестерен и во многих других технических вопросах.
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