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Введение


При изучении явлений природы, решении многих задач физики и техники, химии и биологии, других наук не всегда удаётся непосредственно установить прямую зависимость между величинами, описывающими тот или иной эволюционный процесс. Однако в большинстве случаев можно установить связь между величинами (функциями) и скоростями их изменения относительно других переменных величин, то есть найти уравнения, в которых неизвестные функции входят под знак производной. Эти уравнения называются дифференциальными. А о таких задачах говорят, что они сводятся к дифференциальным уравнениям. 


Характер этих задач и методику их решения можно схематически описать примерно так. Происходит некоторый процесс, например физический. Нас интересует определённая функциональная характеристика этого процесса, к примеру, закон изменения со временем температуры или давления, массы, положения в пространстве. Если имеется достаточно полная информация о течении этого процесса, то можно построить его математическую модель. Этой моделью будет служить дифференциальное уравнение. Оно моделирует процесс в том смысле, что описывает его эволюцию, характер происходящих изменений соотносительно с материальной системой, возможные варианты этих изменений в зависимости от первоначального состояния системы.

Задачи естествознания, приводящие к уравнению вида y´=ky
Рассмотрим   задачу 1. 

Из эксперимента известно, что скорость размножения бактерий пропорциональна их количеству. За какое время количество бактерий увеличится в m раз по сравнению с начальным?

          Решение:

Пусть x(t) – количество бактерий в момент времени t.     x(0) = x0.

Изменение количества бактерий со временем описывается уравнением         

              x´(t) = kx(t),          k>0,
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  ,               ln|x| = kt+ln|C|,               

   x=ekteln|C|   ,              x=Cekt   - общее решение уравнения.



Характерное свойство дифференциальных уравнений – иметь бесконечное множество решений. Поэтому, решив дифференциальное уравнение, описывающее эволюцию какого-нибудь процесса, нельзя одновременно найти зависимости между величинами, характеризующими данный процесс. Чтобы выделить из бесконечного множества зависимостей ту, которая описывает именно этот процесс, надо иметь дополнительную информацию, например, знать начальное состояние процесса. Без этого дополнительного условия задача недоопределена.


Чтобы из множества функций, полученных в задаче 1, выделить ту, которая описывает процесс размножения бактерий, воспользуемся условием           x(0)=x0.


x0=Сe0 ,

С=x0 .

Окончательно получим     
x=x0ekt  , т.е. численность бактерий возрастает по показательному закону.


x(T)=mx0=x0ekT, где Т- время, за которое количество бактерий увеличится в m раз по сравнению с начальным.

m=ekT,
lnm=lnekT,


kT=lnm,   


T=
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m

ln


Задача 2. 

Металлический шар, имеющий в начале опыта температуру 12оC, охлаждается струёй воды температуры 0оC. Через 8 мин. шар охладился до температуры 9оC. Считая скорость охлаждения пропорциональной разности между температурой тела и температурой охлаждающей среды, найти: 

1. в течение какого времени шар охладится до температуры 7оC?

2. какова будет температура шара через 30 мин. после начала охлаждения?

Решение.

Обозначим через Т температуру шара, через t- время, протекшее после начала опыта, тогда скорость охлаждения шара будет равна производной 
[image: image4.wmf]dt
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.  Согласно условию  
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,

ln|T|=kt+ln|С|  (*),           
ln|T|=lnekt+ln|С|.

После  потенцирования   получаем     Т=Сekt     -     общее решение уравнения.

Чтобы найти постоянные величины С и k, воспользуемся данными задачи: при t=0 температура шара Т=12о. Значит,       12 = Сео,         С=12.

При t = 8 температура шара Т=9о. Воспользуемся (*):


ln9=8k+ln12   ,             8k= ln0,75   ,              k=
[image: image7.wmf]75

,

0

ln

8

1

.

Подставляя в общее решение дифференциального уравнения вместо С и k найденные их значения, получаем    Т=12(0,75) t/8.


Чтобы ответить на 1 вопрос задачи, прологарифмируем по основанию 10    полученное равенство:       lgT=lg12+
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и   положим Т=7:    lg7= lg12+
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Для ответа на 2 вопрос задачи положим t=30:

LgT=lg12+
[image: image12.wmf]4
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lg0,75=1,0792+
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(-0,1249)=1,0792-0,4684=0,6108,       

откуда Т
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    Задача №3.

Через сосуд емкостью n литров, наполненный водным раствором некоторой соли, непрерывно протекает жидкость, причем за единицу времени втекает m литров чистой воды и вытекает такое же количество раствора. Найти закон, по которому изменяется содержание соли в сосуде в зависимости от времени протекания жидкости через сосуд.


Решение.

Пусть в данный момент времени t в сосуде содержится некоторое неизвестное нам количество y кг соли. Значит, в каждом литре раствора содержится 
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 кг ​– такова скорость уменьшения количества соли в сосуде для момента t.

С другой стороны производная равна скорости прироста количества соли в момент t. Следовательно, скорость уменьшения количества соли в момент t  будет равна 
[image: image17.wmf]dt

dy

-

. В результате имеем:       
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    -   уравнение с разделяющимися  переменными.
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+ln|С|,
          ln|y| = lne     +  ln|С|,
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y = Ce        – общее решение дифференциального

                   уравнения.


Предположим для определенности, что в начальный момент t=0 количество соли было равно а кг. Тогда      а =Се0,      С= а.
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           Отметим, что были решены разные задачи естествознания, т.е. мы имели дело с разными процессами. Однако математическая природа этих процессов одна и та же – все они описываются одним и тем же дифференциальным уравнением.


Итак, первый этап решения задачи заканчивается составлением дифференциального уравнения для искомой функции. С этого этапа задача переведена на язык математики. Второй этап представляет собой чисто техническую процедуру – непосредственное решение уравнения. Тут имеется полная аналогия с задачами на составление алгебраических уравнений. Если уравнение по данным задачи составлено, и оно оказалось, например, квадратным, то решение заканчивается известным техническим приемом – применением формулы для корней квадратного уравнения.

Задачи физики, приводящие к уравнению вида y´=k(a-y)

Задача №4.

В комнате, где температура 20(С, некоторое тело остыло за 20 мин. от 100(С до 60(С. Найти закон охлаждения тела; через сколько минут оно 

остынет до 30(С? Повышением температуры в комнате пренебречь.

Решение.
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[image: image77.wmf]В силу закона Ньютона (скорость охлаждения пропорциональна разности температур) можем написать:

  Проинтегрировав, получили:

       Ln (T – 20( = kt + ln|C|    (*).

       T – 20 = е кt + ln|C| ,                  Т – 20 = Сe kt
                T = Ce kt + 20 – общее решение уравнения
 Найдем  k и С.
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 При t = 0  Т=100(   из равенства (*) получаем:   ln80 = k(0 + ln|C|,             С=80.

 При t=20  T=60(  имеем:              ln40 = 20k + ln80.
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Окончательно получим:         Т=80(e-(t/20)(ln2 +20 . 
Упростим:                 T = 80 (1/2) t/20 + 20
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    Ответим на второй вопрос задачи:

При Т=30( находим   10 = 80 ((1/2)t/20     ,                                      t/20
(1/2)3 = (1/2)t/20;                 t = 60 мин.

      Задача №5.

Тело массы m падает вертикально вниз с некоторой высоты. Сила трения, действующая на тело, пропорциональна величине скорости. Определить зависимость скорости от времени.

Решение:

Пусть v(t) – скорость тела в момент времени t. На тело действуют две противоположно направленные силы: сила тяжести Fт = mg и сила трения

 Fтр = -kv,    где            k >0 – коэффициент трения/

Составим дифференциальное уравнение, используя второй закон Ньютона:

F=ma ,

      F= Fт +Fтр ,                         ma =  Fт +Fтр  ,

ma = mg   –  kv.         Зная,  что    a = v /      получаем          m v /    = mg   –  kv.     Выразим v /:               v /   =  g    – 
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После интегрирования получаем:              
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Решение задач геометрического содержания

В задачах геометрического характера нужно, используя  к=tg(=у(, составить уравнение, связывающее  х, у и у(.  В случае необходимости надо сделать чертёж. Начальные условия в этих задачах задаются точкой (x0;y0), из чего следует          y(x0) = y0    .  

       Задача №6.

Кривая у = f(х) проходит через точку (0,1) и обладает тем свойством, что в каждой ее точке тангенс угла касательной к этой точке кривой равен удвоенному произведению координат точки касания.

Найти уравнение кривой у = f(х).

        Решение:

Пусть(х,у) – произвольная точка на искомой кривой. Тангенс угла наклона касательной к кривой в точке (х,у) равен производной искомой функции в точке (х,у), т.е.  dy/dx.
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По условию:
Проинтегрировав, мы получим:

ln(y(= x2 + ln|c|                        y = c
[image: image28.wmf]2
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Так как у(0) = 1, то с = 1.                у = 
[image: image29.wmf]2
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 – уравнение кривой.

     Задача №7.
Кривая у=f(x) проходит через точку (1,2). Каждая касательная к этой кривой пересекает прямую у=1 в точке с абсциссой, равной удвоенной абсциссе точки касания. Найти уравнение кривой у=f(х).

  Решение:

Пусть (х.у) – произвольная точка данной кривой. Уравнение касательной, проведенной к этой кривой в точке (х,у),  имеет вид:

 У – у = 
[image: image30.wmf]dx
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(Х-х), где        Х,У – текущие координаты точки касательной.

Т.к. касательная пересекает прямую у=1 в точке с абсциссой 2х, получаем

 дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет искомая кривая:
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 (2х-х)  -  уравнение с разделяющимися переменными.
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    ln(y-1(= - ln(x( + ln(С(
Искомая кривая проходит через точку (1,2),   поэтому С=1.

Значит,                      у= 1 +1/х.

Задача №8.

Линия обладает следующим свойством: отрезок, отсекаемый на оси абсцисс касательной в любой точке кривой, равен квадрату абсциссы точки касания. Найти уравнение кривой, зная что она проходит через точку (2,4).

Решение:
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 y                                                                  Пусть у=f(x) – уравнение искомой
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           кривой. В точке М(x,y) к этой кри-
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                                                        вой проведена касательная.
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Из условия задачи : ОА = х2

                                                      ОB  = х
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Из (АМВ получим (см. рис.1)                                                             ,
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Но график данной функции может рассматриваться и следующим образом:                   
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Из (АМВ получим: 
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В итоге дифференциальное уравнение имеет вид:
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Это  уравнение  с  разделяющимися  переменными.
ln(у(=ln(x(-ln(1-x(+ln(С(;
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Общее решение дифференциального уравнения:
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Используя начальное условие у(2) =4,   получим
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Уравнение линии имеет вид:                            .

      Задача №9.

Кривая проходит через точку А(а,а) и обладает следующим свойством: если в любой точке М(х,y) кривой с ординатой, равной BM (рис.3), провести касательную до пересечения с осью ординат в точке С, то площадь трапеции ОСМВ постоянна и равна а2. Найти уравнение кривой.

      Решение.
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Площадь трапеции ОСМВ равна    
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OB=x,         MB=y.

Дифференциальное уравнение примет вид:           
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   -    линейное уравнение первого порядка.

Сделаем замену:       y=uv  ,       
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Общее решение уравнения имеет вид:     
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Учитывая, что y(a)=a,  получим    a=
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Следовательно, уравнение кривой  
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          Решение задач физики с использованием второго закона Ньютона

Многие задачи физики, химии, биологии сводятся к решению уравнений вида       y/ = ky      или      y/ =  k (a- y).   Столь простая зависимость имеет место далеко не всегда.

Среди  многочисленных  законов  физики  одним  из  наиболее  важных является  второй закон Ньютона,  охватывающий  все   многообразие  процессов, связанных с движением тел.  Для  случая,  когда во время  движения масса тела остается неизменной,  второй     закон       Ньютона       сводится к следующему:  действующая на свободно движущееся тело сила  пропорциональна ускорению движения,   причем    коэффициент   пропорциональности    равен    массе  тела.

В этой формулировке и ускорение, и сила рассматриваются как векторные величины и потому запись закона имеет следующий вид:           F= ma.
Если движение прямолинейно, то сила и ускорение направлены по прямой и получается более простая запись второго закона Ньютона:   F= ma
Но   v   =  y/  , a    a = v/ =  y/ /  ,   значит F= my //.
Рассмотрим задачу №10

Материальная точка массы m свободно падает под действием силы тяжести. Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти закон движения точки.

Решение

Точка падает под действием силы тяжести Fт = mg, поэтому, согласно второму закону Ньютона   ma = F.

Имеем:             Fт =  F        или                    ma = mg.

Так как     а= v/,    получаем следующее:               mv/  =  mg.

Зная, что              v/ =S // ,         получаем          mS//  = mg.

Из этого уравнения видно, что           S // = g.

Интегрируя дважды, на ходим        S/  = gt + С1
S= gt2/ 2    +  C1t + C2 -  общее решение.

Эта формула определяет закон движения материальной точки.

Предположим, что начальные условия

S(0) = S0 ;       v(0) = v0
Найдем C1 и C2
S/(0) = v(0) = v0
S/(0) = C1+ g0= v0
Как видим   ,    C1 =v0

Подставив C1 в общее решение уравнения,   найдём C2 :

S(0) =g0/2+v00+C2

Из этого следует:              C2 = S0
После нахождения неизвестных величин имеем:

S = 
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   +  v0t    +   S0.

 Получили известную формулу пути, пройденного точкой при равномерно                      ускоренном движении.

        Рассмотрим ещё одну задачу (№11).

Локомотив движется по горизонтальному участку пути со скоростью 72 км/ ч. Во сколько времени и на каком расстоянии он будет остановлен тормозом, если сопротивление движению после начала торможения равно 0,2 его веса.
     Решение:

         Согласно второму закону Ньютона в механике, дифференциальное уравнение движения локомотива имеет вид:

                  -FТ =  F     или      ma =-mg
Так   как а= v/,    получаем следующее:               mv/  = -mg. 

Зная,   что v/ =S // ,     получаем             mS//  = -mg.

Из  этого  уравнения   видно,  что        mS// = -0.2mg,

где S – путь, пройденный за время t, m – масса  локомотива, g – ускорение силы тяжести. Из данного уравнения получим:

                                                                S// = -0.2g
           Проинтегрировав дважды, получим:

                                                     S/ = -0.2gt + С1
                                                 S = -0.2gt2/2    + C1t + C2
                                                                  или  

                                                    S = -0,1gt2 +C1t +C2
            Найдем C2  из условия:   t = 0 ,     S =0.

            Получаем:   0 = -0.1g0 + С1 0 + C2;        отсюда   видно     C2 = 0.

            Найдя С2,   получим С1:          S/ = v =72 км/ч = 20 м/с

               20 = - 0.2g0 + С1 ,       C1 =20

            Следовательно, уравнения движения локомотива будут иметь вид:

                                 S/ = v = 20 – 0.2gt (м/с)

                                     S = 20t – 0.1gt 2 (м).

        Полагая v =0, найдем время торможения, в течение которого локомотив              будет остановлен тормозом:

t =  
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 Полагая    t ( 10,2,   найдем тормозной путь:

                S ( 20*10,2-0.1*9,8*10,22  (102(м)    

      Задача №12.    

Тело брошено вертикально вверх с начальной скоростью Vo .

Найти закон изменения скорости, считая, что тело движется только под влиянием силы тяжести.

      Решение.

     Задача состоит в том, что необходимо определить закон V = F(t).

На основании второго закона динамики  F =ma.

      F- сила, действующая в направлении движения. По действию эта сила равна силе тяжести  P = mg,  которая  направлена  вниз, т.е.  в   сторону, противоположную движению, и   поэтому  имеем    P=-mg.
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       Т.к. F=P, то получаем ma = -mg.  Знаем, что   
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V= -gt + С – общее решение дифференциального уравнения.

 Найдем С,   используя начальное условие: 

      V(0) = Vo.

      Vo = - g0 + С;    С = Vo
  Подставив  все   найденные   величины,   получим:

  искомый закон: V = Vo –gt.
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[image: image127.wmf]Отметим, что закон движения тела, скорость которого связана с найденным уравнением,  можно получить:

          S = Vot – gt2/2 + С1

Используя начальное условие: при    t=0       S = 0   , получаем:
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                                                       C1 = 0.
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Закон движения тела, брошенного вертикально вверх с начальной скоростью, имеет вид: 

Решение задач физики

Рассмотрим задачу №13.

Материальная точка замедляет своё движение под действием силы сопротивления среды, пропорциональной квадрату скорости v(t). Найти зависимость скорости от времени, если v(0)=0,5 м/с, а v(1)=0,25 м/с. Какова будет скорость точки через 3с после начала замедления движения? В какой момент времени скорость будет равна 0,1 м/с?

Решение.

Замедленное движение материальной точки под действием силы сопротивления среды, пропорциональной квадрату скорости v, описывается дифференциальным уравнением        v( = -к/m (v2 ,           где k- коэффициент пропорциональности , m- масса тела.
Решим уравнение с разделяющимися переменными:
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    Выразим v:  

Но чтобы определить параметры С и к/m, воспользуемся начальными условиями:

      v(0) = 1/С = 0,5     ,    значит С=2.
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Следовательно, скорость материальной точки изменяется по закону:
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Вычислим скорость точки через 3с после начала замедления движения:
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Момент времени, для которого скорость будет равна 0,1м/сек, определяется из уравнения:

Отсюда t = 4c.

Задача №14.

     Материальная    точка      движется    по   прямой   со скоростью,  обратно пропорциональной    пройденному    пути.  В начальный   момент   движения    точка   находилась  на   расстоянии   5м   от   начала   отсчета    пути  и   имела скорость Vo = 20 м/сек. Определить  пройденный  путь  и    скорость точки через 10 сек. после начала движения.

Решение.

      Обозначим через  S = S(t) расстояние точки от начала отсчета в момент t. Тогда  S(0) = 5.
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       Согласно    условию,    изменение   величины   S   от   времени описывается дифференциальным уравнением:

где  к – коэффициент пропорциональности.

Решим уравнение с разделяющимися переменными:
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Найдём С  из  условия S(0)=5           
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Найдём V(t).       
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Найдём k из условия      V(0)=V0=20 м/с.      V(0)=
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Таким образом, расстояние S(t) и скорость V(t) изменяются со временем по закону:           S(t)=
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Через 10с после начала движения имеем :          S(10)=
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Итак, через 10с  после начала движения скорость точки составляла 
[image: image71.wmf]9
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м/с.

За это время точка прошла расстояние      S(10)-S(0)=45-5=40 (м).

Мир дифференциальных уравнений богат почти настолько, настолько разнообразен реальный мир. В данной работе показано, что использование дифференциальных уравнений в качестве математических моделей очень плодотворно, если, конечно, при этом не забывать об ограниченной области применения любого рода моделей.

Заключение


Материал, представленный в работе, расширяет кругозор учащихся, пополняет теоретические знания и практические навыки по математическому анализу.


Мы рассмотрели решение задач, приводящих к дифференциальным уравнениям,  и  сделали вывод, что:

1. Многие реальные процессы можно моделировать с помощью дифференциальных уравнений.

2. Разные по содержанию задачи приводят к одинаковым или сходным дифференциальным уравнениям.

3. Исчерпывающих правил для составления дифференциальных уравнений нет. В большинстве случаев методика решения таких задач сводится к следующему:

· подробному разбору условия задачи и составлению чертежа, поясняющего его суть, 

· составлению дифференциального уравнения рассматриваемого процесса,

· нахождению общего решения полученного уравнения, 

· определению частного решения задачи на основании данных начальных условий,

· записи закона рассматриваемого процесса (в геометрии- это уравнение линии) и числовому определению искомых величин, если это требуется в задачи.

4. Творческая часть решения любой задачи заканчивается составлением дифференциального уравнения, второй этап- непосредственное решение уравнения тем или иным способом в зависимости от его типа.

Следует отметить, что при решении прикладных задач посредством дифференциальных уравнений требуется изобретательность, глубокое понимание сути изучаемых процессов. Изложенный материал может быть использован  на факультативных занятиях.
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Рис.3
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