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Введение
Изучение поведения функций и построение их графиков является важным разделом математики. Свободное владение техникой построения графиков часто помогает решать многие задачи и порой является единственным средством решения. Кроме того, умение строить графики функций представляет большой самостоятельный интерес.

Часто построение графиков связано с исследованием поведения функций. Однако необходимость построения графиков не ограничивается только этим. В ряде случаев графики облегчают нахождение решений уравнений и неравенств, сокращая и упрощая аналитические выкладки, и часто при этом являются единственным методом решения таких задач. Кроме того, графический метод нередко применяется и при решении многих прикладных задач. 
Поэтому, объектом нашего исследования стали уравнения, неравенства, их системы и задачи, которые либо невозможно решить аналитическим  способом, либо рационально решить графическим способом. Умение строить графики функций – одно из важнейших как в математике, так и в других науках. Навыки построений графиков функций необходимо приобретать в школе. В целом построение графиков основывается на знании графиков основных элементарных функций, и на основные методы построения графиков функций: параллельный перенос, отражение, деформация, комбинация переноса, отражения и деформации, функции, содержащие знак модуля, алгебраические операции над графиками функций, построение графиков сложных функций. 
Исходя из этого, предметом нашего исследования стали функции и их графики.

Цель нашей  работы – показать использование графиков при решении уравнений, неравенств, их систем, а также прикладных задач. Такое решение представляется целесообразным для оказания помощи выпускникам средних школ при их подготовке  к вступительным экзаменам в вузы, студентам университетов  и педагогических институтов при подготовке их  к педагогической практике.

В работе представлено достаточное количество примеров, раскрывающих функционально-графический способ решения задач. 
Тема нашей работы весьма актуальна, так как графический метод, опирающийся на знания функций, доступен для понимания школьников, хотя спектр применения методов, с помощью которых  строятся графики  функций,  широк.

Мы предлагаем использовать представленный материал учащимся, классов с профильным изучением математики, а так же на факультативных занятиях.
§1. Решение уравнений

Для того, чтобы найти решение уравнения с одним неизвестным графическим способом, нужно, перенеся все члены его в левую часть, представить это уравнение в виде f(x) = 0. После этого необходимо построить график функции y = f(x). Абсциссы точек пересечения или касания этого графика с осью x равны корням исходного уравнения. Если таких точек нет, то уравнение не имеет решений. 

В ряде случаев при решении уравнений с одним неизвестным целесообразней воспользоваться другим методом. Для этого уравнение записывается в виде f1 (x) = f2 (x) и заменяется системой 
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решаемой графически. Абсциссы точек пересечения или касания графиков f1(x) и f2(x) равны корням исходного уравнения. 


Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. После построения графиков функций  
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 легко заметить, что уравнение имеет бесчисленное множество решений. Значения корней близки к  
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, где k = 1, 2, ... (рис. 1).
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Рис. 1

Пример 2. Найти число корней уравнения sin x = lg x. 
Решение. После построения графиков y=sinx и y=lg x становится очевидным, что это уравнение имеет три корня (рис. 2).
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Рис. 2
Пример 3. Решить уравнение 
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Решение. Запишем это уравнение в виде системы: 
[image: image9.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

-

=

-

=

-

-

.

6

1

,

2

2

3

x

x

y

y

x


Построив графики полученных функций (рис. 3), находим, что уравнение имеет один корень x=3.
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Рис. 3
 §2. Решение систем уравнений


Каждое из уравнений системы 
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представляют собой функциональную зависимость между переменными x и y. Обе функции f1 и f2 могут быть изображены графически. Координаты x и y точек пересечения или касания этих графиков являются решением исходной системы уравнений. Число общих точек графиков равно количеству решений. Если общих точек нет, то система несовместна, т.е. не имеет решений.

Пример 4. Решить систему уравнений 
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Решение. Уравнения, входящие в систему, удобно записать в виде 
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Рис. 4

Графики этих функций пересекаются в точке с координатами x = 2 и y = 2, значения которых являются решением исходной системы. Из рисунка 4 видно, что это решение единственно.


Пример 5. Решить систему уравнений   
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Решение. Для решения системы нужно построить графики функций 
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Рис. 5
Эти графики имеют две точки пересечения (рис. 5), т. е. система обладает двумя решениями, которые находятся приближённо: 
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Пример 6. Решить систему уравнений 
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Решение. В первом квадрате первое уравнение системы может быть представлено в виде 
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, т.е. 
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, поэтому здесь график представляет собой четверть окружности единичного радиуса с центром в начале координат. Если x ≤ 0, то y = 1 (прямая, параллельная оси Оx), а если y≤0, то x =1 (прямя, параллельная оси Оy). График функции y=cos2x очевиден. 
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Рис. 6
Построенные графики (рис. 6) имеют одну точку пересечения и бесконечное множество точек касания, что соответствует множеству решений заданной системы уравнений: 
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, где k = 0, 1, 2, … .


Пример 7. Решить систему уравнений 
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Решение. Эта система уравнений несовместна, так как графики не имеют общих точек (рис. 7).
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Рис. 7
§3. Решение неравенств с одной переменной
Наглядность, свойственная графическому методу, при решении неравенств еще более ценна, чем при решении уравнений. Способы решения остаются теми же. Сами же решения, в отличие от решений уравнений, чаще изображаются на графике не только отдельными точками, но и целыми участками числовой оси. 

Пример 8. Решить неравенство 
[image: image28.wmf].
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Решение. Отметим сразу, что функция 
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 определена лишь на отрезке -1 ≤ x ≤ 1, поэтому вне этой области решений исходного неравенства быть не может. Решением является совокупность тех значений x, при которых график функции 
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 проходит ниже графика 
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; кроме того, в решение войдут и значения абсцисс точек пересечения двух графиков, так как мы имеем дело с нестрогим неравенством. 
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Рис. 8

Из рассмотрения графиков (рис. 8) находим решение -1 ≤  x ≤ 0, x = 1.
Пример 9. Решить неравенство 
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Решение. После построения графиков функций 
[image: image34.wmf](
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 (рис. 9) записываем решение: -1< x < 0 и 1< x < + ∞; точки пересечения графиков в ответ не вошли, так как неравенство строгое.
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Рис. 9
Пример 10. Решить неравенство 
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Решение. На рис. 10 показаны графики функций 
[image: image38.wmf]x

y

1

1

2

=

(зелёная линия) и 
[image: image39.wmf]3

5

,

4

5

,

3

2

+

-

=

x

x

y

 (синяя линия). 
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Рис. 10
Из рассмотрения этих графиков, с учетом того, что должно выполняться соотношение 
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. Точки x = - 3 и x = 0 не вошли в решение, так как они не входят в область определения либо функции  y1, либо y2, т.е. не входят в область допустимых значений этого неравенства.

Чрезвычайно важным методом решения неравенств вида 
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, где P(x) и Q(x) – многочлены, является графический метод интервалов. Отметим, что неравенство вида 
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 легко привести  к виду P(x) > 0, поэтому рассмотрим случай

P(x) > 0.
Используя правила построения графиков, строим график  многочлена   y = P(x), точнее – качественный вид графика: на оси абсцисс отмечаются нули функции, выясняется знак функции, например, при x→ +
[image: image46.wmf]¥

, а затем проводится кривая через нули функции, при этом кривая может пересекать ось Ох (если кратность нуля нечетная) или не пересекать её (если кратность нуля чётная). Получив на графике такую «волнообразную» кривую, легко видеть, где функция положительна, а где отрицательна. После этого записывается решение.
Графический метод интервалов значительно сокращает и упрощает процесс решения таких неравенств.

Пример 11. Решить неравенство 
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Решение. Отметим сразу, что в область допустимых значений неравенства не входят точки x=0 и x=2. Приведем неравенство к виду P(x)≥0. Для этого умножим числитель и знаменатель дроби на x3(x-2). Тогда наше неравенство эквивалентно следующему: 
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 так как знаменатель дроби [x2(x-2)]2 не может быть отрицательным. Для решения полученного неравенства построим график функции y=(x+1)(x-1)2x3(x-2) (рис. 12). В решение войдут все те значения x, для которых график проходит выше оси абсцисс, в том числе и точки пересечения и касания с ней (кроме x=0 и x=2), а именно: -1≤x<0, x=1, x
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Иногда при решении неравенств 
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, если, например, одна из функций P(x) или Q(x) не является многочленом, удобно строить два графика y=P(x) и y=Q(x).
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Рис. 11
Пример 12. Найти область определения функции 
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Решение. Задача сводится к решению неравенства 
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Для его решения следует построить отдельно графики числителя 
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 и знаменателя 
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  (рис. 12). Тогда в область определения заданной функции  войдут те значения x, для которых оба графика одновременно располагаются либо ниже, либо выше оси абсцисс, сюда же войдут точки пересечения  графиком многочлена оси Оx. Рассмотрение построенных графиков функций дает ответ: 
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 где 
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Рис. 12
§4. Решение неравенств с двумя переменными
Решением неравенства с двумя переменными x и y называется любая пfра чисел x0 и y0, удовлетворяющая этому неравенству. Графически это соответствует заданию точки с координатами (x0, y0). Совокупность всех точек, координаты которых удовлетворяют некоторому неравенству, называется областью его решений. 

Для графического решения неравенства с двумя переменными необходимо построить график функции y=f(x) (для неравенства вида y<f(x), y > f(x),) или геометрическое место точек F(x, y)=0 (для неравенства вида F(x, y)≥0). Такие построения разбивают всю плоскость (x, y) на две или более областей. Область, в которой выполняется исходное неравенство, и представляют собой область его решений.

Пример 13. Решить неравенство 
[image: image59.wmf]y
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Решение. График функции 
[image: image61.wmf]y
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 представляет собой параболу. Координаты  любой точки, лежащей выше параболы, удовлетворяют заданному неравенству (на рис. 14 область решений неравенства закрашена, причем точки самого графика в эту область не входят).
[image: image63.png]



Рис. 13
Пример 14. Решить неравенство lg (y-x)≤0.
Решение. Это неравенство равносильно системе неравенств  
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Графики функций y=x+1 и y=x представляют собой параллельные прямые. Областью решений неравенства y-x≤1 является полуплоскость, лежащая ниже прямой y=x+1, включая точки самой прямой (рис. 14).
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Рис. 14
Область решения неравенства y-x>0 – полуплоскость выше прямой y=x Общая часть этих полуплоскостей (или их пересечение), очевидно, содержит точки, удовлетворяющие обоим неравенствам. Следовательно, областью решений неравенства lg (y-x)≤0 является полоса, заключенная между двумя прямыми (закрашенная часть), причем одна из границ полосы – прямая y=x+1 – также входит в область решений.

Пример 15. Решить неравенство 
[image: image66.wmf]y
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<0.
Решение. Это неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств 
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Область решения заданного неравенства представляет собой совокупность областей решений обеих этих систем. Эти области находятся из условий 
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где k=0,±1, ±2, ... . Таким образом, область решений неравенства 
[image: image71.wmf]y
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<0 состоит из бесконечного множества горизонтальных полуполос (закрашенных на рис. 15), причем ни одна из границ в область решений не входит.
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Рис. 15

Пример 16. Решить неравенство 
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Решение. Очевидно, что неравенство не имеет места лишь при 
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 Это уравнение равносильно системе уравнений 
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  Откуда 
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    т.е. x=k и y=n, где k и n=0, ±1, ±2, … . Следовательно, корнями уравнения являются всевозможные пары целочисленных значений x и y, а потому областью решений исходного неравенства является вся координатная плоскость, из которой удалены точки с целочисленными значениями координат (рис. 16).
[image: image77.png]



Рис. 16
§5. Решение задач

Графическое изображение зависимостей между величинами, характеризующими то или иное явление, нашло широкое распространение во всех естественных науках и технике. В предыдущих разделах был рассмотрен ряд примеров использования графиков при решении уравнений и неравенств. Однако применение графиков не ограничивается только этим. Графическим методом можно иллюстрировать и иногда решать целый ряд других задач (геометрических, физических, инженерных и др.).


Пример 17. Доказать, что площадь  геометрической фигуры, границы которой заданы уравнениями 
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Решение. Площадь заданной фигуры ограничена осью Ox и параболой 
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, пресекающей ось абсцисс в точках x=±1 и имеющей вершину в точке x=0, y=0,5 (рис. 17, заштрихованная область). Величину 
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 можно представить как площадь полукруга радиуса 1 с центром в начале координат. Границы этого полукруга задаются уравнениями 
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После построения такой полуокружности становится очевидным, что заданная фигура расположена внутри полукруга, т.е. площадь ее меньше  
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Рис. 17
Пример 18. Из каждой вершины квадратного листа картона размером    1м×1м вырезаются квадратики так, как показано на рис. 18 (вырезается заштрихованная часть). Из оставшегося картона сгибается коробка (линии сгиба обозначены пунктиром). Существуют ли такие объемы коробки V, которые могут быть получены при различных размерах вырезов? 
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                Рис. 18
Решение. Обозначим сторону вырезаемого квадратика через x (очевидно, 0<x<
[image: image86.wmf]2
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). Размер стороны дна коробки равен 1-2x, а  объем ее      
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причем 0<V<Vmax, где Vmax – максимально возможный объем коробки. Для определения размера выреза необходимо отыскать корни полученного уравнения третьей степени. Число неодинаковых корней этого уравнения равно количеству различных размеров вырезов, приводящих к одному и тому же объему коробки. Аналитическое решение такого уравнения достаточно трудно, поэтому воспользуемся графическим методом. Исходное уравнение эквивалентно системе уравнений 
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После построения графиков функций 
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 легко видеть (рис. 19), что любой объем коробки (за исключением  V=Vmax) может быть поучен при двух разных размерах вырезов x=x1 и x=x2. Корень x=x3 не является решением из-за того, что 
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Рис. 19

Ряд задач физики  получает наглядное толкование, если воспользоваться графическим изображением соответствующего физического процесса.


Пример 19. Найти зависимость величины мощности N, выделяемой на внешнем сопротивлении R, в простейшей электрической цепи (рис. 20) и КПД источника питания η от величины R. ЭДС источника ε, внутреннее сопротивление r.
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                 Рис. 20

Мощность, выделяемая на внешнем    сопротивлении R при протекании в цепи тока I, определяется по формуле N=I2R. Так как 
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,то N=ε2 R/(r+R)2.  КПД источника питания 
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Очевидно, что как N, так и η можно рассматривать как функции от аргумента R, т.е. N=f(R) и η=φ(R). Построим графики функций, считая, сто величины ε и r постоянные, а величина R – переменная (аргумент). По физическому смыслу R
[image: image96.wmf]³

0, поэтому графики следует строить в координатах R, N и R, η лишь для положительных значений R, включая R=0.

При R=0 N=0, при R→∞ N→0 (ось R является асимптотой). Так как функция 
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 непрерывна и положительна при всех допустимых значениях R>0, то на полуинтервале 0≤R<∞ она имеет максимум (рис. 21). Этот максимум расположен в точке R=r и равен 
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Из графика видно, что при отсутствии внешнего сопротивления (R=0), т.е. когда источник замкнут накоротко, вся мощность выделяется внутри самого источника (N=0). Когда внешнее сопротивление равно внутреннему сопротивлению источника (R=r), то во внешней цепи выделяется максимальная мощность (
[image: image100.wmf]r
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). Если внешнее сопротивление становится больше сопротивления источника (R>r), то выделяемая во внешней цепи мощность начинает уменьшаться с ростом R. В пределе, когда источник разомкнут (R=∞), мощность во внешней цепи не выделяется (N=0).
          Рис. 21
График функции 
[image: image101.wmf]R

r

R

+

=

h

 представляет собой часть гиперболы (рис. 21), асимптотой которой является прямая η=1 (при R→∞ η→1). При R=0 η=0. Таким образом, при замкнутом накоротко источнике (R=0) его КПД равен нулю (η=0). С ростом внешнего сопротивления КПД источника растет, приближаясь к 1. В пределе, при разомкнутом источнике (R=∞) его КПД равен 100% (η=1). Заметим, что случаю максимальной мощности Nmax (при R=r) соответствует КПД 50% (η=0,5).

Пример 20. На какую максимальную высоту H от поверхности Земли с помощью одноступенчатой ракеты можно вывести спутник в предположении, что масса его в тоннах зависит от высоты орбиты по закону M=0,5+
[image: image102.wmf]H

 (H выражено в тысячах километров)? Начальная  масса ракеты M0 =5 т, скорость истечения газов из сопла двигателя V0 =4,5 км/сек.


Примечания:

1) считаем, что масса спутника возрастает по мере удаления от Земли из-за необходимости увеличения мощности радиоаппаратуры для передачи данных на Землю, что сопровождается ростом веса спутника;

2) масса спутника зависит от радиуса его орбиты R, отсчитываемого от центра Земли по закону 
[image: image103.wmf],
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где g=9,8 м/сек2 – ускорение силы тяжести.


Решение. Приступая к решению, упростим вначале последнее выражение, подставив в него численные значения M0, g, V0 выразив R через H в виде R=(6+H)×1000 км (принимаем радиус Земли равным 6000 км). Тогда  
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 Очевидно, что задача сводится к решению трансцендентного уравнения  
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]корни которого аналитически найти невозможно.

Воспользуемся графическим методом, построив для этой цели графики функций 
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 (голубая линия) и 
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(зелёная линия)  (рис. 22).  
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Рис. 22
Решение задачи находится как абсцисса точки пересечения этих графиков. Из рисунка видно, что спутник может быть выведен на орбиту высотой около 200 км.
Заключение
Курс школьной математики предусматривает изучение различных способов решения уравнений и неравенств. Однако на вступительных экзаменах в ВУЗы всё чаще встречаются уравнения и неравенства, методы, решения которых выходят за рамки школьного учебника математики. В связи с этим, вполне целесообразно рассмотреть использование графиков для решения уравнений и неравенств на факультативных занятиях. Это и закрепление изученных свойств функций, и прекрасная демонстрация их применения на практике, и подготовка учащихся к вступительным экзаменам.

В данной работе представлены графические способы решения уравнений, неравенств, их систем и прикладных задач, которые наглядно объясняются геометрической интерпретацией, сопровождаются рисунками, а также достаточным количеством примеров.
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