Справочный материал.

1)Аксиомы стереометрии:
А1:Через любые три точки, не лежащие на данной прямой, проходит плоскость и только одна.

А2:Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости.

А3:Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей.
2)Определения:
О1: Две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.

О2: Два отрезка(луча, или луч и отрезок) называются параллельными,если они лежат на параллельных прямых.

О3: Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих точек.
О4: Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются.

3)Теоремы:

Т1:Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость и только одна.
Т2:Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и при том только одна.

Т3:Через любую точку пространства, не лежащую на данной прямой, проходит прямая, параллельная данной, и притом только одна.

Т4:Если две прямые параллельны, то они лежат в одной плоскости.

Т5:Если две прямые параллельны третьей, то они параллельны.

Т6:Если прямая а параллельна прямой в и пересекает прямую с, то прямая с параллельна прямой в.

Т7: (Признак параллельности прямой и плоскости.)Если прямая, не лежащая в данной плоскости,параллельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна данной плоскости.
Т8:Если плоскость проходит через данную прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения плоскостей параллельна данной прямой.

Т9:(Признак параллельности плоскостей.)Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.

Т10:(Свойство параллельных плоскостей.)Если две плоскости параллельны, то линии их пересечения третьей плоскостью также параллельны.
Многогранником называется тело, поверхность которого состоит из конечного числа плоских многоугольников.
Построение сечений многогранников.

Сечение многогранников плоскостью а представляет собой многоугольник, стороны которого-это линии пересечения граней многогранника с плоскостью сечения а. Плоскость сечения будем задавать тремя точками P,Q,R.

Мы рассмотрим единый  метод решения задач на сечение. Суть этого метода состоит в том, что на плоскости сечения выбирается прямая и строится точка пересечения её с плоскостью одной из граней многогранника. Получив две точки, принадлежащие как плоскости сечения, так  и плоскости грани, строим линию их пересечения. Линию пересечения двух плоскостей называют также следом одной из них на другой. Секущая  плоскость имеет столько следов, сколько плоскостей граней она пересекает.
Пример1:

На рёбрах MA и MB, а также в грани MCD пирамиды MABCD взяты соответственно точки P,Q,R. Построим линию пересечения плоскости PQR с плоскостью ABC.
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Решение
1.Точки P/, Q/, R/ –это проекции точек P,Q,R на плоскость ABC.

2.Прямые PQ и P/ Q/ лежат в одной плоскости. Найдём точку S1, в которой пересекаются эти прямые т.к. точка S1 лежит на прямой  PQ,точки PиQ которой лежат в плоскости  PQR, то по А2 точка S1 лежит в плоскости PQR.Аналогично точка S1 лежит в плоскости ABC.
Итак, точка S1 является общей точкой плоскостей PQR и ABC. Значит, по А3 эти плоскости пересекаются по прямой, проходящей через точку S1.
3.Найдём точку S2, в которой пересекаются лежащие в одной плоскости прямые QR и
 Q /R/.Точка S2 является общей точкой плоскостей PQR и  АВС. Плоскости пересекаются по прямой, проходящей через точку S2.
4. Проведём прямую S1S2. Т.к. обе её точки лежат в плоскостях PQR и ABC, то по А2 эта прямая лежит и в плоскости PQR и в ABC. 
Прямая S1S2-это искомая линия пересечения плоскости PQR с плоскостью ABC.
Пример2:

На рёбрах MA и MB, а также в грани MCD пирамиды MABCD взяты соответственно точки P,Q,R.Построим сечение пирамиды плоскостью PQR.
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Решение
1.Построим прямую S1S2-след плоскости PQR на плоскости ABC.
2.Линией пересечения плоскости PQR с плоскостью MAB является прямая QS1, а отрезок QP-это пересечение плоскости PQR с гранью MAB.
 Найдём  проекции точек P,Q и R из центра M на плоскость ABC.

Так как точка P взята на ребре MA, то она проектируется в точку P/,совпадающую с точкой A.Аналогично приходим к выводу, что точка Q,/ совпадёт с точкой B, а точка R/=MR ∩CD.
Получив точки P/,Q/,R/, найдём точки S1=PQ ∩P/ Q/ и S2=QR ∩Q/ R/.Теперь проведём прямую S1S2.

3.Так как точка P является общей точкой плоскостей PQR и MAD, то по А2 эти плоскости пересекаются по прямой, проходящей через точку P.Найдём ещё одну общую точку этих плоскостей. Заметим, что если плоскость  PQR пересекает прямую MD в некоторой точке V , то точка V/- проекция точки V на плоскость ABC- совпадёт с точкой D.Построим точку S3,в которой  прямая P/ V/ пересекает прямую S1S2.
Точка S3 лежит на прямой S1S2, тогда по А2 точка S3 лежит в плоскости PQR.Вместе с тем точка S3 лежит в плоскости MAD.

Итак, плоскость PQR и плоскость MAD имеют две общие точки: P и S3.Значит, прямая PS3- это линия пересечения плоскости PQR с плоскостью MAD.Проведём эту прямую и точку V, в которой прямая PS3 пересекает прямую MD.Отрезок PV является пересечением плоскости  PQR с гранью MAD.
4.Так как точки V и R лежат в плоскости PQR, и в плоскости MCD, то прямая VR является линией пересечения  этих плоскостей.Найдём точку T, в которой прямая VR пересекает прямую MC.Отрезок VT-это пересечение плоскости PQR с гранью MCD.
5. Отрезок QT –это пересечение плоскости PQR с гранью MBC.
Итак, четырёхугольник PQTV- искомое сечение.
Пример 3.
На рёбрах АА1 и ВВ1 призмы АВСDА1В1С1D1 взяты соответственно точки Р и Q, а в грани  СDD1С1 взята точкаR. Построим линию пересечения плоскостей РQR и ABC.
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Решение.

1.Построим точки P/,Q/,R/- проекции точек  P,Q,R  на плоскость АВС в направлении, параллельном боковому ребру призмы. Точка Р лежит на ребре АА1, поэтому она проектируется в точку А. Аналогично точка  Q/ совпадает с точкой В. В плоскости 
СDD1 через точку R проведём прямую, параллельную прямой DD1. Точка пересечения
проведённой прямой с прямой СD есть точка R/.

2.Прямые PQ и P/Q/ лежат в одной плоскости. Пусть они не параллельны. Построим точку 
S1=PQ ∩P/ Q/. Так как точка S1 лежит на прямой PQ, то она лежит в плоскости РQR, а так как  точка  S1 лежит на прямой P/Q/ , то она лежит в плоскости АВС. Итак, плоскости АВС и РQR имеют общую точку S1,значит, они пересекаются по прямой, проходящей через точку S1.
3.Так как ВВ1|| DD1 иR R/|| DD1, то R R/|| ВВ1, и, значит, прямыми R R/ и ВВ1 определяется плоскость. В этой плоскости лежат также прямые QR и Q/ R/. Пусть эти прямые не параллельны. Построим точку S2, в которой пересекаются лежащие в одной плоскости прямые QR иQ /R/.Точка S2 является общей точкой плоскостей PQR и  АВС. Плоскости пересекаются по прямой, проходящей через точку S2.
4. Проведём прямую S1S2. Т.к. обе её точки лежат в плоскостях PQR и ABC, то по А2 эта прямая лежит и в плоскости PQR и в ABC. 
Прямая S1S2-это искомая линия пересечения плоскости PQR с плоскостью ABC.
Пример 4.
В   гранях   BCС1B1и    ADD1A1  и   CDDlCl   призмы   ABCDA1B1C1D1   взяты соответственно точки Р, Q и R. Построим сечение призмы плоскостью PQR..
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Ha pe6pax MA u MB, a takke B rpanu MCD nupamuael MABCD B3siThl
cooTBeTCTBEHHO TOYkM P, Q u R. TlocTpouM ceyeHue MUPAMUIbI

mockocTbio POR.

Pemenne
1) Moctpoum npsamyio §;.5, — clel MIOCKOCTH
PQOR na nnockocti ABC (cM. mpumep 1).

2) Jinuueit nepeceueHus rmiaockocth PQR ¢
wiockocTbio MAB asnsietcs npamas (QS), a 0Tpe3oK

QP — 310 nepeceyeHue naockoctd POR ¢ rpaHbio
MAB.

Kak npu pelueHUr npumepa 1, HaiiieM cHauyana
npoekuuu Touyek P, Q ¥ R u3 ueHrpa M Ha
miockocTh ABC.

Tak kak Touka P B3sita Ha pebpe MA, 1O OHa
TIPOEKTUPYETCS B TOUKY P, COBMAAaioUIyIo C TOYKOM A.
AHAJIOTMYHO TNPUXOAMM K BbIBOAY, 4YTO Touka Q'
COBMajaeT ¢ TOYKoi B, a Touka R'= MR CD.

Monyuyus Touku P, Q'u R, HalineM Touku §; =

= PQN P'Q'n 5;= QRN Q'R Tenepb nposenem
npAMyio 8,5,

3) Tak kak Touyka P sBnsiercs OOILEHd TOUKOWM
miockocteit PQR n MAD, to no A, 3TH TUIOCKOCTH

nepecekaloTcs Mo MPAMOM, MPOXOIALIEH Yepe3 TOUKY
P. Haiigem ewe onHy oOOWIYI0O TOYKY 3THUX
[JIOCKOCTEH. 3aMeTUM, uYTO €CaU TiockocTb PQOR
nepecekaer npsimylo MD B HekoTopoit Touke V, TO
Toyka V' — npoekums Touku V Ha ruockoctb ABC —

B(O")

coBnagaetT ¢ Toukoi D. TloctpouMm ToOuky S,, B
KoTopoi mnpsamas PV’ nepecekaer npsamylo S5,

Touka §; 1eXuT Ha npsamoi §,S,, Toraa no A,
TOYKa 3 JEXUT B Tulockoctu PQR. Bmecte ¢ Tem
TOYKa S5 JIEXUT U B Mjaockoct MAD.

HUrak, njockocte PQOR u muockocte MAD
MMeIoT ABe obwue Touku: P u S;. 3Hauut, npsamas

PS; — 370 nMHUA TiepeceyeHus TIOCKOCTH PQR ¢

ockoctelo MAD. TlpoBeaem 3Ty npsamyio M
HalaemM Touky V, B KoTOpoi npsamas PS;

nepecekaer npamyio MD. Otpesok PV sasasercs
nepeceueHueM nnockoctu PQR c rpaHbio MAD.

4) Tak kak Touyku V' u R nexart U B MJIOCKOCTH
POR, v B nnockoct MCD, to npsimas VR siBnsieTcs
JIMHUEN nepeceuyeHUsi 3TUX MockocTei. Haitaem
Touky 7, B KoTopoW npsimas VR mnepecekaer
npsamyio MC. Otpesoxk VT — 3TO nepeceyeHue
naockoctt POR ¢ rpansio MCD.

5) U HakoHel, MOHSATHO, YTO OoTpe3oK QT — 3To
nepecedeHue rmnockocti PQR c¢ rpaneio MBC.

Wrtak, uyetbipexyronbHuk PQTV — wuckomoe
CEYEHHE.

M





Решение.
1.Построим прямую S1S2 – след плоскости  PQR на плоскости АВС.

2. Так как точка Q является общей точкой плоскостей PQR и АВС, то по А2 эти плоскости  пересекаются по прямой, проходящей через точку Q.Найдём ещё одну общую точку этих плоскостей. Точка V является точкой пересечения прямой DD1 с плоскостью PQR, значит точка V/ - проекция точки V на плоскость АВС, она совпадает с точкой D.
Построим точку S3= Q/ V/∩ S1S2. Точка S3 лежит на прямой S1S2, тогда по А2 она лежит и в плоскости PQR . Но точка S3 лежит и на прямой АD, то есть она лежит и в плоскости А DD1.
Итак, плоскости  PQR и А DD1 имеют две общие точки: Q и S3, значит, прямая QS3 – это линия пересечения плоскости PQR с плоскостью А DD1. Проведём прямую QS3 и найдём точку V=

QS3∩ DD1. Если прямая QS3 пересекает прямую АА1 в точкеА2, то отрезок А2V является пересечением плоскости PQR с гранью ADD1A1.
3. Так как точки V и R лежат и в плоскости PQR и в плоскостиDСС1, то прямая VR является линией пересечения этих плоскостей, и если прямая пересекает ребро СС1 призмы в точке С2, то отрезок VС2 является пересечением плоскости PQR и грани DСС1.
4.Аналогично приходим к выводу, что прямая С2Р  является линией пересечения  плоскости PQR с плоскостью ВСС1, а отрезок С2К – это пересечение плоскости PQR с гранью ВСС1В1.
5.Найдём точку В2= С2К ∩ ВВ1. Тогда прямая В2А2 – это линия пересечения плоскости PQR с плоскостью АВВ1, а отрезок А2L является пересечением плоскости PQR  с гранью АВВ1А1. 
6.Соединим точку К с точкой L. Отрезок КL является пересечением плоскости PQR с гранью А1В1С1 D1.

Пятиугольник VС2КLА2- искомое сечение.
Пример 5.
На ребрах CD и ВВ1 призмы ABCDА1 B1 C1 D1  взяты соответственно точки
Р и  Q. Построим сечение призмы плоскостью α, проходящей через прямую PQ параллельно прямой АС.
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B rpausx BCC,B,, ADDA; w CDD,C; npusmbel ABCDA,B,C,D, B3sthI
cooTBeTcTBeHHO Touku P, Q 1 R. TlocTpouM ceueHne npu3Mbl iockocTbio POR.

Pemenue

1) MoctpouM npamylo 8|S, — cliea MI0CKOCTH
POR na mnockocth ABC (cM. npumep 5).

2) Tak kak Touka Q sBasieTcss OOuied TOYKOM
nnockocteit POR 1 ADD|, 10 10 Ay 3TH MJIOCKOCTH

rnepecekaloTcss MO NPAMOi, MpOXoaslen uepes
toyky Q. Haitnem euie oaHy oOulyl0 TOUKY ITHX
nnockocreit. Eciuv, Hanpumep, Touka V ssngercs
TOYKOH repeceyeHus npsamMoit DD, ¢ 1IOCKOCTbIO

POR, 10 Touka V' — nmnpoekuus TOYKM V' Ha
nnockocts ABC — coBnaaaet ¢ Toukoit D.
MoctpouM Touky S3=Q0V'n 5,8, Touka 53
JIeXHUT Ha NpsMoit S)S,, Torna mo A, oHa JIeXHUT B
nnockoct PQR. Bmecte ¢ TeM Toyka Sj JIEXUT Ha
npsiMoit AD, T.e. OHa NeXUT U B TuiockocTh ADD,.
HUrak, nnockocth PQR v ADD; wumeior ase
o6wue Touku: Q u Sy 3HauwT, npsiMas Q§; — 910

JIMHUA riepeceyeHust IIockoctd PQR ¢ MIOCKOCTbIO
ADD,. Tlposeaem npsaMyio 0S; v HaiigeM TOuky V'=

= QS; n DD;.

Ecaiu npamas QS; nepecekaer npsamylo AA| B
TOYyKe Ay, TO OTPE30K A,V sBnseTcst nepeceyeHUeM
nnockocti POR ¢ rpaHbio ADDA,.

3) Tak KaK Touku V' 1 R nexar u B NMIOCKOCTH
POR, w B nuockoctu DCCy, To mnpsamas VR

SBJIAETCS IMHUENH NepeceyeHUst ITUX MIOCKOCTEM, U
ecnu npsaMas VR ncpecekaer pebpo CC; npusMbl B

touke C,, To oTpe3ok VC, saBsercs nepeceyeHuem
nnockoctH PQR c rpanbio DCC,D,.

4) Paccyxnas aHajJOMMYHO, [IPUXOAUM K
BbiBOAy, uTo npamaa C,P asngerca JuHHEH

nepeceyeHus riaockoctu POR ¢ naockoctbio BCC,,
a otpe3ok C,K — 3To nepeceyeHue niaockoctu POR
c rpaHbio BCC\B,.

5) Haiigem Touky B, = C,K n BB;. Toraa
npsmas ByA, — 3TO JIMHUS TIepeceyeHust MI0CKOCTH
PQOR ¢ nnockocTbio ABB|, a oTpe3ok A,L sasasercs
nepeceyeHueM riockoct PQR ¢ rpaHbio ABBA,.

6) CoennHum Touky K c Toukoit L. Otpesok KL
SBJISIETCS MepeceyeHueM TockocTi POR ¢ rpaHbio

Urtak, nsituyronbHuk VC,KLA, — uckomoe
ceyeHue.

3aMeuanue. OOpaTuTe BHUMaHUE: TMpAMble
LK v 8,5, nonyunnuce napaijiesibHbIMU. 3aKOHO-

MepHoCThb 3Toro ¢akrta GyaeT o60CHOBaHA MPHU U3Y-
YEHUU CBOKMCTB NMapasule/ibHbIX TJIOCKOCTEMH.



                                                                                                                                                                              
Решение.

1.В плоскости АВС через точку Р проведём прямую m|| АС.

2. Найдём точки S1=m ∩ AD. S2= m∩ AB, S3=m ∩ BC.
3.Прямая QS2 – линия пересечения плоскости α с плоскостью АВВ1. Найдём точку А2=
QS2 ∩ АА1. Отрезок QА2 является пересечением плоскости α с гранью АВВ1А1.

4.Прямая QS3- линия пересечения плоскости α с плоскостью ВСС1.Найдём точку С2=
QS3∩СС1. Отрезок QС2 является пересечением плоскости α с гранью ВСС1В1.

5.Соединим точку А2  с точкой S1 и точку С2 с точкой Р. Отрезки А2 S1 и С2Р являются пересечениями плоскости α соответственно с гранями АDD1А1 и С DD1С1.
Пятиугольник Р S1А2QС2 – искомое сечение.
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