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                                                                                      “Если вы хотите научиться плавать,

                                                                      то входите в воду, а если хотите 

                                                                                научиться решать задачи, то решайте их”.
                                                                                                                              Д.Пойа
Предисловие.

                Умение решать задачи является одним из важнейших элементов математической подготовки. Иногда для решения задач требуется повторить учебный материал изученный раньше. Для этого приходится идти в библиотеку или просмотреть справочную литературу. Для нахождения нужного  теоретического материала  затрачивается  много времени. Поэтому я решил составить небольшие пособия по основным темам математики, так как в дальнейшем придется сдавать экзамены в 9 классе и в 11.
       Часто выполняя  олимпиадные задания, задачи повышенной сложности и просматривая

экзаменационный материал (9 класс) я сталкиваюсь с задачами,  содержащими модуль. Того материала, который мы проходим в общеобразовательной школе не всегда достаточно для решения. И поэтому я решил собрать более подробный материал в своей так называемой «шпаргалке» по теме « Модуль».   В 9-11 классе собираюсь продолжить свою работу, собрать по - возможности  как можно больше теоретического и практического материала по данной теме.
      Пособие состоит из двух частей:   1 - теоретическая,    2 - практическая.
В первой части я рассмотрел теоретический материал, принцип решения заданий с модулем от простых  к  более сложным;  алгоритм их решения.

Во второй части представлены  задачи,  на которых можно попрактиковаться; составил небольшой тест по принципу:  от  простого   к   более сложному.

     При составлении данного пособия,  я изучил много литературы, повторил материал предыдущих классов. 

     Я надеюсь, что мое пособие поможет   и  ученикам,  имеющим слабые знания по данной теме. 
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Глава 1. Из истории математики.

Математика за 2500 лет своего существования накопила богатейший инструмент для исследования окружающего нас мира. Однако, как заметил один из ведущих математиков, кораблестроителей академик Крылов, человек обращается к математике не затем, чтобы любоваться неисчислимыми сокровищами, ему, прежде всего, необходимо ознакомиться со столетними испытанными инструментами, научится ими искусно владеть.

Число - важнейшее понятие математики.  Потребовалось несколько тысячелетий, чтобы это понятие приобрело форму, которая в настоящий момент признается удовлетворительной подавляющим большинством математиков. Однако в соответствующих формулировках используется профессиональный язык столь высокого уровня, что попытка передать их точный смысл "простыми и понятными словами", по-видимому, безнадежна. Приходится довольствоваться лишь общими описаниями. 

Простейший вид чисел - натуральные числа - исторически возник из потребностей счета: одна лодка, два человека, три дерева и т.д. Лишь на достаточно высоком интеллектуальном уровне было осознано, что у конкретных предметных групп "два камня ", "две птицы" и "две руки" есть нечто общее: "два". Абстрактные, отвлеченные числа позволяли сравнивать количество предметов в разнородных совокупностях, что имело важное  значение при обменных операциях типа "раковина за орех". 

Развитие счета шло параллельно с изменением в психологическом восприятии понятия "много". Вначале было "один,  два, много" или "один, два, три, много",  но постепенно граница  отодвигалась,  формировался  натуральный  ряд  чисел: 1, 2, 3, 4 и т.д. Естественный инструмент счета - пальцы на руках - установил первый предел: десять. Принцип группировки по десять позволял охватывать все большие количества объектов, объединяя их в новые единицы счета: десять десятков - сотня, десять сотен - тысяча, дальше десяти тысяч обыденный разум не заглядывал. Так сформировалась десятичная система счисления. Она позволяла с помощью небольшого количества слов называть все встречающиеся числа: например, триста шестьдесят пять - это три сотни и шесть десятков и пять единиц. Не у всех народов  десяток  стал основным числом счета: одни осознали в качестве первой границы пять (пальцы одной руки),  другие - двадцать (все пальцы на руках и на ногах),  в Вавилоне употреблялась система с загадочным основанием шестьдесят, в согласии с ней мы до сих пор делим окружность на триста шестьдесят градусов и измеряем время: в часе - шестьдесят минут,  в  минуте - шестьдесят секунд.  Но  в конце концов десятичный принцип стал общепризнанным. 

С появлением письменности возникла проблема записи чисел. Древние греки и евреи применяли алфавитную систему нумерации: числа от единицы до девяти, а затем все десятки и сотни обозначались буквами в порядке алфавита, над которыми ставилась черта. Создатели славянского письма перенесли этот прием на новую почву: знаки кириллицы, соответствовавшие греческим буквам, получили те же числовые значения (но алфавитный порядок при этом нарушился), сверху ставилось титло. Таким образом, приходилось запоминать 27 (проверьте) числовых знаков - цифр. 

В Западной Европе вплоть до XVIII века в официальных документах применялась римская буквенная нумерация. Она использовала всего семь цифр: I - 1, V - 5, X - 10, L - 50, C - 100, D - 500, M - 1000. Число также записывалось в виде последовательности цифр, но из эстетических соображений запрещалось четырехкратное повторение одной и той же цифры. Так  что числа 4, 9, 40, 90, 400, 900 обозначались соответственно как IV, IX, XL, XC, CD, CM,- меньшая по значению цифра оказывалась левее большей (но часовщики упорно писали 
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на циферблатах IIII, чтобы не путать с шестеркой VI). Римские цифры используются до сих пор в обозначениях дат и в порядковых номерах. 

В процессе счета возникли и основные арифметические действия над числами - сложение и умножение, были осознаны основные законы, которым они подчиняются; появились основные понятия; расширилось понятие самого числа.

С появлением позиционной системы счисления к натуральным числам присоединился ноль, который стал восприниматься как обозначение отсутствия какого-либо количества. Принцип расширения имеющегося числового множества многократно использовался в математической практике. С его помощью над фундаментом - натуральным рядом - постепенно выросло огромное здание, символизирующее все оттенки современного представления о числе. 

Если ноль был введен для преодоления некоторых трудностей, связанных с созданием нового, универсального способа нумерации, то последующие обобщения понятия о числе возникли в основном на алгебраической почве. Можно сказать, что арифметика изучает свойства чисел и, в частности, производимые над ними операции, алгебра же изучает свойства операций, производимых над произвольными объектами и, в частности, над числами. Законы ассоциативности и коммутативности, которым подчиняются сложение и умножение чисел, в равной мере относятся и к арифметике, и к алгебре.

Операция сложения соответствует практическому действию "прибавить нечто к имеющемуся количеству", например, к трем апельсинам еще два. С ней связана обратная операция - вычитание, имеющая в основе не менее естественное действие - "отнять". Однако вычитание выполнимо не во всех случаях: если некто имеет три апельсина, то отнять у него пять апельсинов невозможно. Указанная неполноценность вычитания станет особенно очевидной, когда мы перейдем на язык уравнений. Если имеется a предметов, то сколько еще нужно прибавить к ним, чтобы получить b предметов? Другими словами, чему равен x, если a+x=b? Решение x=b-a не имеет смысла в множестве натуральных чисел N, если a больше b. Значит, нужно в указанном уравнении добавлять условие "при a<b". Чтобы избавиться от такого рода ограничений (в большом количестве они совершенно затемняют смысл производимых действий), были введены отрицательные числа -1, -2, -3 и т.д. Вместе с натуральными числами и нулем эти новые числа образуют множество Z всех целых чисел. В отличие от натурального ряда N, в множестве Z уравнение a+x=b всегда разрешимо: при a<b решением будет натуральное число b-a, при a=b получаем x=0, при a>b решение x=b-a оказывается отрицательным целым числом, противоположным натуральному числу a-b. 

Если 0 долгое время не признавался числом, то отрицательные числа при своем появлении встретили еще более решительное неприятие. Обыденный разум не допускал этих "ложных" чисел, по своему смыслу меньших нуля, т.е. "меньших, чем ничто". Полное признание наступило лишь в XVII веке, когда отрицательные числа были осознаны в практической деятельности как показатели убытка (в противоположность прибыли), движения вспять, т.е. в направлении, обратном заданному, уровней ниже фиксированного и т.п. Но в естественные языки явные названия отрицательных чисел ("минус десять", "минус двадцать пять") вошли разве лишь в качестве температурных показаний. 

Существенной характеристикой действительного числа является абсолютная величина. Это понятие имеет широкое распространение в различных отделах физико-математических и технических наук. Так в математическом анализе одно из первых и фундаментальных понятий – понятие предела – в своем определении содержит понятие абсолютной величины числа. В теории приближенных вычислений первым важнейшим понятием является понятие абсолютной погрешности приближенного числа. В механике основным первоначальным понятием является понятие вектора, важнейшей характеристикой которого служит его 
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абсолютная величина. При решении уравнений, содержащих переменную под знаком модуля, чаще всего применяются следующих методы: 1) раскрытие модуля по определению, 2) возведение обоих частей в квадрат, 3) метод разбиения на промежутки, 4) графический метод…

Записывать и решать уравнения начали арабы в первом тысячелетие нашей эры. До тех пор решение задач было исключительно арифметическим – из многих действий. В тот момент, когда появилась блестящая идея находить неизвестное из этих соотношений, родилась алгебра.
Древние греки не знали буквенных обозначений для неконкретных чисел и поэтому не имели возможности записывать формулы. Они представляли себе числа в виде отрезков соответствующей длины и все рассуждения проводили в геометрических терминах. Первые шаги в области алгебры сделал Диофант (кроме двух книг, которые он написал, о нем ничего не известно; считается, что он жил в III веке н.э.), но по-настоящему ею занялись среднеазиатские математики, среди которых выделяются Мухаммед бен Муса аль-Хорезми (780-847) и Гиясаддин Абу-л-Фатх Омар ибн Ибрагим аль-Хайям (1048-1131). Аль-Хорезми (от его имени происходит термин "алгоритм") в книге "Алджебр" изложил теорию решения линейных и квадратных уравнений, а Омар Хайям одновременно с созданием поэтического шедевра "Рубаи" разработал способы нахождения корней некоторых кубических уравнений. С этого времени алгебра утвердилась как самостоятельная ветвь математики.
Слово “алгебра” – арабского происхождения;  великий ученый арабского мира  Аль-Хорезми называл перенесение членов из одной части равенства в другую так, чтобы они стали положительными, слово “аль-джебр”  (восстановление), а словом  “аль-мукабала”  (противопоставление),  исчезнувшим ныне из математического языка, называлось приведение подобных членов, в результате которого в уравнении для каждой степени неизвестного остается только один положительный член.

В те времена не было еще общепринятых теперь обозначений переменных буквами, а действий – знаками. Уравнения записывались словами. Но и в такой “словесной форме” уравнения существенно облегчали жизнь. Арифметика (как и классическая геометрия) не знала общих подходов к решению задач, но для каждой новой задачи нужно было подбирать новое решение.

Применение уравнений упрощает решение задач; но самое замечательное то, что одним и тем же уравнением могут описываться совершенно разные ситуации. Научившись решать некоторый тип уравнений, можно тем самым  справиться с целыми классами задач.
 Слово «модуль» произошло от латинского слова «modulus», что в переводе означает «мера». Это многозначное слово (омоним), которое имеет множество значений и применяется не только в математике, но и в архитектуре, физике, технике, программировании и других точных науках.
В архитектуре - это исходная единица измерения, устанавливаемая для данного архитектурного сооружения и служащая для выражения кратных соотношений его составных элементов.
В технике - это термин, применяемый в различных  областях техники, не имеющий универсального значения и служащий для обозначения различных коэффициентов и величин, например модуль зацепления, модуль упругости и т.п.
Модуль объемного сжатия ( в физике) - отношение нормального напряжения в материале к относительному удлинению.       
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    Модуль числа мы начинаем изучать с 6 класса.  При нахождении расстояния от точек А(-6 и В(5) до начала отсчета  на координатной прямой.

               А(-6)
0                 В(5)                    х
[image: image1]
[image: image59.png]ya





  1)   Определение:   Модулем рационального числа называется расстояние от начала отсчета до точки координатной прямой, соответствующей этому числу

                              А(-3)       0         В(3)
                           х

[image: image2]Записывают:  |-3 |=3,   | 3 |=3
2)    Мы знаем, что число 3 и -3 противоположные. Точки  на  координатной  прямой, соответствующие  противоположным  числам,  одинаково  удалены от начала  отсчета, поэтому  модули  противоположных  чисел равны:

                                                                                          |-3 |=|3 |= 3  ;          |-а |=| а |
3)    Модуль  числа  0 равен 0, так как точка   координатной прямой,   соответствующая числу 0, совпадает с началом отсчета, то есть удаленна от нее  на щ единичных отрезков. Пишут: |0‌‌‌‌‌‌‌| = 0

4)  Расстояние между двумя точками не может выражаться отрицательным числом, поэтому модуль числа не может быть отрицательным.  Для положительного числа и нуля он равен самому числу, а для отрицательного числа – противоположному числу.  Например:
                          | -9 |=9;                      | 3,6 |=3,6;                              | 0 |= 0;                                                  

                             | -9 |= -(-9)=9;            | -12,6 |= -(-12,6) = 12,6;         | -2/3 |=-(-2/3) =2/3.

      -   Понятие модуля используется при сравнении чисел. Например:  Из двух отрицательных чисел  меньше то, модуль которого больше
                                                                                                      -15 < -9, т.к. | -15 |  >  | -9 |

      -   Понятие модуля используется при действиях с  рациональными  числами.
 а) Чтобы сложить два числа с разными знаками, надо  1) из большего модуля слагаемых вычесть меньший; 2) поставить перед полученным  числом  знак того слагаемого, модуль которого больше.         
                                       Например:    6,1+ ( -4,2) = + ( 6,1-4,2) = 1,9
                                                             -6,1+ 4,2 =  -(  6,1- 4,2) = -1,9
б) Чтобы сложить два  отрицательных числа, надо: 1) сложить их модули; 2) поставить перед полученным числом знак «-».  

                                     Например:    -8,7 + (-3,5) = - ( 8,7 + 3,5) = -12,5
в)  Чтобы  перемножить  два числа с разными знаками, надо перемножить  модули этих чисел и поставить перед полученным числом знак  «- ».
                                     Например:     12,7 *  (-3,5) = - ( 12,7 * 3,5) = - 44,45
                                                           -12,7 *  3,5  =  - ( 12,7 * 3,5)   = - 44,4
г)   Чтобы перемножить  два  отрицательных числа, надо перемножить их модули.
                                     Например:   ( – 3,2) * ( -9)  =  | - 3,2 |  *  | -9 |  = 3,2 *  9  =  28,8
д)  Чтобы разделить отрицательное число на отрицательное,   надо разделить модуль делимого на  модуль  делителя.  

                                     Например:  -4,5 : (-1,5) = | - 4,5 |  :  | -1,5 | =  4,5:1,5 = 3  
е)   При делении чисел с разными знаками, надо: 1) разделить модуль делимого на модуль делителя; 2) поставить перед полученным числом знак «-».
                                     Например:  -3,6 : (-3 ) = | - 3,6 |  :  | 3 | = -( 3,6 : 3)  =  -1,2  
- 8 -

В дальнейшее  мы знакомимся с более точным понятием абсолютной величины ( модуль) числа.

                           Определение  модуля  действительного числа  :
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Из определения следует, что выполняются следующие свойства:
[image: image4.wmf].
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                4 .   Если  a>0 , то неравенство [image: image5.wmf]а
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При работе с модулем числа надо помнить:

· Числа +2 и -2. 

Это противоположные числа. 

Число +2 противоположно числу -2. 

Число -2противоположно числу +2. 

Рассмотрим еще примеры противоположных чисел: 

-7 и +7; +3, 2 и -3, 2; [image: image9.png]


 [image: image10.png]


. 

Если  a  - любое действительное число, то -a - это противоположное число. 

Если  a  -положительное число, то - a - отрицательное число. 

Например,  a = +5, тогда -a = - (5) = -5. 

Если  a - отрицательное число,  то – a  - положительное число. 

Например:   a = - 7, тогда  - a = - ( -7) = +7.
·  Все возможные случаи сравнения чисел: 

1) Если a  и b  - положительные числа, то сравниваем их как натуральные числа или обыкновенные дроби (см. занятия 2 и 4) 

Например, 4 > 1; 7 < 15,2; [image: image11.png]


 < [image: image12.png]


 

2) Если a  - положительное число, то a больше, чем 0: a  > 0. Например [image: image13.png]


 > 0; 10 > 0; 4,475 > 0. 

3) Если a  - отрицательное число , то aменьше чем 0: a < 0. Например -7 < 0; -[image: image14.png]


 < 0; -10, 23 < 0. 

4) Если a  - положительное число, а b - отрицательное число, то a  больше чем b: 

               Например :    3 >-1;    7,2 > -103,1;  

5) Если a  и b  - отрицательные числа , то сравниваем  их абсолютные величины:
а) если | a | > | b |, то a > b; 
- 9 -

б) если | a | = | b |, то a = m; 

в) если | a | < | b |, то a >b. 

Например:  -3 > -5;    -2 < -1. 

Если a >b ,то число a находится справа от числа b  на числовой оси 


х
[image: image15.png]



Например, 5 > 2. Число 5 находится справа от числа 2; 0 > -3. Число 0 находится справа от числа -3                                                                          х
[image: image16.png]



Упражнения для закрепления.
                           1. Найдите число,  противоположное числу a: 

1) a = 2; 

2) a = 4,7; 

3) a = [image: image17.png]


; 

4) a = 64, 57; 

5) a = -1; 

6) a = -[image: image18.png]


; 

7) a = -17,1; 

8) a = -2,47; 

9) a = 0. 

                            2. Найдите абсолютные величины (модули) чисел:
1) 5; 

2) 7,3; 

3) [image: image19.png]


; 

4) [image: image20.png]


; 

5) 0; 

6) -3; 

7) -5,7; 

            8) -[image: image21.png]


;
3. Изобразите на числовой оси числа  0; 1; 2; 3; 5; 10; -1; -2; -3; -5; -10; 0, 8; 1[image: image22.png]


; 2, 75; -[image: image23.png]


; -1, 4; -2, 6. 

4. Сравните числа 
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Геометрический смысл модуля.

Каждому действительному числу соответствует точка числовой оси,

Для которой это число является координатой. Абсолютная величина этого

 числа - это расстояние соответствующей точки оси до начала координат. Например. Точка  х = а и х =-а удаленны от начала координат на |а|   таким образом, абсолютная величина (модуль) действительного числа есть расстояние от точки, изображающей это число на числовой оси, до начала координат. Например, уравнения  | х | = 3 соответствуют две точки: х1= - 3, х2 = 3. уравнению | х | = о – одна точка О – начало координат,  а уравнение | х | = с (с< о) не отвечает ни одно число, т.е. это уравнение решений не имеет, или  х=Ø.
          Возьмем на числовой оси две точки а и b , найдем расстояние ρ (а, b ) между ними.  Если  а < b  , то   ρ (а, b  ) = b–а.   Если  а > b,  то   ρ (а, b  ) = а – b.
Наконец,  если а = b, то ρ (а, b  ) = а – b = b–а =о. Все эти случаи можно объединить одной формулой  ρ (а, b  ) = |а – b|, которая читается следующим образом:

|а – b| - это расстояние на числовой  (координатной) оси между точками а и b.

         Рассмотрим теперь связь соотношений | х | = с,  | х | < с,   | х | ≤ с, | х | > с,   

| х | ≥ с  (с > о) соответствующими множествами на числовой (координатной) оси.
1). | х | = с ↔  {   х = -с и х =с                         2)  | х | = с ↔  -с< х <с      3) | х | ≤ с  ↔   -с≤ х ≤с
 4) Если  | х | > с, то ему соответствует  множество точек  числовой оси,   расстояние  от  которых  до начала координат больше с, т.е.  х < -с,  х>с
значит | х | > с ↔ {  х < -с и  х >с.     
5) Аналогично ↔| х | ≥ с  ↔ {х ≤ -с и х ≥ с
График функции с модулем.
График и свойства функции f (х) = | х |, первой из элементарных функций, изучаемых в школе.                                              у

[image: image24]х
                                                          0

Нетрудно построить график этой функции. Строим прямую y = −x (это биссектриса II и IV координатных углов) и берем ту часть ее (луч), для точек которой x < 0; затем строим прямую y = x (это биссектриса I и III координатных углов) и берем ту часть ее (луч), для точек которой х≥0. В результате получаем прямой угол с вершиной в начале координат, а лучи симметричны относительно оси ординат.

              Рассмотрим свойства функции ƒ(х)= |х|.

             1. Область значений D(ƒ)=]−∞, ∞ [

2.Область значений Е(ƒ)= [ 0 , ∞ [

3.Функция |х| имеет единственный корень х =0
4.Промежутки возрастания и убывания функции:
- 11 -                                   
                                на промежутке   [ 0 , ∞ [ функции  ƒ(х)= |х| возрастает,

                                на промежутке    ]−∞, 0 ] –   убывает.
                  5. Функция четная т.к. |-х | = | х |, ее график симметричен относительно оси  Оy.
Построение функций.
1.График функции у = |х| + 1 получается из графика функции у = |х| параллельным переносом на вектор {0;1}.

2. График функции у = |х + 1| получается из графика функции у = |х| параллельным переносом на вектор {-1;0}.

Алгоритм построения графика вида y = | f(x) | 
1. Строим график функции y = f(x).
2. Часть графика, для которой значения функции положительны, оставляем без изменения.
3. Часть графика, для которой значения функции отрицательны, зеркально отображаем в верхнюю полуплоскость.
	1. у = f(|x|) 

2. у = |f(x)|

3. у = |f(|x|)|

4. у = |f(x)|+ a
	1. Отобразить график функции у = f(x) симметрично относительно оси Оу. 

2. Отобразить график функции у = f(x) симметрично относительно оси Ох.

3. Последовательно отобразить график функции у = f(x) симметрично относительно осей координат.
4. Параллельный перенос  перенос  графика функции у = |f(x)|


Приме построения графика функции.
[image: image25.png]v = f(x)
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 Построить  график квадратичной функции y = f(x). Покажем  на графике участки, для которых  значения функции:  а) положительны; б) отрицательны; в) равны 0.А теперь, исходя из данного графика, построим график функции y = | f(x) |. Те участки, где функция положительна, нам подходят, так как при y > 0 | y | = y по определению модуля. Как же быть с частью параболы, для которой значения функции отрицательны? Построим точки с противоположной ординатой, так как модуль отрицательного числа есть число ему  проти-воположное.  Таким образом, мы зеркально отобразим часть параболы в верхнюю полуплоскость.
                          Примеры построения  графиков функций с модулем.
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	а) [image: image26.png]sy




y = | x2 |
	[image: image27.png]P




y = | x2 | + 5

	б) [image: image28.png]



y = | x2 – 4 |
	в) [image: image29.png](3 1)

aw




y = | (x – 3)2 – 1 |
	г) [image: image30.png]



y = | – (x + 2)2 + 3 |


                                  Решение уравнений, содержащих модуль
      Чтобы глубоко изучать данную тему, необходимо познакомиться с простейшими определениями, которые мне будут необходимы:
      Уравнение - это равенство, содержащее переменные.
      Уравнение с модулем - это уравнение, содержащие переменную под знаком абсолютной величины(под знаком модуля). Например: |x|=1
       Решить уравнение-это значит найти все его корни, или доказать, что корней нет.

При решении уравнений, содержащих модуль, поступают следующим образом: 
1) находят значения х,  которые обращают выражения под знаком модуля,  в нуль. 
2) эти значения  разбивают множество всех чисел  на несколько  промежутков. 
3) решают исходное уравнение на каждом промежутке, учитывая, что
                                                             | х |=  х, 
                                                             если х > 0, 
                                                            - х, если х < 0. 
4) выбирают в ответ те значениях,  которые  принадлежат выбранным 
промежуткам или делают проверку,  подставив найденные значения в исходное 
уравнение. 
        Для решения уравнений, содержащих знак абсолютной величины, мы будем основываться  на определении модуля числа и свойствах абсолютной величины числа. 
 Уравнений, содержащих знак абсолютной величины можно решать аналитически и графически уравнение.
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 Графическое решение

Одним из способов решения уравнений, содержащих  модуль, является графический способ. Суть этого способа заключается в том,  чтобы построить графики данных функций. В случае,  если графики пересекутся, точки пересечений данных графиков будут являться корнями нашего уравнения.  В случае,  если графики не пересекутся, мы сможем сделать вывод, что уравнение корней не имеет. Этот способ,  вероятно,  реже других применяют для решения уравнений, содержащих модуль, так как, во-первых, он занимает достаточно много времени и не всегда рационален, а, во-вторых, результаты, полученные при построении графиков, не всегда являются точными.
     Другой способ,  решения уравнений, содержащих модуль - это способ разбиения числовой прямой на промежутки.  В этом случае  нам нужно разбить  числовую  прямую так,  что по определению модуля, знак абсолютной величины на данных промежутках можно будет снять.  Затем, для каждого из промежутков мы должны будем решить данное уравнение и сделать вывод, относительно получившихся корней (удовлетворяют они нашему промежутку или нет).  Корни,  удовлетворяющие промежутки и дадут окончательный ответ.
                 При решении уравнений необходимо вспомнить свойства модуля:
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	(определение модуля)
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Пример №1. Решить уравнение. 
| х – 6 | = 9
Решение. Найдём значение х, при котором х  –  обращается в нуль . Это  значение 
равно 6, значит число 6 разбивает всю числовую прямую на  два промежутка. 
Рассмотрим исходное уравнение  на каждом промежутке.  
Х – 6 = 9 
Х = 9 + 6 
Х = 15. 
- 14-

Число 15 принадлежит промежутку,  значит, 15  является  корнем  данного 
уравнения. Рассмотрим исходное уравнение на промежутке х < 6, на этом промежутке 
выражение х – 6 принимает отрицательные значения, поэтому надо поменять его 
знак, раскрывая модуль.  - ( х – 6 ) = 15 
 - х + 6 = 15 
 - х = 15 –  6 
 - х = 9 
 х = - 9. 
Число – 9 принадлежит промежутку х < 6, значит,  - 9 является корнем исходного 
уравнения. 
Ответ: х =15, х = - 9. 

                                                                  Пример №2.
|x - 2| + |3 + x| = 2x +  1. 


                                                       1. Решение.
Рассмотрим промежуток x < -3. На этом промежутке x + 3 < 0 и x - 2 < 0, поэтому
 |x + 3| = -x - 3 и |x - 2| = 2 - x. Следовательно, на указанном промежутке уравнение принимает  вид -1 - 2x = 2x + 1, откуда x = -1/2.  Найденное значение не принадлежит рассматриваемому промежутку, поэтому при x < -3 уравнение решений не имеет. 

При -3   x < 2 имеем |x + 3| = x + 3 и |x - 2| = 2 - x, поэтому наше уравнение имеет на этом промежутке вид  5 = 2x + 1, откуда x = 2. И полученное значение не входит в рассматриваемый промежуток, следовательно, при -3   x < 2 данное уравнение также не имеет решения.

Пусть x  2. Тогда |x + 3| = x +3 и |x - 2| = x - 2, и уравнение принимает вид 2x + 1 = 2x + 1. Это равенство очевидно выполнено при любом x, поэтому все числа из рассматриваемого промежутка являются решениями. 

1. Ответ: x  [2, ∞ ). 

                                                         Пример №3.  Решите уравнение. 
                                               | 2х – 12 | + | 6х + 48 | = 160.
           Решение: Найдем корни (нули) каждого выражения, содержащего знак 
модуля: 
  2х –12 = 0;  х = 6;  6х + 48 = 0;  х = - 8. 
  Найденные значения  х  разбивают  числовую   прямую  на  три промежутка.

Решение данного уравнения рассматриваем на каждом промежутке отдельно. 
  В промежутке х < - 8  оба выражения, стоящие под знаком модуля, отрицательны. 
  Поэтому в этом промежутке при записи уравнения без знаков модуля знаки этих 
  выражений меняем  на  противоположные.  Получим уравнение: 
- (2х – 12 ) – ( 6х + 48 ) = 160 
- 2х +12 – 6х – 48 = 160 
- 8х – 36 = 160 
- 8х = 160 + 36 
- 8х = 196 
х = 196 : ( -8 ) 
х = - 24,5 
Это значение принадлежит рассматриваемому промежутку. Значит, оно является 
решением данного уравнения. Во втором промежутке   первое выражение отрицательно, а второе положительно, следовательно, в этом промежутке уравнение запишется в виде: 

- 15-

- (2х – 12 ) + (6х + 48) = 160 
- 2х + 12 +  6х + 48 = 160 
  4х + 60 =160 
4х = 160 – 60 
4х = 100 
х = 100 : 4 
х = 25 
 Это значение не принадлежит рассматриваемому промежутку, значит, оно не 
является корнем данного уравнения. 
В третьем промежутке   оба выражения положительны. Следовательно, в этом 
промежутке уравнение запишется так: 
   ( 2х – 12 ) + (6х + 48 ) = 160 
   2х – 12 + 6х + 48 = 160 
   8х +  36 = 160 
   8х = 160 – 36 
   8х = 124 
   х = 124 : 8 
   х = 15,8 
Это значение  х  принадлежит рассматриваемому промежутку. 
Значит, число 15,8 является корнем данного уравнения. 
Ответ: х = - 24,5 и х = 15,8. 

                                  Задания для самостоятельного решения (стр.21)
При решении неравенств полезны следующие утверждения:
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Простейшие  неравенства с модулем
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                                                  2.  Пример решения неравенства .
	4 



(x-2)2
	  +  
	12x 



2-x
	  + 9x2 > 0.


                                                                        Решение.
Область допустимых значений этого неравенства состоит из всех x  ≠ 2.

Так как x-22 = (x-2)2, в левой части стоит полный квадрат суммы. Следовательно, неравенство можно записать в виде 
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	

 
	2 



x-2
	+ 3x
	


	2 

 
	> 0.      (1)


	
	Поскольку квадрат не может быть отрицательным числом, решениями неравенства (1) являются все допустимые x, кроме тех, при которых левая часть оказывается равной нулю. Такие x находятся из уравнения 

2 



x-2
+ 3x = 0, 


равносильного в области допустимых значений уравнению 

3xx-2 + 2 = 0.     (2)


Пусть x < 2. Тогда уравнение (2) имеет вид 3x2 - 6x - 2 = 0, откуда 

x = 

3+(15)1/2 



3

    или     x = 

3-(15)1/2 



3

.

Заметим, что (15)1/2 > 3, и, следовательно, первый корень в рассматриваемый промежуток x < 2 не входит. Второй корень в этот промежуток входит, так как является отрицательным числом. Итак, при x < 2 наше уравнение имеет один корень 

x = 

3-(15)1/2 



3

.


Пусть x  2. Тогда уравнение (2) имеет вид 3x2 - 6x + 2 = 0, откуда 

x = 

3+(3)1/2 



3

    или     x = 

3-(3)1/2 



3

.


Оба эти корня в рассматриваемый промежуток x  2 не входят. Окончательно получаем

x  2   и 

   

x  

3-(15)1/2 



3

.


равносильного в области допустимых значений уравнению 

3xx-2 + 2 = 0.     (2)



|x-2|



равносильного в области допустимых значений уравнению 

	3x|x-2| + 2 = 0.     (2)



Пусть x < 2. Тогда уравнение (2) имеет вид 3x2 - 6x - 2 = 0, откуда 

	x = 
	3+(15)1/2 



3
	    или     x = 
	3-(15)1/2 



3
	.


Заметим, что (15)1/2 > 3, и, следовательно, первый корень в рассматриваемый промежуток x < 2 не входит. Второй корень в этот промежуток входит, так как является отрицательным числом. Итак, при x < 2 наше уравнение имеет один корень 

	x = 
	3-(15)1/2 



3
	.



Пусть x і 2. Тогда уравнение (2) имеет вид 3x2 - 6x + 2 = 0, откуда 
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	x = 
	3+(3)1/2 



3
	    или     x = 
	3-(3)1/2 



3
	.



Оба эти корня в рассматриваемый промежуток x≥ 2 не входят. Окончательно получаем

	x ≠ 2   и 
	   
	x ≠
	3-(15)1/2 



3
	.


Упражнения для закрепления  (стр.21)
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Практические упражнения для самопроверки.

1.Где на числовой  оси  расположены точки, которые удовлетворяют соотношениям?

1. 1.| х | ≥ о 

2. | х | > о

3. | х | ≤ 2

4. | х | < 2

5. | х | = 2

6. | х | ≥ 2

7. | х | > 2

8. | -х |> 1

9. | 2х | < 6

10. |1-2х | > 2

11. | х | < 2 
   2. Тест.

1. Может ли быть отрицательным значение суммы  2 + | x |?
   а)  да     б)  нет   в)  не знаю

2. Может ли равняться нулю значение разности   2| x | – | x |?
    а) при  х=0    б)  при х =1   в) при х= -1

3. При каких значениях y верно равенство   – y = | – y |?
     а) при   y  0.     б)  при y = 0.    в) при y ( 0.

4. Решите уравнение | x – 2 | = 5.
       а) [image: image43.png]


               б)нет решения           в) х=о

5. Схематично постройте график функции y = | x |.

 а)
                             в)   [image: image44.png]ua
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  б)

[image: image45.png]ua





 -   -

6. Схематично постройте график функции y = – | x | + 2.
[image: image46.png]ua





б)

[image: image47.png]ya




                                  в)           [image: image48.png]




7. Схематично постройте график функции y = | x + 2 |.
      а)

  [image: image49.png]


                          в) [image: image50.png]ya
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б)

[image: image51.png]



    3. Прочитайте графики функций.
	1)[image: image52.png]g




	2)[image: image53.png]va






	3) [image: image54.png]



	4) [image: image55.png]





Ответы: 
1. y = | x | + 4.     2. y = | x + 2 | – 2.    3. y = | x – 1 |.    4. y = – | x | – 3.
Вариант 2. Упражнения для самостоятельной работы.
1. Может ли быть отрицательным значение суммы  | x | + 6?
2. Может ли равняться нулю значение разности   3| x | – | x |?
3. При каких значениях y верно равенство – y = | y |?
4. Решите уравнение | x – 3 | = 4.
5. Схематично постройте график функции y = – | x |.
6. Схематично постройте график функции y = | x | + 2.
7. Схематично постройте график функции y = | x + 2 |.
- 21 -

4. Решите уравнения: 
                        1 уровень.

1. 1. | х | = 5; 
2. | у | = 17; 
3. | 3 – х | =7; 
4. |2а –5 | = 39; 
5. | х  - 3 |   = 7; 
6. | с + 2 | = 9; 
7. | 84 –5х | = 64; 
8. | 2у – 3| = 1; 
9. | 101х + 14 | = -1; 
                                                                        2 уровень

2. 10. | 2х – 16 | + | 36х + 144 | = 356; 
11. |2х – 4| + | 6 + 3х | = 100; 
12. | х – 1 | + | х – 2 | + х = 100; 
13. | 9х – 3 | - | 4 – 2х | = 15;                                                                    
14. | х + 1 | + | 5 – х | = 20; 
15. | х – 1 | + | х + 2 | = 3; 
16. | 8 + х | + | 7 – х | = 10; 
17. | 9 – х | + | 1 + х | = 8; 
18. |а+4|+2|а-3|=0
                                                                            3 уровень

18. | х – 2 | + | 3 +  х | - 3  = 10; 
19. | х + 3 | + | 0,5х + 2 | - | 0,5х – 1 | =25; 
20. | 4,5х + 9 | - | 6,2 –3,1х | = 7,2х + 2,8.
                              4 уровень

21.  [image: image56.png]| +-2H-2(x-4x-1|





            22.
[image: image57.png]|- 231 <3|




5. Решите неравенства:
1. |x+1|<0

2. |x-3|>|x+3|
3. [image: image58.png]|- 231 <3|






                                                    6. Построить график функции.
                        1.  y = | x2 |,  y = | x2 | + 5;
                        2.  y = | x2 – 4 |;
                        3.  y = | (x – 3)2 – 1 |;
                        4.  y = | – (x + 2)2 + 3 |.
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График  функции


f (х) = |х|


или


у = |х|














