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                        Введение.
Актуальность выбранной темы:

  При изучении уравнений  в общеобразовательной  школе не хватает времени на рассмотрение уравнений,  содержащих знак модуля.  Поэтому
мне стало интересно рассмотреть решения таких уравнений, тем более

такие уравнения я встречал на олимпиадных заданиях и эти знания мне

в дальнейшем пригодятся и на вступительных экзаменах. 
Цель:

  Освоить некоторые  способы решения уравнений, содержащие знак 
модуля.
Задачи:

1. Изучить теоретический материал.

2. Рассмотреть примеры с решениями и закрепить решением 
предложенных примеров.

3. Полученные знания применять при решении уравнений, содержащих

знак модуля в старших классах.

                                         -3-
             Основная часть.

1.
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               Свойства модуля:

1.│а·b│=│a│·│b│  для любых чисел a и b.
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2.Простейшим из уравнений, содержащих модули, является уравнение вида

  │f(x)│= а, где, а≥0.Данное  уравнение равносильно совокупности уравнений.

                      
[image: image9.wmf]       ┌  f(x)= а, когда f(x) ≥0

                             
[image: image10.wmf]└   f(x)= -а, когда  f(x)< 0.  

Если а<0 , то множество решений такого уравнения  пусто.

  Пример 1. Решить уравнение │ x²+3x-2 │=2.                  

 Решение. Исходное уравнение при любом  x 
[image: image11.wmf]Î

R равносильно совокупности уравнений: 1) x²+3x-2 =2   
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   x²+3x-4=0    
[image: image13.wmf]Þ

   
[image: image14.wmf]x

1

 =1, 
[image: image15.wmf]x

2

=-4

                    2) x²+3x-2 =-2  
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             Ответ:
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     Предлагаем самостоятельно решить уравнения:

   1)│x-1│=5                         Ответ: 
[image: image22.wmf]{

-4;6. 
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   2)2│x-1│=3                       Ответ: 
[image: image24.wmf]{
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   3) │x+1│=2.5                    Ответ: 
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   4) │3x+2│=4                     Ответ: 
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   5)  │-3-2x│=1                    Ответ: 
[image: image31.wmf]{

-2;-1
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Более сложными  являются уравнения  вида │f(x)│=g(x),  где f(x), g(x)-

некоторые функции действительного переменного x.

 1)При g(x)<0  множество решений такого уравнения пусто;

 2) При g(x)=0  заданное уравнение эквивалентно уравнению f(x)= 0;

 3) При g(x)>0  исходное уравнение  равносильно совокупности

                                                                                                     ┌  f(x)=g(x),
                                                                                                     └f(x)=-g(x).

  Пример 2.  Решить уравнение │1-2x│= 3x-2.
   Решение: Заметим, что  3x-2≥0, т.е. x≥ 
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   На множестве  x
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;+∞) заданное уравнение  равносильно совокупности двух   уравнений :      

                                     1) 1-2x= 3x-2    
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 и │1-2·1│= 3·1-2  .          Ответ: 1.
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                      Решите самостоятельно уравнения:

1) │6x²-7x+2│= 2-x                Ответ: 
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2) │2x²-x-1│=2x²+x+1           Ответ: 
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3) │x³-x-1│= x³-x²+1              Ответ: 
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-0,5;0;1;2
[image: image59.wmf]}


Теперь рассмотрим уравнения вида │
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-некоторые числа принадлежащие R,  x –действительная переменная – строится по следующей схеме.

    Область допустимых значений переменной заданного уравнения  разбивается на множества, на каждом из которых знаки подмодульных выражений постоянны. 

    На каждом таком множестве исходное уравнение заменяется (с учётом знаков подмодульных выражений) эквивалентным ему уравнением, не содержащим  абсолютных   величин.

    Объединение решений  полученной таким образом совокупности уравнений  является решением заданного уравнения.  
   Пример 3.  
[image: image76.wmf]Решить уравнение  │2x+5│-│3-x│=0,5

Решение. Область допустимых значений переменной – вся числовая ось. 

    Найдём точки, в которых подмодульные выражения равны 0:

2x+5=0, т.е.
[image: image77.wmf]x
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Разобьём область допустимых значений полученными точками на множества : 

                        (- ∞;-2,5),(-2,5;3),(3;+∞).
 Определим знаки подмодульных выражений  на каждом из полученных множеств (они записаны в таблице 1)

                                                                                                    Таблица  1

	
	     (-∞;-2,5)
	       (-2,5;3)
	         (3;+∞)
[image: image79.wmf]

	        2x+5
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	        3-x
	           +
	            +
	            ─


Таким образом, исходное уравнение │2x+5│-│ 3-x│=0,5 равносильно совокупности уравнений: 

1)при x<-2.5         -(2x+5)- (3-x)=0,5
                               -2x-5- 3+x=0,5
                                -x=8,5
                                 x=-8,5 ,-8,5
[image: image80.wmf]Î

(-∞;-2,5).
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2) при -2,5≤x<3     2x+5-(3-x)=0,5
                               2x+5- 3+x=0,5
                               3x=-1,5        
                                x=-0, 5          -0, 5 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf][

)

3

;

5

,

2

-


3) при  x≥3            2x+5+(3-x)=0,5
                               2x+5+3-x=0,5
                               x=-7, 5, -7, 5
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                                                   Ответ:
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Уравнение вида F(│
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(x)-некоторые функции действительно переменной x,  решаются  совершенно аналогично способу,  рассмотренному выше. 
Пример 4. Решить уравнение │x²-9│+│ x-2│=5.
Решение. Область допустимых значений переменной   x-множество  R, которое разбивается числами -3 ,2 и 3 на четыре промежутка (-∞;-3),(-3;2),

(2;3),(3;+ ∞).          Найдём и запишем в табл. 2 знаки подмодульных  выражений на каждом промежутке .
                                                                                                        Таблица  2

	
	( -∞;-3)
	(-3;2)
	(2;3)
	(3;+ ∞)

	          x²-9
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	           ─          
	         ─
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	         x-2 
	        ─
	          ─
	          +           
	          +  


Исходное уравнение равносильно совокупности уравнений: 

                           1)при x<-3,  x²-9 +(2- x)=5

                                                x²-9 +2- x=5

                                                x²- x-12=0
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                           2)при  -3≤ x <2
                                       9-x²+2-x=5
                                       x²+ x-6=0
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                           3) при 2≤x<3

                                       9- x²+ x-2=5 

                                       x²- x-2=0
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 4) при x≥ 3,    x²-9+x-2=5

                        x²+ x-16=0 
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                           Решите уравнения:

1)│ x-2│+│ x+8│=10;         Ответ:
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2)│4- x│+│5+ x│=19          Ответ: 
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3)│-2 x-1│+2│- x+3│=7     Ответ:
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4)│7 x²- x-3│+│7 x²- x-5│=4   Ответ: 
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3. Теперь рассмотрим некоторые утверждения, применение которых позволяет значительно упростить решение уравнений с модулями .

   Утверждение 1. Равенство │а+в│=│а│+│в│ является верным, если ав ≥ 0.                      
Доказательство. Действительно, после возведения  обеих частей данного равенства в квадрат, получим,   │ а+в │²=│а│²+2│ав│+│в│², 

                
а²+2ав+в²=а²+2│ав│+в²,    откуда │ав│= ав
 А последнее равенство будет верным при ав≥0.

Утверждение 2. Равенство  │а-в│=│а│+│в│ является  верным  при ав≤0.

Доказательство. Для доказательства достаточно в равенстве
        │а+в│=│а│+│в│  заменить в на -в, тогда а·(-в) ≥0, откуда ав≤0.
   Утверждение 3.Равенство │а│+│в│= а+в выполняется при а ≥0 и в ≥0.
Доказательство. Рассмотрев четыре случая  а ≥0 и в ≥0; а ≥0 и  в<0; а<0 и      в ≥0; а<0 и в<0, непосредственно убедимся в том , что равенство выполняется  только при а ≥0 и в ≥0.

Утверждение 4. Равенство а │ - │ в │ = │а-в│ справедливо при условии   

  в (а-в) ≥0.
Доказательство. Запишем данное равенство в виде │а-в│+│ в │=│а│. Согласно утверждению 1 полученное равенство является верным, если 

(а-в) в ≥0.

Утверждение 5. Равенство  │а+в│=│а│-│в│ справедливо при в (а+в) ≤0. Это утверждение следует из предыдущего при замене в на - в.
                                                          -8-

Пример 5. Решить уравнение:
│2 x-2│=│ x ³-2│+│2 x- x ³│.
Решение: Так как │ x ³-2│+│2 x- x ³│=│ x ³-2+2 x- x ³│ , то все корни уравнения находятся среди решений неравенства 

(x ³-2)(2 x- x ³)≥0 (утверждение 1).
Решим это неравенство  методом интервалов;

- x(x ³-2)(x²-2) ≥0
  x (x ³-2)( x-
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Ответ: 
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Пример 6. Решить уравнение :│ x ³- x│+│ x²- x-6│=│ x ³- x²+6│.
 Решение: замечаем, что  x ³- x²+6= x ³- x- x²+ x+6, и поэтому данное урав-

нение равносильно неравенству (x ³- x)(x²- x-6)≤0 (согласно утверждению 2).
Разложив на простые множители, получим x (x²-1)(x+2)(x-3)≤0

Далее, решив неравенство методом интервалов, получим
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                    -2                   -1                    0                    1                      3                  x   
Ответ:
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Решите уравнения:

1. │ x-2│+│2-3x │=2│ x│            Ответ:
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2. │x²-1│-│ x²-2 x│=│2 x -1│      Ответ:
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4. │x²-1│-│ x²-2 x│=│2 x -1│      Ответ:
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                                                                                   (0;+∞) при  а≤ 0.     
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4.В иных примерах совсем не следует торопиться  с раскрытием модулей, надо прежде всего рассмотреть выражение в целом.  

Пример 7. Решить уравнение: 
[image: image158.wmf]1
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x

x

·
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2

+

+

x

x

=1. 

В «целом» произведение двух дробей  может быть равна 1 только в трёх случаях :  
а) если дроби взаимно обратны,  т.е. x+1= x+2  и  │x+1│= │x+2│, но это не возможно при любых  x.
б) если каждая из них равна 1, то получим  
[image: image160.wmf]1
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x

x

=1  и 
[image: image161.wmf]2

2

+

+

x

x

=1. Из первого уравнения следует   x+1>0 
[image: image162.wmf]Þ

 x>-1. Из второго уравнения получим x+2 >0  
[image: image163.wmf]Þ


 
[image: image164.wmf]Þ

 x>-2.              Общее решение:  x>-1.
в) если каждая из них равна -1, то получим   
[image: image165.wmf]1
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=-1 и
[image: image166.wmf]2

2

+

+

x

x

=-1. Из первого  уравнения следует   x+1<0 
[image: image167.wmf]Þ

 x<-1. Из второго уравнения получим x+2< 0  
[image: image168.wmf]Þ

   x<-2. Общее решение  x<-2.      Ответ:(-∞;-2)U(-1;+∞)

   Пример 8. Решить уравнение: 
[image: image169.wmf]1
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[image: image170.wmf]2
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а)
[image: image171.wmf]1
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 и  
[image: image172.wmf]2
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 положительные слагаемые. Сумма положительных чисел               не может быть  отрицательным, поэтому этот  случай отвергается.

б) Каждое слагаемое равно -1. Тогда получим систему уравнений.                                                                   Первое уравнение  x+1=-│ x+1│
[image: image173.wmf]Þ

 x+1<0 
[image: image174.wmf]Þ

 x<-1  
    Второе уравнение   x-2 =-│ x-2│
[image: image175.wmf]Þ

 x-2<0 
[image: image176.wmf]Þ

 x <2      Общее решение x<-1.
                                          Ответ: (-∞;-1).

Пример 9. Решить уравнение: x²+1+│ x-1│=2│ x│.
                 │ x│² -2│ x│+1+│ x-1│=0, т.к. х²=│х│²
                 (│ x│- 1)²+ │ x-1│=0 Сумма двух слагаемых равна 0, когда каждая

слагаемая равна 0. Получим систему двух уравнений:  

                  (│ x│- 1)²=0  
[image: image177.wmf]Þ

 
[image: image178.wmf]x

1

=1  и 
[image: image179.wmf]x

2

=-1(не корень)
                   │ x-1│=0    
[image: image180.wmf]Þ

 x=1         Ответ: x=1
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