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Введение:

 Треугольники  изучаются  на  продолжении  всего  курса  планиметрии,  они  являются  как  бы  стержнем,  вокруг  которого  формируется  курс  элементарной  геометрии.

  Это  не  случайно.  Несмотря  на  то,  что  треугольник  едва  ли  не  простейшая  после  отрезка  фигура,  она  имеет  много  важных  и  интереснейших  свойств.  К  этим  свойствам  сводятся  свойства   других,  более  сложных  фигур.  Среди  теорем  о  треугольниках  есть  и  такие,  которые  люди  знают  с  древнейших  времён,  например  теорема  Пифагора,  а  есть  открытые  совсем  недавно.  Даже  сейчас  появляются  новые  теоремы  о  треугольниках.

  Треугольникам  уделяли  внимание  многие  выдающиеся  учёные (теорема  Пифагора,  формула  Герона, точка  Торричелли,  окружность  Эйлера,  прямая  Гаусса,  теорема  Лейбница  и  Карно  и  т. д.).

  Но  в  геометрии  много  и  таких  теорем,  авторы  которых  остались  в  истории  науки  только «благодаря  треугольникам». Мы  докажем  две  такие  теоремы.  Выбираем  же  их   потому,  что  обе  они  имеют  интересные  и  многочисленные  приложения.

  Мы  поставили  перед  собой  цель: подробнее  изучить  геометрию  треугольника,  узнать  новые  свойства  этой  фигуры,  которые  расширяют  возможности  решения  геометрических   задач.

Теорема  Чевы.

В  школьном  курсе  геометрии  обычно  говорят  о  четырёх  «замечательных  точках»  треугольника: центрах  его  вписанной  и  описанной  окружностей,  точке  пересечения  высот  (или  их  продолжений). В  1678  году  итальянский  математик  Чева  (1648 – 1737)  нашёл  необходимые  условия  пересечения  в  одной  точке  трёх  отрезков,  исходящих  из  вершин  треугольника. Они  формулируется  так:

  Пусть  на  сторонах  треугольника  АВС  выбраны  точки  А
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ВС, В
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АВ.

Тогда  отрезки АА1, ВВ1, СС1 пересекаются  в  одной  точке тогда  и  только  тогда, 

когда  выполняется  равенство: 
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                    Доказать,  что
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                                     Доказательство:

1. Дополнительное  построение: а
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 Аналогично
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]BQ

РВ

С

В

АВ

=

1

1


 3. 
[image: image25.wmf]BQ

PB

AC

BQ

PB

AC

С

В

АВ

А

С

ВС

В

А

СА

×

×

=

×

×

1

1

1

1

1

1
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Докажем  обратное  утверждение: если  выполняется  равенство
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Дано:
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Доказать,  что

                                              АА1
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                        Доказательство:

1. Пусть  точка О – точка  пересечения  отрезков  АА1 и ВВ1.

2. Дополнительное  построение: луч l , О
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3. Пусть l
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АВ в  точке  С`, тогда
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так  как 
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 С1 и C` делят  отрезок  ВА  в  одном  и  том  же отношении,  значит   С1 и C` совпадают 
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Следствием  теоремы  Чевы,  очевидно,  является  теорема  о  точку  пересечения  медиан  треугольника.
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В  этом  случае  
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Не  многим  сложнее  получить  из  теоремы  Чевы  теорему  о  точке  пересечения  биссектрис  треугольника. 
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Достаточно  вспомнить,  что  для  биссектрис АА1, ВВ1, СС1 выполняются  равенства
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Решим  задачу  на  применение  теоремы  Чевы:

В 
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АВС 
[image: image52.wmf]на  сторонах  АВ,  АС,  ВС  отмечены  точки  С1, В1, А1  соответственно,  причём  АА1,  ВВ1,  СС1  пересекаются  в  точке  О.  Известны  стороны  
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АВС:  АВ=10,  АС=12,  ВС=9.  Точки  С1 и В1  делят  стороны  АВ  в  отношении  7:10 (от  точки  А),  АС  в  отношении  2:3 (от  точки  А).  Найти  в  каком  отношении  делит  сторону  ВС  точка  А1. 
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Дано:
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 АС, АВ=10,   

                                                     АС=12, ВС=9,

    Решение: 
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Точка  Жергона 
А  вот  новая  теорема:  прямые  соединяющие  вершины  треугольника  с  точками  касания  вписанного  круга,  пересекаются  в  одной  точке (она  называется  точкой  Жергона).  

 [image: image60.png]



Действительно,  в  этом  случае   АВ1= АС1, ВА1=ВС1, С1А=СВ1 откуда  следует  равенство
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Наконец,  обратимся  к  теореме  о  пересечении  высот  треугольника. Внутри треугольника   пересекаются  высоты  лишь  остроугольного  треугольника  АВС. Для  него  АС1=b cos A,  BC1 =a cos B, BA1=c cos B, 

CA1 = b cos C, CB1 =a cos C, AB1 =c cos A, откуда и следует равенство
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=1. Но высоты  тупоугольного  треугольника  не  пересекаются,  а  пересекаются  их  продолжения,  причём  вне  треугольника.  Непосредственно  теорему  Чевы  в  той  формулировке,  что  была  дана,  к  этому  случаю  не  применить.  Но  оказывается,  что  теорема  Чевы  допускает  такое  обобщение,  в  котором  уже  речь  пойдёт  о  прямых,  проходящих  через  вершины  треугольника.  Точка  же  пересечения  этих  прямых  может  лежать  вне  треугольника.  Но  чтобы  получить  такое  обобщение  теоремы  Чевы,  надо  ввести  отношение  направленных  отрезков,  лежащих  на  одной  прямой.

 Теорема Жергонна:
Теорема: В треугольнике АВС точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах ВС, СА и АВ соответственно, так что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке Z. Тогда 
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    Введем отношения 
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=q. Рассуждая так же, как и при решении задачи с применением теоремы Ван-Обеля, легко убедиться, что Z является центром масс системы 1В, pС, pqА, а точки А1, В1 и С1 – центрами масс соответствующих подсистем. 

Поэтому 
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Тогда 
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Сложив все эти три равенства, получим в правой части единицу.

    Приведем также более естественное для этой теоремы доказательство, не опирающееся не геометрию масс – по крайней мере, на первый взгляд.

    Отношения, фигурирующие в теореме Жергонна, просто выражаются через площади треугольников SА = SBZC; SВ = SCZA; SС = SAZB и площадь исходного треугольника S. Проведем из вершин А и Z перпендикуляры к стороне ВС, которая является общим основанием для треугольников BZC и BAC. Поэтому площади этих треугольников относятся как соответствующие высоты, а те, в свою очередь, из соображений подобия, как раз как отрезки, образующие первое слагаемое формулы Жергонна.  Поэтому 
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 Теорема Ван-Обеля: 
Теорема: В треугольнике АВС точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах ВС, СА и АВ соответственно так что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке Z.
 Пусть 
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    Как и всегда в такого рода задачах, попробуем, используя условие, нагрузить вершины треугольника так, чтобы центром масс оказалась точка Z. Добиться этого не сложно – искомая  система имеет вид 1А, pВ, qС. 

    Центр масс подсистемы 1А, pВ, по правилу рычага, как раз находится в точке С1. Поэтому, разбив систему на подсистемы (1А, pВ), qС и ползуясь правилом группировки, убеждаемся в том, что центр масс всей системы лежит на прямой СС1. Разбиение же (1А, qС), pВ приводит к выводу, что он также лежит на прямой ВВ1, то есть совпадает с точкой Z. Кроме того, А1 является центром масс подсистемы (pВ, qС), поскольку из правила группировки и рычага следует, что он должен лежать на прямой АZ. (Разбиение 1А, (pВ, qС) не меняет цен6тра масс всей системы Z, и, по правилу рычага, он находится на отрезке, соединяющем вершину А с центром подсистемы. Но прямая АZ, по условию, проходит через точку А1). Осталось применить к разбиению 1А, (pВ, qС) – 1А, (p+q)А1 правило рычага. 

    Из теоремы Ван-Обеля сразу следует, что медианы треугольника своею точкой пересечения делятся в отношении 2:1 (p=q=1) – факт, конечно, для нас не новый. 

    А если вместо медиан взять биссектрисы, то формула Ван-Обеля поможет нам выразить через длины сторон треугольника отношение, в котором центр вписанной окружности (точка пересечения биссектрис), делит каждую биссектрису.

    Нужно правда использовать лемму о биссектрисе.
Лемма о биссектрисе: Если биссектриса угла В пересекает противоположную сторону треугольника АВС в точке В1, то 
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Для доказательства продолжим сторону АВ за вершину В, и отложим на этой прямой отрезок ВС1, равный отрезку ВС. Далее убедимся, что прямые ВВ1 и СС1 параллельны (так как накрест лежащие углы получатся равными) и используем теорему Фалеса.

    Из этой леммы следует, что в этом случае p=
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 (где а=ВС, b=СА, с=АВ) и по формуле Ван-Обеля, 
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Отношение направленных отрезков
На прямой АВ возьмём произвольную точку С, отличную от точек А и В.

                                  [image: image88.png]



Тогда направленные отрезки АС и СВ  коллинеарны. Так как СВ ≠ 0 , то АС=λСВ. Если С лежит на отрезке АВ, АС ↑↑ СВ и λ=АС/СВ. Если же С лежит вне отрезка АВ, то АС ↑↓ СВ и λ=-(АС/СВ).

     Имея это в виду говорят, сто точка С делит отрезок АВ в отношении λ. При этом считают, сто случай  λ<0 соответствует положению  точки С на прямой АВ вне отрезка АВ.

     Итак,  будем отношение АС/СВ отрезков АС и СВ, лежащих на одной прямой, понимать как отношение их длин, если АС и СВ сонаправлены, и такое же отношение, но со знаком «минус», если АС и СВ направлены противоположно.

     Теперь, если в равенстве (1) отношение отрезков понимать именно в таком смысле (со знаком), то теореме Чевы можно дать обобщение.

Обобщённая  теорема  Чевы: Пусть прямые а, b, с проходят через вершины А,В,С треугольника АВС и пересекают прямые ВС, СА, АВ в точках А1, В1, С1 соответственно. Тогда прямые а, b, с пересекаются в одной точке или параллельны тогда и только тогда, когда имеет место равенство (1).  
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(О параллельных прямых иногда говорят, что проходят через одну бесконечно удаленную точку.)

Для частного случая параллельных прямых  соотношение следует из равенств:
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Доказательство теоремы:

Дано:
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                                                                                     Доказать,  что

                                                                                                      
[image: image106.wmf]А

С

ВС

В

А

СА

С

В

АВ

1

1

1

1

1

1

×

×

=1        

                          Доказательство:             
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1.
Теорема Менелая
Менелай Александрович (I-II вв. н. э.) – греческий математик и астроном, один из создателей сферической тригонометрии. В этой теореме отношения отрезков тоже понимают со знаком .

Теорема Менелая: Пусть дан треугольник АВС и точки С1, В1, А1 принадлежат соответственно прямым АВ, АС, ВС. Точки А1, В1, С1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда выполняется равенство
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Доказательство: В этой теореме тоже два взаимно обратных утверждения. Докажем сначала, что если прямая  l  пересекает прямые ВС, АС, АВ соответственно в точках А1, В1, С1, то выполняется равенство (8). 
                                     [image: image139.png]



Проведём любую прямую, пересекающую прямую l, и через точки А, В, С проведем соответственно прямые а‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌||l, b||l, c||l. Прямые а, b, c, l пересекут эту прямую в точках K, L, M, N. По теореме о прямых, пересечённых параллельными прямыми,
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Перемножая равенства (9) и учитывая, что 
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, получаем (8). Первое утверждение доказано. 

Замечание: Любая прямая, не проходящая через вершины треугольника, не параллельна его сторонам, либо не пересекает ни одну из его сторон, либо пересекает две стороны и не пересекает третью. Поэтому в равенстве (8) либо все три отношения имеют знак «минус», либо два из них имеют знак «плюс», а третье – «минус».Во всех случаях произведение в левой части (8) отрицательно (рис.)
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     Сформулируем и докажем обратную теорему Менелая.

Обратная теорема Менелая: Пусть дан треугольник АВС и точки С1, В1, А1 принадлежат соответственно прямым АВ, АС, ВС. Равенство (8) выполнятся тогда и только тогда, когда точки С1, В1, А1 лежат на одной прямой.

Доказательство: Предположим, что А1 € l. Пусть l ∩ СВ в А1
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А1 совпала с А1/, значит С1, В1, А1 € l.
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Пример применения теоремы Менелая:
Задача: Доказать, что основания перпендикуляров, опущенных из произвольной точеи окружности на стороны вписанного треугольника (или на их продолжения) лежат на одной прямой. (эта прямая называется прямой Симпсона)

Решение: пусть треугольник АВС вписан в окружность F и точка М€F. Спроектируем точку М на прямые ВС, АС, АВ в точки А1, В1, С1 соответственно.(рис)

                                                       [image: image153.png]


 


Соединим также точку М с точками А, В, С отрезками МА, МВ, МС. В прямоугольных треугольниках АМС1 и А1См острые углы МАС1 и А1СМ равны (как опирающиеся на дугу МВ). Поэтому         
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 Аналогично треугольники МВС1 и МВ1С подобны, а потому
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Наконец, из подобия треугольников АМВ1 и А1МВ Имеем
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Из соотношений (10) – (12) (с учётом знака) получаем (8). Итак, точки  А1, В1, С1 Лежат на одной прямой.

Неравенства и экстремальные задачи: Элементы треугольника связаны не только равенствами, например, вам известны неравенство треугольника и теорема о том, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол. Подобные соотношения составляют значительную часть геометрии треугольника. Здесь много интересных результатов.  Например,     R/r ≥ 2, где R и r – радиусы описанной и вписанной окружностей. Обратите внимание на то, что это-несторогое неравенство. Поэтому естественно поставить вопрос: в каком треугольнике это отношение достигает наименьшего значения, т. е. когда достигается равенство (и достигаетс ли вообще)? Тем самым мы выходим на большой класс экстремальных задач.

    Задачам об экстремумах и неравенствах в треугольниках посвящена большая литература. Например, книга Шклярского Д. И., Чернцова Н. Н., Яглома И. М. Геометрические неравенства и задачи на максимум и минимум. – М.: Наука, 1970.

Заключение:

В  своей  работе  мы  изучили  теоремы  Чевы  и  Менелая, научились  решать  задачи  на  их  применение,  пополнили  свои  знания  о  геометрии  и  узнали  о  существовании точки  Жергонна и  прямой  Симпсона.
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