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I. Введение
Даны: точка О и окружность С, лежащая в плоскости, не проходящей через О.
Пусть прямая линия, бесконечная в обе стороны (как и полагается в геометрии), движется так, что она все время проходит через О и через одну из точек окружности С.
При этом движении прямая описывает поверхность, состоящую из двух раструбов (полостей).
Это — коническая поверхность.
Если ее пересекать различными плоскостями, тоже не проходящими через точку О, то в сечении получаются кривые линии, называемые коническими сечениями.
Их три типа: эллипс, гипербола и парабола.

  Они были известны еще в Древней Греции. Их открыл некий Менехм  около 360 года до нашей эры, а до нас они дошли по замечательному сочинению выдающегося математика Аполлония, написанному примерно 200 лет спустя.
     Об этих кривых и рассказывается здесь.

I. ПАРАБОЛА.

1)АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ  ПАРАБОЛЫ.  

 а)  вид параболы 
Вы, наверно, видели, какие яркие и ровные пучки све​та бросают в небо  мощные прожекторы. Автомобильные фары и карманный фонарик также дают ровный пучок света. Это достигается применением параболического отражателя.
Поверхность жидкости, помещенной в быстро вра​щающийся сосуд, приобретает параболическую форму (параболоид).
Параболу можно получить, так же как и эллипс, при пересечении конуса плоскостью, но плоскость сечения в этом случае должна быть параллельна образующей конуса.
Интересно отметить, что частицы земли, угля или какого-либо другого материала при подаче их ленточным транспортером, падая, под влиянием силы инерции и силы тяжести описывают параболу. Это обстоятельство конструкторы должны обязательно учитывать при конструировании защитных кожухов. В противном случае части падающего материала будут ударяться о кожух, что приведет к шуму, быстрому износу его стенок и дроблению подаваемого транспортером мате​риала.
Характерный облик параболы известен всем. Форму параболы принимает струя воды, бьющая из шланга, по параболе летит мяч или камень. Выражаясь языком механики, парабола – это траектория движения материальной точки брошенной в наклонном или горизонтальном направлении и падающей под действием притяжения Земли. 

	б) описание параболы

Парабола – плавная кривая симметричная оси OY и расположена по одну сторону от оси OX. Луч идущий в ту же сторону что и линия параболы  называется осью параболы.

в) определение параболы

Из школьного курса известно, что параболой называется график функции 

y = ax2  + bx + c  при а
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0. Нам достаточно рассмотреть функцию y = ax2 (1) и ограничимся случаем а > 0. Добавление слагаемых bx и с не меняет ни формы ни размеров графика, а только сдвигает его. График же функции (1) – это опрокинутый график функции |a|x2
Поэтому мы определим параболу как график функции (1) при а > 0. Из этого определения параболы можно вывести все особенности её формы: её бесконечное протяжение, симметрию, гладкость, наличие вершины, распрямление параболы по мере удаления от вершины, характер отклонения от оси симметрии.
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На любом рисунке всю параболу увидеть невозможно – эта кривая имеет бесконечное протяжение, то есть не может уместиться на ограниченном куске плоскости. 
г) коэффициент а параболы и его роль
Различных парабол бесконечное множество; каждому значению а соответствует своя парабола. На рисунке изображено несколько таких парабол – при а = 
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У вех парабол одинаковая форма: отличаются друг от друга они только размерами. А размер каждой параболы определяется коэффициентом а в уравнении. Сравнив две параболы заметим, что чем меньше а, тем парабола шире, чем а больше тем парабола уже. Образно коэффициент параболы а можно назвать «коэффициентом худобы» параболы
 (рис  ).
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2) ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАБОЛЫ

а) недостатки аналитического определения
Определение параболы как графика квадратичной функции можно назвать аналитическим, так как оно использует вычислительные средства. При таком определении к параболе присоединяется система координат, вовсе не обходимая при первом знакомстве с кривой. Аналитический метод удобен для изучения свойств рассматриваемого геометрического образа (этот метод составляет предмет аналитической геометрии), но для его определения желательно использовать только сведения из геометрии. Вторым недостатком является то, что число а, участвующее в определении, имеет сравнительно сложный геометрический смысл.

б) каноническое уравнение параболы                                   

Для определенности и удобства изложения возьмём такую точку М0,  чтобы ее расстояние Х0 от оси симметрии ОY было вдвое больше расстояния Y0 ее до касательной OX в вершине (рис  ). Расстояние х0 обозначим через р; тогда у0=
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. Из уравнения (1) имеем 
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 и уравнение (1) принимает вид у=
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или   x2 = 2py
Оно называется каноническим уравнением параболы. Отрезок р принято называть параметром параболы. Хорда М0М0 || ОХ проходящая на расстоянии 
[image: image9.wmf]2
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  от касательной ОХ; будем называть её главной хордой параболы. Уравнению (2) можно дать такое геометрическое истолкование. Для любой точки М(х;у) параболы площадь прямоугольника ABCD, одна сторона которого равна главной хорде и равна 2р, а другая – ординате у, равна площади квадрата ONEH, построенного на абсциссе.
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в) Директриса
Найдём новый способ построения точек параболы. Для этого решим задачу которую решали древние, но немного её видоизменив.
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Представим равенство (2’) в виде  
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 то есть «приложим» отрезок 
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 к квадрату со стороной 
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[image: image15.wmf]2

p

 и y, 
то построение у  по 
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 сводится к использованию теоремы о высоте прямоугольного треугольника, опущенную на гипотенузу. Для построения ординаты точки М параболы 

(2’) по её абсциссе ON = x   проводим отрезок NQ
[image: image17.wmf]^

OX длинной 
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 в сторону противоположную направлению оси OY, соединяем Q с серединой R отрезка ON и проведём 
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 до пересечения М с продолжением QN за точку N. Точка М принадлежит параболе. Так можно поступить с любой точкой N на оси OX. Для простоты построения других точек проведём прямую D’D параллельно OX на расстоянии 
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 от неё по другую сторону от главной хорды. Эта прямая называется директрисой (направляющая) параболы. Восставляем из любой точки N на оси OX перпендикуляр к ней до пересечения с директрисой в точке Q и затем, поступая указанным образом получаем точку M. Таким образом можно получить ряд точек параболы.

г) фокус и фокальное свойство параболы 

Из рассмотренного способа построения точек параболы вытекает наиболее замечательное её свойство. Обратим внимание на точку F пересечения прямой QR и главной хорды. Легко сообразить, что эта точка лежит и на оси симметрии OY. Треугольник RNQ и ROF равны, как прямоугольные треугольники с одинаковыми катетами.

Поэтому какую бы точку N мы не взяли, построенная на ней прямая OR пересечёт главную хорду в её середине F. Теперь ясно, что FMQ - равнобедренный. Действительно отрезок MR является одновременно и медианой и высотой этого треугольника. Отсюда следует, что MF=MQ. Расстояние от любой точки параболы до середины главной хорды параболы приобретает таким образом особое значение для параболы; её называют фокусом параболы, а доказанное свойство – фокальным свойством параболы. Вершина параболы является серединой перпендикуляра, опущенного из фокуса на директрису.

Таким образом, парабола – это множество точек, одинаково удалённых от фокуса и директрисы. Это характеристическое свойство параболы – наиболее простое её геометрическое определение. 
[image: image80.png]
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д) касательная к параболе
Рассмотрим параболу, заданную формулой y=ax2. Возьмём на параболе произвольную точку M0(x0;
[image: image22.wmf]2
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) и попробуем касательную к параболе в этой точке. Касательной к прямой в данной точке M0 является предельное положение секущей M0M1 при условии, что точка M1 стремится к точке M0 по данной кривой.  

[image: image23]
Касательная к параболе изображена на рисунке.  Отметим, что она пересекает ось Ox в точке А, абсцисса которой равна 
[image: image24.wmf]2

0

x

. Отмеченный факт даёт возможность построить касательную к параболе в данной точке М0 с помощью циркуля и линейки. Для этого нужно провести перпендикуляр  М0Н из данной точки М0 к оси абсцисс, а затем построить середину отрезка ОН. Это можно сделать с помощью циркуля и линейки Середина отрезка ОН и есть точка А. Остается провести прямую М0А, и тем самым касательная к параболе в точке М0 будет построена. 

Существует ещё один способ построения касательной к параболе с помощью только одной линейки. Возьмём произвольно точку М, вне этой параболы и проведём через параболу две любых секущих в точках А и В, и С и D соответственно. Затем проведём диагонали АС и ВD четырехугольника ABCD и обозначим буквой О  точку их пересечения. Стороны AD и BC продолжим до пересечения в точке N. Проведём прямую ON. Теперь точку получившуюся при пересечении ON с параболой назовём К и из произвольной точки М проводим касательную к параболе через точку К. 
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е) оптическое свойство параболы
Парабола обладает интересным оптическим свойством. Чтобы познакомиться с ним рассмотрим параболу. Представим себе, что в фокусе параболы помещён источник света.

Рассмотрим это свойство с геометрической стороны:

Любой луч света исходящий из фокуса, после отражения от параболы становится параллельным оси параболы Оу.
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При этом подразумевается, что отражение происходит по известному из оптики закону: угол падения равен углу отражения. Для доказательства этого утверждения обратимся к рисунку  на котором прямая МА – касательная к параболе в точке М(
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) – точка пересечения касательной с осью Ох. Исходящий из фокуса луч FM образует с касательной угол, равный а1, прямая ММ’ параллельна оси Оу и, следовательно, перпендикулярна к директрисе d параболы, M’(
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) – точка пересечения этой прямой с директрисой, угол между прямой ММ’ и касательной  равен а2. Ясно, что доказательство оптического свойства параболы сводится к доказательству равенства углов а1 и а2.    

Рассмотрим треугольник MFM. Он равнобедренный, поскольку MF=MM. Каждая координата точки А(
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;0) равна полусумме соответствующих координат точек F(0;
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Поэтому точка А – середина отрезка FM, и, следовательно, отрезок МА – медиана, а значит, и биссектриса треугольника MFM’. Отсюда следует, что а1 = а2 , что и требовалось доказать.

С рассмотренным оптическим свойством параболы связано ещё одно её замечательное свойство. Пусть в некоторой точке помещён источник света. Назовём фронтом волны точечного источника света такую линию, для всех точек Р которой путь, пройденный световым лучом от источника до точки Р, одинаков. Если световая волна, исходящая из точечного источника, не претерпевает отражений, то её фронт представляет собой окружность. При отражении от какой-то линии фронт волны изменяет свою форму в зависимости от формы этой линии. 
Оказывается, что:
Если источник света помещён в фокусе параболы, то фронт отраженной от параболы волны представляет собой отрезок, соединяющий две точки параболы и параллелен её директрисе,
т. е. парабола распрямляет круговой фронт падающей волны и делает его прямолинейным.     
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     Рассмотрим отрезок АВ, соединяющий две точки параболы и параллельный её директрисе d рисунок  . Возьмём на этом отрезке произвольную точку Р. В эту точку проходит световой луч, вышедший из фокуса F и отраженный в некоторой точке М от параболы. Путь, пройденный световым лучом, равен FM + MP. Отрезок МР параллелен оси параболы, поэтому прямая МР перпендикулярна директрисе параболы и пересекает ее в некоторой точке М’. Но расстояние от точки М параболы до ее фокуса F и до директрисы d равны: MF=MM’. Поэтому 
FM + MP = MM + MP = M’P
    Таким образом, для любой точки Р отрезка АВ суммарный путь, пройденный световым лучом от источника  F до точки отражения М и затем (после отражения) от М до Р, равен расстоянию между параллельными прямыми d и АВ, т.е. этот путь одинаков для всех точек Р отрезка АВ. Следовательно, отрезок АВ представляет собой фронт отраженной от параболы световой волны.        

ж) Параболограф 
Как получить такую замечательную прямую? Предельно просто. Для этого заготовим прибор (назовём его парабологрофом) для вычерчивания дуги параболы любого параметра непрерывным движением. Параболограф состоит из двух угольников и нити. Чем больше длинный катет угольника, тем больше будет вычерченная дуга. Кроме параболографа понадобятся линейка и три канцелярские кнопки.

Склеим вместе оба угольника (рис), проложив предварительно между ними нить так, чтобы одна её часть была плотно вклеена а другая выходила из вершины меньшего острого угла А. На свободной части нити сделаем узелок с маленькой петлёй, и в такой точке F нити, чтобы длина этой части AF = AC. Затем отрежем остаток нити за узелком. Параболограф готов.
  На листе бумаги начертим фокус и директрису параболы. Приложим к директрисе линейку так, чтобы она легла по другую сторону от фокуса. Зажмём линейку двумя кнопками, вколотыми у её концов, вденем остриё третьей кнопки в петлю F нити и вколем эту кнопку в фокус.

Приложим параболограф коротким катетом к линейке-директрисе. Острием карандаша прижмём нить к длинному катету в его точке М, чтобы нить была натянута. Точка М лежит на параболе, так как AC=AM+MF и MC=MF . Если теперь одной рукой двигать параболоид вдоль неподвижной линейки, а другой прижимать карандашом нить к длинному катету, то острие карандаша опишет дугу левой половины параболы. Перевёртывая параболограф другой стороной, вычертим вторую половину.
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II. ГИПЕРБОЛА.
1) РАВНОСТОРОННЯЯ ГИПЕРБОЛА
а) График   обратной пропорциональности
Школьники знакомы с определением ги​перболы как графика обратной пропорциональной зависимости. Как бу​дет видно, это — определение част​ного вида гиперболы — равносторон​ней гиперболы. Для краткости мы будем пока называть равностороннюю ги​перболу  просто  гиперболой.

Две переменных х и у называют​ся обратно пропорциональными, если их  произведение постоянно:

ху = k
Будем скачала считать их положи​тельными  (от этого ограничения  мы скоро избавимся); тогда и k >0. Од​но из них, например, х, может при​нять любое положительное значение, тогда другое у должно принять толь​ко одно значение  y=
[image: image37.wmf]x
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 . Таким образом, равенство  представляет собою при каждом k определенную функцию с областью задания х>0 и областью значений у>0. График этой функции, изображенный на ри​сунке 1, называется одной ветвью разносторонней гиперболы, мы для краткости будем первое время назы​вать его просто гиперболой, не толь​ко пропуская слово «равносторонняя», но и не повторяя слов «одна ветвь».
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Наше определение опирается на понятие графика функции. Можно, однако, принять другую, «чисто гео​метрическую» формулировку: гипер​болой называется множество четвер​тых вершин М прямоугольников за​данной площади k, у которых одна вершина О совпадает с вершиной дан​ного прямого угла, а две — L и N –  лежат на его сторонах (см. рис. 1).

Точка О называется центром ги​перболы .

Через каждую точку М1, с коорди​натами x1 и у1 пройдет одна (но только одна!) гипербола — именно та, для которой постоянная k, входящая в определение гиперболы, рав​на x1y1. На рисунке 2 для красной гиперболы x1=2,4, у1= 3,5, k1= 8,4. Если мысленно изобразить на общем чертеже все гиперболы (то есть, гиперболы при всевозможных k), то они заполнят всю «внутренность» угла XOY. На рисунке 2, кроме красной гиперболы, изображено еще не​сколько: при k = 1, 2, 3, 4, 5 и 16. Таким образом, гипербола — бесконеч​ное множество, каждая из них опре​деляется  значением  параметра k. 
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б)Форма гиперболы, ее вершина и асимптоты.

Гиперболы с различными значениями параметра k похожи друг на друга, но их нельзя совместить наложением. Однако лег​ко доказать что все они подобны, даже подобно расположены с центром по​добия О. Можно до​казать   это,  пользуясь рисунком 3.

Опишем форму гиперболы (точ​нее — одной ветви равносторонней гиперболы), то есть перечислим ее свойства, прежде всего бросающиеся в глаза.

Гипербола имеет бесконечное про​тяжение — она не может вся помес​титься на ограниченном куске плоскости. Какое бы большое число А ни было задано можно указать на ги​перболе точку, удаленную от точки О на расстояние, большее чем  A.

Гипербола симметрична относи​тельно биссектрисы ОТ угла ХОУ (рис. 4), то есть для любой точки M1(x1,y1) гиперболы симметричная точка M2(x2,y2) также принадлежит этой  гиперболе (докажите).

Точка А пересечения гиперболы с ее осью симметрии ОТ называется вершиной гиперболы. Каждая коор​динату вершины гиперболы с парамет​ром k равна 
[image: image40.wmf]k

 . Расстояние верши​ны от центра гиперболы (его будем обо​значать а) равно ОА =
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. Вер​шина — ближайшая точка гиперболы от центра .

В отличие от окружности, которая одинаково искривлена во всех своих частях, гипербола сильнее всего ис​кривлена в окрестности своей верши​ны, а по мере удаления от нее в лю​бую сторону «распрямляется». 

Остановимся на наиболее замеча​тельном свойстве гиперболы; опреде​ляющем ее форму: точка, бесконечно удаляющаяся по гиперболе в одну, сторону будет неограниченно прибли​жаться к одной оси координат, а точка, бесконечно удаляющаяся в дру​гую сторону — неограниченно при​ближаться к другой оси координат. Это свойство математически форму​лируют так: оси координат ОХ и OY являются ее асимптотами (от грече​ского asimptotos — несовпадающий).

Докажем это свойство гиперболы. Возьмем на ней точку М1, лежащую правее вершины А (x1>
[image: image42.wmf]k

),  рас​стояние y1, которой до оси ОХ мень​ше е (рис. 5). Это всегда можно сде​лать, взяв x1>
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. Тогда M1N1=y1=
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<e  и для всех точек гиперболы M(x,y) лежащих правее M1, x>x1 и y=
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<y1<e , то есть ось ОХ является асимптотой гипер​болы. Из симметрии кривой следует, что и ось 0Y является ее асимптотой. Зная вершину гиперболы и ее асимптоты, можно довольно точно вы​чертить гиперболу от руки.
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Изучая график обратной пропорцио​нальности мы считали х и у положи​тельными.   Это  делалось  лишь  для удобства изложения. Функция, за​данная равенством, определена не только для положительных, но и для отрицательных значений х; число k также может быть отрицательным. График функции  мы и будем назы​вать теперь гиперболой (равносто​ронней). Он состоит из двух одинако​вых частей (ветвей), расположенных при k>0, в I  и III четвертях плос​кости, а при к < 0 — во II и IV чет​вертях. Прежнее определение было дано для одной ветви гиперболы, а потому является неполным.  

На рисунке 6 изображены две рав​носторонние гиперболы — красная и синяя; их параметры имеют один и тот же модуль, но противоположные знаки. Такие равносторонние гипер​болы называются взаимно сопряженными.
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Перечислим некоторые свойства «полной» равносторонней гиперболы. Гипер​бола имеет центр симметрии О (поэ​тому мы и назвали эту точку центром гиперболы), две симметричные ветви, две оси симметрии PR И ST (биссект​рисы координатных углов), две вершины (А и А' для красной, B и В' — для синей гиперболы). Расстояние между вершинами гиперболы (АА'=ВВ'=2
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)называется осью ги​перболы.  Её половину    
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 (полуось) обозначают a, таким образом, k= -+ 
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a

, где знак «+» для гиперболы, лежащей в I и III четвертях, а «-»  — во II и IV. Обе сопряженные гиперболы имеют общие взаимно пер​пендикулярные   асимптоты.

2) ГИПЕРБОЛА ОБЩЕГО ВИДА.
а)Определение гиперболы общего вида.

Работая с Эллипсом мы узнали, что, если подвергнуть гиперболу преобразованию растяжения — сжа​тия (PC), то она перейдет в эллипс. Нас будет интересовать фигура, в которую перейдет каждая из равносто​ронних гипербол, изображенных на рисунке 5 штриховыми линиями, в ре​зультате PC относительно оси симмет​рии А'А.
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Фундаментальный квадрат pqrs этих гипербол перейдет в прямо​угольник PQRS (на рис. 5), его диа​гонали рr и qs перейдут также в пря​мые PR и QS.
Сопряженные (красная и синяя) равносторонние гиперболы перейдут в результате PC в красную и синюю сплошные линии. Каждая из них так​же состоит из двух ветвей и симмет​рична относительно средних линий фундаментального прямоугольника PQRS, диагонали которого служат асимптотами этих кривых. Но эти но​вые линии уже не будут равные. Мы будем называть их по-прежнему сопряженными друг другу гипербо​лами.

Кривую, состоящую из двух ветвей и полученную в результате PC «полной» равносторонней гиперболы отно​сительно средней линии фундаментального квадрата, называют гиперболой общего вида или просто гиперболой. 

Кривая, рассматривавшаяся в первой части статьи, является ее частным случаем. Она называлась равносторонней, так как квадрат — это равносторонний прямоугольник.

Вспомним, что эллипсом называ​ется линия, полученная в результате PC окружности. Гипербола (общего вида) — такой же родственник равно​сторонней гиперболы, как эллипс — родственник окружности.

Можно определить ветвь гиперболы при помощи площади аналогично тому,   как мы      определяли ветвь равностороннем гиперболы. А именно (рис. 6): гиперболой (точ​нее— одной ее ветвью) называется множество четвертых вершин М параллелограммов заданной площади k, у которых одна вершина О совпадает с вершиной данного угла, а  две — L и N  — лежат на его сторонах. Это опреде​ление равносильно предыдущему. 
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б)Фокальное свойство гиперболы.
Известно, что эллипс обладает заме​чательным «фокальным» свойством: в его плоскости существуют такие  точ​ки F1 и F2 (фокусы), что сумма расстояний каждой точки М эллипса до его фокусов одна и та же — она равна длине большой оси эллипса:

F1M + F1M= 2а  (6)

Похожее свойство имеется и у ги​перболы. В ее плоскости существуют две точки (фокусы гиперболы), что разность расстояний каждой точки М гиперболы для этих точек одна и та же — она равна расстоянию между вершинами гиперболы:

F1M + F2M = 2а  (7а)

Здесь F1 — фокус, более удаленный от М, чем F2(рис, 7). Оба фокуса лежат на оси симметрии гиперболы, проводящей через ее вершины А и А' расстояние каждого фокуса от центра гиперболы равно

F1O=F2O=c= 
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где а и b — длины полуосей данной гиперболы и ее сопряженной. Важ​ная связь между тремя «элементами гиперболы a,  b и с
c2=a2+b2 (В)

аналогична   связи c2=a2-b2 для эллипса.

На рисунке 12 тока М  лежит на правой ветви гиперболы; для любой точки M’ на левой её ветви формула  (7а) будет иметь вид:

F2M-F1M=2a (76)

Для сопряженной ей гиперболы (синей) фокусами будут F1 и F2. Все 4 фокуса взаимно сопряженных ги​пербол лежат на окружности, центр которой — в центре гиперболы, а ра​диус равен половине диагонали 0Q прямоугольника PQRS, фундамен​тального для обеих гипербол. 

Фокальное свойство часто прини​мается за определение гиперболы.

III. ЭЛЛИПС.

Эту фигуру знают все.  С ней встречаются в начальной астрономии и географии (траектории движения планет и спутников, форма земного меридиана, путь электрона вокруг ядра атома), в черчении, рисовании и стереометрии (рисунки технических деталей, круглых предметов и геометрических тел), но что такое эллипс, чем он интересен — а это действительно замечательная фигура» обладающая красивыми и важными свойствами, —  об этом в школьных учебниках ничего не говорится. На вопрос «что такое эллипс?» одни ответят: «вытянутый круг» или «вытянутая окружность» другие — «сжатый круг (окружность)», третьи — «кривая овальной формы», четвертые ничего не ответят, а просто сделают более или менее удачный рисунок; в каждом из этих ответов есть доля истины, но они требуют еще уточнений»
Достаточно ли, например, сказать,  что эллипс — кривая     овальной формы? Под этими словами обыч​но понимают линию, обладающую двумя осями симметрии СD и ЕН, впи​санную в прямоугольник PQRS и похожую на окружность (рис. 1).
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Тот же смысл вкладывается в слова «сжатая» или «вытянутая окруж​ность». Но в прямоугольник можно вписать много такого рода кривых — некоторые из них изображены на рисунке 1, Только одна из них — красная — имеет право называться эллипсом. Чем же она выделяется из остальных кривых?
Их   тоже  можно   получить  сжатием (или растяжением) окружности, но это сжатие не будет равномер​ным. Чтобы разобраться в этом, по​знакомимся сначала с геометриче​ским преобразованием плоскости — равномерной осевой деформацией или, кратко, деформацией.
а)Деформация.
(Это слово (от латинского “deformation” – изменение формы)  применено здесь вместо выражения   «растяжение   или   сжатие»).
Возьмем в заданной плоскости II некоторую прямую l и зададим по​ложительное число k. Будем назы​вать деформацией плоскости II от​носительно оси l с коэффициентом k такое преобразование плоскости в себя, при котором каждая ее точ​ка т переходит в точку М по правилам:

1) обе точки т и М лежат на одном перпендикуляре к оси l по одну сторону от нее; точки, лежащие на самой оси, остаются неподвиж​ными;
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2) расстояние точки от оси умно​жается на k, то есть m0M=km0m , где m0 — основание перпендикуляра из точки т на ось l (рис. 2).
Если k>1, то все точки плоскости (кроме точек на самой оси) удаляются от оси —плоскость растягивается, а если k <1, то приближаются к оси  —  плоскость сжимается. При  k=1 все точки плоскости остаются на месте; последний случай называется тождественным преобразованием.
Эллипсом называется фигура, полученная деформацией окружности относительно  ее диаметра.
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Пусть а — радиус окружности; тогда ее диаметр cdt лежащий на оси, перейдет сам в себя (CD = 2а), перпен​дикулярный к нему диаметр eh — в отрезок EH (EH=2ka). Обозначим длину отрезка ОЕ (=ОН) через b. Тогда ka=b.
Отрезки CD и ЕН называются осями эллипса; числа а и b будем называть полуосями эллипса. Если  (растяжение), то b >a.

Если же к<1 (сжатие), то b<a. При k=1 (тождественное преобразование) окружность перейдет в окружность. Чтобы не на​рушать общности определения эллип​са, условимся считать окружность частным случаем эллипса (b = a). Больший из отрезков CD, EH на​зывается большой осью эллипса, мень​ший — малой осью. Итак, если к > 1, то а — малая полуось и b — боль​шая,   а   если   k< 1,   то    наоборот.
В   обоих случаях 
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Точка о — центр окружности — перейдет при деформации в себя (o      O). О называется центром эллип​са, точки C, D, Е и H — его вер​шинами.
Квадрат pqrs, описанный вокруг окружности («матери» эллипса), одна сторона которого параллельна, а дру​гая перпендикулярна к оси дефор​мации, преобразуется в прямоуголь​ник PQRS со сторонами 2a  и 2b, описанный вокруг эллипса; он на​зывается характеристическим для на​шего эллипса, так как полностью его определяет. Стороны характерис​тического прямоугольника касают​ся эллипса в его вершинах

б)Уравнение эллипса.
Эллипс с полуосями a и b по​лучен из окружности радиуса а де​формацией с коэффициентом    
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   (рнс. 4), Установим на плоскости, где находятся обе эти линии, оси коор​динат; ось ОХ направим по оси де​формации, а ось OY — через центр окружности (он же — центр эллипса) перпендикулярно к оси ОХ.  Пусть т — любая точка окружности, а М — та точка эллипса, в которую пере​ходит m.
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Координаты точки т обозначим через (xокр , oокр), а точки М — через (xэ, yэ). Очевидно, по определению деформации
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 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf],
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откуда
Если подставить в уравнение ок​ружности х2+у2=а2 координаты лю​бой ее точки (хокр, yокр), то будет верно равенство

x2окр+y2окр=a2,
а значит, заменяя  хокр и  уокр  по фор​муле , видим, что верным будет также равенство
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для   любой   точки М (xэ, yэ)
Если же точка  M’ (Х’, К') не лежит на эллипсе, то точка т’ (х’ у’), по​павшая в М’ в результате деформации, не лежала на окружности, и уравнение 
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 неверно; значит,   неверно и уравнение 
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Из определения уравнения линии получим такое уравнение эллипса
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Заметив, что ka=b, можно при​вести это уравнение к виду
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Это   и   есть   уравнение   эллипса в наиболее удобной (так называемой канонической) форме.

в)Эллипсограф.
Рассмотрим   такую  геометрическую задачу.

Отрезок PQ движется в плоскости так, что один его конец Q скользит по прямой ОХ, а другой Р — по перпендикулярной ей прямой 0Y. Какую линию опишет при этом точка М этого отрезка   (МР=а, MQ = b)?
Докажем, что эта кривая — эллипс. Применим метод коор​динат — за оси координат примем прямые, по которым сколь​зит отрезок. Пусть координаты точки М — х и у (они зависят от угла PQO). Из подобия треугольников QNM и    MLP   имеем
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Уравнение еще нельзя на​звать уравнением искомой траекто​рии: оно составлено применительно к рисунку, где отрезок лежит в I четверти и обе координаты точки М положительны. Только при этом ус​ловии можно считать, что ON=x и NМ=у если же отрезок находится во II, III или IV четвертях на рисунке 5, то нужно считать ON = ± х, NM= ± у, выбирая каждый раз нужные знаки.
Впрочем, уравнение пригодно и для II четверти, так как x возводится в квадрат и перемена знака х не изменит этого уравнения. Для III и IV четвертей уравнение должно быть заменено на такое:
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Пара уравнений  заменена одним уравнением
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, которое легко  приводится к виду:          
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.Искомая кривая — эллипс.
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На полученном результате осно​вана конструкция эллипсографа. На бумагу или чертежную доску на​кладывается крест, в котором имеют​ся две взаимно перпендикулярные прорези  . С прямолинейной планкой  соединены три муфточки, которые можно закрепить в любых точках  планки. Крайние муф​точки P и Q могут ходить в прорелих креста, а средняя М снабжена карандашом, который при движении планки вычерчивает эллипс. Закре​пив муфточки по заданным полуосям РМ=а, QM=b мы можем вычертить эллипс с этими полуосями.

Интересно, что для каждого эллип​са можно указать такое положение, что он окажется сечением круглого цилиндра, радиус которого равен ма​лой полуоси эллипса. Для этого нуж​но взять сначала перпендикулярное сечение цилиндра и повернуть плос​кость этого сечения вокруг одного из диаметров полученного круга на угол, косинус которого   равен

Середины всех параллельных хорд эллипса образуют прямолинейный от​резок, проходящий через центр эллип​са. Это свойство   очевидно для   окружности;   середины   ее   па​раллельных хорд лежат на диаметре, перпендикулярном   к   этим   хордам. Поставьте теперь эллипс в положе​ние  сечения   круглого   цилиндра   и проведите  через   параллельные  хор​ды   эллипса   серию   плоскостей   па​раллельных оси цилиндра .
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В плоскости  перпендикулярного сечения цилиндра получатся параллельные хорды окружности; середины ко​торых лежат на ее диаметре.  Сере​дины хорд эллипса лежат на  пере​сечении  плоскости  эллипса   и  плос​кости,   проходящей   через   получен​ный диаметр и через ось цилиндра. Это — прямолинейный   отрезок, оче​видно, проходящий через центр эллип​са   и   делящийся   в   нем   пополам.

Хорда   эллипса,   проходящая че​рез его центр, называется диаметром эллипса. У эллипса диаметры, вообще говоря,   не  равны.   Наибольший   из них – большая ось, а наименьший — малая. Если    провести   в эллипсе вторую   серию   хорд,   параллельных полученному диаметру,  то их  сере​дины лежат на диаметре, принадлежащем к первой серии   хорд. Два полученных диаметра называют​ся взаимно сопряженными. Для каж​дого   диаметра   эллипса   существует ему   сопряженный.   Заметим,   что   у окружности каждая пара сопряженных  диаметров взаимно перпендику​лярна, а у эллипса — нет, исключе​ние составляют только оси эллипса.

г)Проекция окружности — эллипс.
Если спроектировать окружность, лежащую в некоторой плоскости, на другую плоскость, не параллель​ную и не перпендикулярную к пер​вой, то в проекции получится оваль​ная кривая. Она образуется, на​пример, на траве в виде тени от летящего в воздухе диска . 
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Этот овал –  снова эллипс.

д)Фокальное свойство эллипса.
Мы переходим к наиболее важ​ному свойству эллипса — фокаль​ному. Так называются две замечательные точки, лежащие внут​ри эллипса на его большой оси симмет​рично относительно центра эллипса. Расстояние каждого фокуса от кон​цов малой оси эллипса равно половине длины большой оси.
Вкатим в цилиндр с обоих его концов по шару, вписан​ному в цилиндр, пока оба шара не стукнутся о плоскость этого сечения (рис. 8) (на геометрическом язы​ке: впишем шары в цилиндр так, чтобы они касались плоскости сечения).
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Точки прикосновения F1 и F2 и будут фокусами  нашего  эллипса.

Каждый шар касается цилиндра по окружности. Обе эти окружности изображены на рисунке 16 красным цветом.

Возьмем теперь любую точку М эллипса и отметим ту образующую PQ цилиндра, на которой точка М лежит (Р и Q — точки этой образую​щей, лежащие на красных окруж​ностях). Ясно, что MQ — MF1 —это длины двух касательных к правому шару, проведенных из М до точек прикосновения Р и Q. Они равны, как образующие круглого конуса с вершиной M, описанного около ле​вого шара.
Проводя такое же рассуждение для левого шара, получаем анало​гичное равенство MP=MF2. Сложив оба равенства,  получаем

MF1+MF2=MP+MQ=PQ
Но PQ — одно и то же для всех образующих нашего цилиндра: это — расстояние между красными кругами (между центрами наших шаров). Зна​чит, какую бы точку М на эллипсе мы  ни   взяли,   будет   иметь   место равенство      MF1 + МР2 =const.

Таким образом, сумма расстоя​ний от любой точки эллипса до двух его фокусов — величина постоянная. В этом и состоит фокальное свойство эллипса. Часто эллипс и определяется как «геометрическое место» (на со​временном языке — как множество) таких точек, лежащих в одной плос​кости, для которых сумма расстоя​ний до двух точек (фокусов) — ве​личина  постоянная.

е)Эллипсограф для садовников.
На фокальном свойстве эллипса основано известное построение эллипса непрерывным движением при помо​щи нитяного кольца. Положим лист бумаги на чертежную доску и на​колем на него две канцелярские кнопки. Набросив на обе кнопки нитяное кольцо (периметр кольца дол​жен быть больше удвоенного рас​стояния между кнопками), натянем нить острием карандаша так, что​бы получился треугольник (F1F2M). Если двигать карандашом по бумаге так, чтобы нить оставалась в натя​нутом положении, то треугольник будет деформироваться, но его пе​риметр остается постоянным. По​стоянной остается и длина стороны FlF2 — значит, F1M+F2M =const и карандаш опишет эллипс.

Мы получили новый, очень простой эллипсограф. Этот способ с успехом используют, садовники (рис.9) при изго​товлении цветочных эллиптических клумб. Вместо кнопок в землю вты​кают два кола, кольцо делается из толстой веревки, а эллипс вычерчи​вается на земле не карандашом, а палкой .
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Пространственные   рисунки в этой статье дают лишь общее представ​ление об их сути, При выполнении рисунков было отдало предпочтение наглядности, а не строгим правилам изображения пространственных фи​гур на плоскости.
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