Парабола и прямая.

Выберем прямоугольную декартову систему координат таким образом, чтобы уравнение параболы имело наиболее простой вид:
[image: image40.png]


 (1)
Точка А0 с координатами (x0;x02), где х0 – любое действительное число, принадлежит параболе, так как координаты этой точки удовлетворяют уравнению. Для краткости будем считать, что точка А0, принадлежащая параболе р2, определенна своим параметром (в данном случае абсциссой) х0, и запишем это так: А0(х0). 

1.Парабола и секущая прямая. Возьмём на параболе две точки А1(х1) и А2(х2). Вычислим угловой коэффициент прямой А1А2: 
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf](2)
Прямая, имеющая с параболой две общие точки называется секущей.

Итак, угловой коэффициент секущей А1А2 равен сумме значений параметров х1 и х2 её точек пересечения А1 и А2 с параболой р2. Из полученного соотношения следует, что если секущие А1А2 и А3А4 параллельны , то х1+х2=х3+х4  (3)
Очевидно, верно и обратное утверждение: если х1+х2=х3+х4, то   А1А2||А3А4 
Перемещая прямую А}А2 параллельно самой себе, получим пары точек пересечения, для которых сумма s параметров постоянна. Если через точку Т
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 , принадлежащую параболе, провести прямую t параллельно А1А2 ,то прямая t других общих точек с параболой не имеет. В самом деле, если допустить, что вторая точка А0(х0) существует, то 
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 и в силу того, что t||А1А2, получаем
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.    Отсюда 
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, что противоречит предположению.

2. Парабола и касательная. Прямая, параллельная какой-то секущей и имеющая с параболой только одну общую точку, называется касательной к параболе в этой точке.

Заметим, что прямая может иметь с параболой только одну общую точку, но не быть касательной к ней. В этом случае прямая параллельна оси параболы.

Из полученного в пункте 1 результата следует, что значение параметра, соответствующее точке касания касательной к параболе, равно полусумме значений параметров, соответствующих точкам пересечения любой секущей, параллельной этой касательной, с данной параболы.      

Очевидно, что 
[image: image9.wmf]2
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 есть уравнение прямой, которой  принадлежат середины  всех  хорд  параболы,  расположенных   на   параллельных  секущих. Эта прямая, называемая диаметром параболы, проходит параллельно оси у через точку касания касательной, параллельной секущим.
Остается заметить, что к параболе нельзя провести двух параллельных касательных.
Чтобы  построить  касательную  в  точке  А0(х0),  поступаем  так:  строим, на оси х точку М (2х, 0) Ей соответствует на параболе точка N (2X0). Искомая  касательная  параллельна прямой ON.  Ее  угловой  коэффициент равен 2X0. Уравнение секущей ON согласно  (2)  имеет  вид y = 2X0 X.. Пусть А’0А0 —проекция  точки  А0  на   ось  х .   Тогда   точка   пересечения   L   прямых  А’0A0 и ON имеет координаты (х0, 2x02). Отсюда  находим,  что А’0A0 = АоL. Следовательно, касательная пересекает ось х в точке К(
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3. Уравнение секущей и касательной. Составим уравнение секущей А1А2:y= kx+b,  где  k=x1+x2,, a  b  находим   из  условия,  что точка А1  надлежит р2..
Имеем 
[image: image11.wmf](
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, и уравнение секущей имеет вид:


[image: image12.wmf](
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Составим уравнение касательной к параболе в точке Т (х0): у =2x0x+ c. Для вычисления с используем условие принадлежности точки Т касательной:
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. Поэтому с=-х02, и уравнение касательной имеет вид:
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(5).
Оно может быть получено из уравнения   (4)   секущей, если  положить х1=х2=х0. 

Зада ч а 1. В параболу вписаны четырехугольники А1А2А3А4 и В1В2B3B4 Доказать, что если А1А2||В1В2 , А2АЪ||В2В3 , А3А4||В3В4 , то А4А1||В4В1. 
Решение. Пусть точкам Ai соответствуют параметры аi а точкам  Bi — параметры bi. Тогда согласно условию задачи имеем:
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Складывая почленно первое и третье уравнения и вычитая второе  уравнение, получим a4 + a1= b4 + b1, откуда следует, что А4А1||В4В1.  Аналогичным свойством обладают два вписанных многоугольника с ным числом сторон.
Задача 2. В двух точках А1 и А2 параболы проведены к ней нормали, пересекающиеся в точке М. Провести третью нормаль к параболе, проходящую через точку М.

Решение. Пусть хорда А1А2 образует с осью х угол 
[image: image16.wmf]a

. Построим луч  ON, (рис. 1) образующий с осью х угол 
[image: image17.wmf].
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Очевидно 
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, где 
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— точка семетричная точке А2 относительно оси y, 
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 Точка А3 пересечения луча ON с параболой будет основанием искомой нормали, так как для точек  A1(x1), A2(x2), A3(x3) выполняет условие x1+x2=-(x3+0).
                                                                      [image: image22.png]



Парабола  и   окружность.
1. Пересечение   параболы   и   окружности.   Пересечем   параболу  у =x2 окружностью 

x2 + y2 + Mx + Ny + P = 0. (6)
Для нахождения координат точек пересечения решаем систему уравнений
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Очевидно, достаточно найти абсциссы точек пересечения окружности и параболы. Исключив из системы уравнений у, получим:
x4 + (1+N)x2 + Mx + P = 0. (8)
Параметры, соответствующие четырем точкам пересечения, являются корня​ми уравнения   (8). (Они  могут быть как вещественными, так и мнимыми.)
Поскольку коэффициент при х3 в уравнении   (8)   равен нулю, заключаем, следуя теореме Виета, что сумма его корней равна нулю. Итак,
х1+х2 + х3 + х4 = 0. (9)

Обратно: если через точки, принадлежащие параболе, провести окружность, пересекающую параболу в четвертой точке А"4 (х"4), то согласно прямой теореме
xl+x2 + x3 + x''4 = 0.
Учитывая (9), заключаем, что х"4 = х4 и А"4= А4 .
Итак, для того чтобы четыре точки А1 (х1), А2 (х2), Аз (х3), А4 (х4), расположенные на параболе, принадлежали одной окружности, необходимо и достаточно, чтобы х1 + х2+x3 + x4 = 0.
Построим четыре точки параболы, принадлежащие одной окружности. Пусть А1, А2, Аз — три произвольные точки  параболы  (рис. 2). Построим  для точек  A1 и A2 симметричные им точки  
[image: image24.wmf]-
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  и 
[image: image25.wmf]-
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   (относительно оси у). Этим точкам соответствуют значения параметра -х1  и  -х2.

Равенство (9)  переписываем так: х3+х4 = (-х1)+(-х2). Но согласно  это означает, что хорды А3А4 и 
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  параллельны. Поэтому точку А4  получаем в результате пересечения параболы прямой, проходящей через A3 параллельно хорде 
[image: image27.wmf]-
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Если точки А1 и А2 параболы закреплены, то через них проходит пучок окружностей, пересекающих параболу в парах точек Ai, и Ai+1 (i = 3, 5, 7, …), для которых 
[image: image28.wmf].
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Следовательно, прямые AiAi+1 параллельны между собой, причем угол наклона их к оси х равен 180° —
[image: image29.wmf]a

, где 
[image: image30.wmf]a

 — угол наклона прямой А1А2 к оси х. Далее,   среди   этих   параллельных   прямых   имеется   одна   касательная к параболе в точке 
[image: image31.wmf].
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   в  этой  точке  окружность, проходящая через А1 и А2, касается параболы.
Итак,   если  требуется  построить  окружность,   проходящую   через   две точки А1 и А2 параболы и касающуюся ее, то надо для середины Q отрезка А1А2 построить симметричную ей точку 
[image: image32.wmf]Q

относительно оси параболы и через 
[image: image33.wmf]Q

 провести прямую, параллельную оси. Точка пересечения этой пря​мой с параболой и будет точкой касания искомой окружности с параболой. Таким образом, через каждые две точки параболы проходит одна ок​ружность, касающаяся параболы в третьей точке.
Интересно отметить такой факт. Пусть хорды параболы А1В2 и А2В2 параллельны. Легко доказать, что если через концы каждой из этих хорд провести произвольную окружность, то хорды, соединяющие две другие точки пересечения С1 и D1, C2 и D2 каждой окружности с [image: image1.wmf]2
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параболой, тоже будут параллельны: C1D1||C2D2. 
2. Окружность, соприкасающаяся с параболой. Если из четырех точек пересечения окружности с параболой три совпадают с некоторой точкой А, то окружность называется соприкасающейся с параболой в точке А.
Теорема. Окружность, соприкасающаяся с параболой в точке А, пересекает параболу в такой точке В, что хорда, проходящая через точки, симметричные точкам А и В относительно оси параболы, параллельна касательной к параболе в точке А.
Доказательство. Пусть A(x1) — точка соприкасания окружности с параболой, В (х2) — другая их общая точка (рис. 9). Согласно (9)
Зх1+x2 = 0. (9')
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 — точки, симметричные точкам А и В относительно оси у. Угловой коэффициент касательной tA равен k = 2x. Угловой коэффи​циент хорды 
[image: image35.wmf]AB

 равен k1=x1— x2.
В силу (15') k = k1.

Задача 3. Построить окружность, соприкасающуюся с параболой в точке А.
Решение. Строим касательную к параболе в точке А (х1)   (рис. 3).
Через точку 
[image: image36.wmf])
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 проводим  прямую, параллельную этой  касательной, пересекающую параболу в точке 
[image: image37.wmf])
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. Точка B(x2), симметричная точке 
[image: image38.wmf]B

 относительно оси y, есть вторая искомая точка окружности с параболой. Центр искомой соприкасающейся окружности есть точка пересечения нормали к параболе в точке A(x1) и серединного перпендикуляра к хорде АВ. 
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