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Введение

В  курсе  геометрии    7-х –9-х  классов  были  рассмотрены  важные и интересные  свойства  геометрических  фигур  на  плоскости. Но  многие  удивительные  соотношения  и  изящные  геометрические  факты  не  вошли  в  основной  курс. 

Из школьного курса вам известны теоремы о замечательных точках в треугольнике: три биссектрисы (медианы, высоты) пересекаются в од​ной точке. Эти свойства являются следствиями теорем Чевы и Менелая.
 
Цель  моей  работы  –  изучить  теоремы Чевы и Менелая и   рассмотреть  применение  этих  теорем  к  решению  геометрических  задач.

Глава  I.

Теорема Менелая

Теорема Менелая красива и проста. В школьном курсе эта теорема затерялась где-то среди задач. Между тем она входит в золотой фонд древнегреческой математики. Эта теорема дошла до нас в арабском переводе книги «Сферика» Менелая Александрийского. 

Теорема 1: Пусть точки А1 и С1 лежат на сторонах ВС и АВ треуголь​ника АВС (рис. 1), а точка В1 — на продолжении стороны АС этого тре​угольника.  Точки А1, В1, и С1 лежат на од​ной прямой тогда и толь​ко тогда, когда выполня​ется равенство
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рис.1

Доказательство. Сначала до​кажем необходимость. Пусть точ​ки А1, В1, С1 лежат на прямой l и АА0 = h1, ВВ0 = h2, СС0 = h3 — пер​пендикуляры, опущенные соответст​венно из точек А, В, С на прямую l (см. рис. 1). Из подобия треугольников АА0C1 и BB0C1 получаем
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Аналогично, рассматривая другие па​ры подобных треугольников, полу-

чаем
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Перемножая полученные пропор​ции, приходим к требуемому ра​венству.

Достаточность. Пусть точки A1, В1, С1 (рис. 2), лежащие на прямых ВС, AC, AB, таковы, что
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Докажем, что точки А1 , В1, С1 лежат на одной прямой.

Проведем прямую А1В1 и докажем, что точка С\ ей принадлежит.

Предположим, что это не так. Сна​чала заметим, что прямая А1В1 не па​раллельна прямой AB. Пусть Т — точка пересечения прямых А1В1 и AB (см. рис. 2). Тогда
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рис.2
    Из условия и равенства (1) следует, что
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Так как точки Т и С1 лежат вне отрезка AB, их совпадение легко сле​дует из следующей леммы.

Лемма. Пусть А и В — две раз​личные точки. Тогда для любого К > 0, k 
[image: image10.wmf]¹

 1 на прямой AB существуют две и только две точки U и V такие,что 
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,причем одна из этих точек принадлежит отрезку AB, а дру​гая лежит вне отрезка AB.

Доказательство. Введем на прямой AB координаты, приняв точ​ку А за начало координат (рис. 3). Пусть для определенности k > 1. Координата искомой точки U, лежа​щей внутри отрезка AB, удовлетво​ряет уравнению 
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рис.3

Точка V вне отрезка AB находится

однозначно из уравнения 
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Случай 0 < k < 1 отличается от рас​смотренного лишь тем, что точку V следует искать левее точки А.
Теорема Менелая допускает инте​ресное стереометрическое обобщение.

Теорема 2. Если плоскость 
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, пе​ресекает ребра АВ, ВС, CD и DA тетраэдра ABCD в точках A1, В1, С1, D1, то
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 (2)

Обратно, если для четырех точек А1, В1, С1, D1, лежащих соответственно на ребрах АВ, ВС, CD, DA тетраэдра, выполнено равенство (2), то эти четыре точки лежат в одной плоскости.

[image: image19.emf]B

C

0

C

C

1

D

D

0

D

1

A

A

0

A

1

B

1

h

4

h

1

h

2

h

3

B

0


рис.4

Доказательство. Пусть h1, h2, h3, h4 — расстояние от точек А, В, С, D соответственно до плоскости 
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 (рис. 4). Тогда
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Осталось перемножить полученные отношения.

Для доказательства обратной тео​ремы проведем плоскость А1В1С1. Пусть эта плоскость пересекает ребро DA в точке Т (рис. 5). По доказанному
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а по условию
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рис.5

Поэтому
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и, по лемме, точки Т и D1, совпадают. Утверждение доказано.

Глава II
Теорема Чевы
   Эту замечательную теорему доказал в XVII веке итальянский инженер и математик Чева.

   Теорема 3: Пусть точки А1, В1,С1 лежат соответственно на сторонах ВС, АС и ВА треугольника АВС (рис. 6). Отрезки АА1 ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда выполняется равенство
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(Отрезки АА1, ВВ1 и СС1 иногда на​зывают чевианами.)

[image: image30.emf]M

C

1

B

B

1

A

C

A

1


рис.6

Доказательство. Необходи​мость. Пусть отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке М внутри тре​угольника АВС (рис. 7). Обозначим через S1,S2,S3 площади треугольни​ков АМС, СМВ и АМВ, а через h1, h2 — расстояния соответственно от то​чек А и В до прямой МС.
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рис.7

аналогично
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Перемножив полученные пропор​ции, убеждаемся в справедливости теоремы.

Достаточность. Пусть точки A1, B1, C1 лежат на сторонах ВС, СА и АВ треугольника и выполнено соот​ношение (3), М — точка пересечения отрезков AA1 и ВВ2, а отрезок СМ пересекает сторону АВ в точке Q. Тогда, по уже доказанному,
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так что
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Из леммы снова следует совпадение точек: Q==C1. Достаточность дока​зана.

Перейдем теперь к пространствен​ному обобщению теоремы Чевы.
Теорема 4. Пусть М—точка внутри тетраэдра ABCD, А1, В1, С1 и D1 — точки пересечения плоскостей CMD, AMD, АМВ и СМВ с ребрами (рис. 8) АВ, ВС, CD и DA соответствен​но. Тогда
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    Обратно, если для точек А1, В1, С1, D1, лежащих на соответствующих ребрах, выполнено соотношение (4), то плоскости АВС1, BCD1, CDA1 и DAB1 проходят через одну точку.
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рис.8
Доказательство необходимо​сти легко получить, если заметить, что точки А1, В1, С1 и D1 (см. рис. 8) лежат в одной плоскости (это пло​скость, проходящая через прямые A1С1 и B1D1, пересекающиеся в точ​ке М), и применить теорему Менелая.

Обратная теорема доказывается так же, как и обратная теорема Менелая в пространстве: нужно провести плос​кость через точки A1, B1, С1 и дока​зать с помощью леммы, что эта плоскость пересечет ребро DA в точ​ке D1.

Глава III
Применение  теорем Чевы и Менелая для  решения  геометрических  задач.

   Теоремы Чевы и Менелая в школь​ном курсе математики изучаются лишь в классах с углубленным изучением ма​тематики. Между тем, эти теоремы по​зволяют легко и изящно решить целый класс задач Задачи по планиметрии, предлагаемые на вступительных экзаменах в вузы, в заочные математические школы можно решить с помощью этих теорем.
    Задача 1. В треугольнике АВС на стороне ВС взята точ​ка N так, что NC = 3BN;на продолжении стороны АС за точку А взята точка М так, что МА = АС. Пря​мая MN пересекает сторо​ну АВ в точке F. Найдите отношение 
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Решение. По условию задачи МА = AC, NC =3BN. Пусть МА = АС = b, BN =k, NC = 3k. Прямая MN пересекает две стороны .треугольника АВС и продол​жение третьей. По теореме Менелая
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   Ответ: 2 : 3. 
Задача 2. На стороне PQ треугольника PQR взята точка N, а на стороне РR — точка L, причем NQ = LR. Точка пересечения отрезков QL и NR делит QL в отношении т : п  , считая от точки Q. Найдите 
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     Решение. По условию  NQ=LR , 
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Пусть NA = LR = а, QF = km, LF = kn. Пря​мая NR пересекает две стороны треугольника PQL и продолжение тре​тьей. По теореме Менелая
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf].
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    Ответ: п : т.

Задача 3. В треугольнике АВС AD — медиана, точка О — середина медианы. Прямая ВО пересекает сторону АС в точке К. В каком отно​шении точка К делит АС, считая от точки А.
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Решение. Пусть BD = DC = а, АО = OD = m. Прямая ВK пересекает две стороны и продолжение третьей стороны треугольника ADC. По теореме Менелая  
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf].
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Ответ: 1 : 2.

    Задача 4. Точка В1, лежит на стороне АС1 ,точка A1 — на стороне ВС треугольника АВС,
АВ1 : В1С = 1 : 2,

ВА1 : А1С = 1 : 3.

Отрезки АА1 и ВВ1 пересе​каются в точке О.

    Найдите: 1) ВО : 0В1; АО : ОА1 2) AC1 : C1B,  где С1 — точка пересечения A1B1 и АВ.
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Решение.1) В треугольнике ВВ1С прямая АА1 пере​секает две стороны этого треугольника и продолжение третьей стороны. По теореме Менелая 
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf].
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     В треугольнике AA1C пря​мая ВВ1 пересекает две его стороны и продолжение тре​тьей. По теореме Менелая 
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     2) В треугольнике АВС прямая A1C1 пересекает две его стороны и продолжение третьей. По теореме Менелая
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    Ответ: ВО : OB1 = 1 : 1, АО : ОА1 =2:1, AC1 : C1B = 3 : 2.
Задача 5. Пусть AD — медиана тре​угольника АВС. На стороне AD взята точка К так, что АК : KD = 3:1. Прямая ВК разбивает тре​угольник АВС на два. Найдите от​ношение площадей этих треуголь​ников.
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Решение. Пусть AD = DC = a, KD = т; тогда АК = 3т. Пусть Р — точка пересечения прямой ВК со стороной АС. Необходимо найти отношение 
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 Так как треугольники АВР и РВС имеют равные высоты, проведенные из верши​ны В, то
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По теореме Менелая для треугольника ADC и секу​щей РВ имеем:
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf],
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Итак, 
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     Ответ: 3:2.
   Задача 6. В треугольнике АВС, описанном около окружности, АВ = 8, ВС = 5, АС =4. А1 и С1 — точки ка​сания, принадлежащие соответственно сторонам ВС и ВА. Р — точка пе​ресечения отрезков АА1 и СС1 Точка Р лежит на биссектрисе ВВ1 Найди​те АР: РА1.
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Решение. Точка касания окружности со стороной АС не совпадает с В1, так как треугольник АВС — раз​носторонний. Пусть С1В = х , тогда, используя свой​ство касательных, проведенных к окружности из од​ной точки, введем обозначения (см. рисунок)
8- x + 5 – x = 4, x
[image: image73.wmf]2

9

=

.
Значит,

[image: image74.wmf]2

9

ВА

В

С

1

1

=

=

,
[image: image75.wmf]2

1

2

9

5

С

А

1

=

-

=

,

[image: image76.wmf]2

7

2

9

8

АС

1

=

-

=


В треугольнике АВА1, прямая С1С пересекает две его стороны и продолжение третьей стороны. По тео​реме Менелая
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     Ответ: 70 : 9.

Задача 7. В треугольник АВС, описанном около ок​ружности, АВ = 8, ВС = 12, АС = 9, А1 и С1 — точки касания, лежащие соответственно на сторонах ВС и АВ. Q — точка пересечения отрезков АА1 и ВВ1. Q ле​жит на высоте ВВ1. Найдите отношение BQ : QB1
   Решение. Треугольник АВС — разносторонний, зна​чит, точка В1 не совпадает с точкой касания.

1) Пусть С1В = х, тогда, используя свойство каса​тельных, проведенных к окружности из одной точки, введем обозначения (см. рисунок):
(13 - х) + (12 - х) = 9, х = 8.

Значит, С1В = 8, АС1 = 5.
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2) По формуле Герона
S
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    3) Из треугольника ABB; (прямоугольного) по теореме Пифагора 
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    4) В треугольнике ABB1 прямая CC1 пересекает две его стороны и продолжение третьей. По теореме Менелая
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     Ответ: 162 : 35.

Задача 8. Стороны треугольни​ка 5, 6 и 7. Найдите отно​шение отрезков, на кото​рые биссектриса большего угла этого треугольника разделана центром окруж​ности, вписанной в тре​угольник.
Решение. Пусть в тре​угольнике АВС АВ =5, ВС = 7, АС = 6. Угол ВАС

лежит против большей стороны в треугольнике АВС, значит, угол ВАС — больший угол треугольника. Центр вписанной окружности треугольника лежит на пере​сечении биссектрис. Пусть  О — точка пересечения биссектрис. Необходимо найти АО : OD. Так как AD —биссектриса треугольника АВС, то
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 то есть BD = 5k, DC = 6k. Так как BF — биссектриса треугольника АВС, то   
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 то есть АЕ = 5m, FC = 7m.
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Прямая  BF пересекает две стороны и продолжение третьей треугольника ADC. По теореме Менелая 
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Ответ: 11 : 7.
Задача 9.Биссектрисы BE и AD треугольника АВС пересекаются в точ​ке Q. Найдите площадь треугольника АВС, если S
[image: image95.wmf]BQD
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Решение. Пусть АВ = а, тогда 
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AD — биссектриса треугольника АВС, тогда 
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то есть BD = 2р, DC = Зр.BE — биссектриса треугольника АВС, тогда 
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 AE = 3k , EC = 4k.
В треугольнике ВЕС прямая AD пересекает две его стороны и продолжение третьей стороны. По теореме Менелая
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 то есть EQ = 9m, QB = l4.m.
Треугольники QBD и ЕВС имеют общий угол, значит, 
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     Треугольники АВС и BJ3C имеют равные высоты, проведенные из вершины В, значит, 
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   Ответ: 115 : 16.

Задача 10. В тре​угольнике АВС, площадь которого равна 6, на стороне АВ взята точка К, делящая эту сторону в от​ношении АК : ВК = 2 : 3, а на стороне AC — точка L, делящая АС в отношении AL : LC =5:3. Точка Q пересечения прямых СК и BL удалена от прямой АВ на расстояние 
[image: image112.wmf]2

3

. Найдите длину стороны АВ.

Решение. 1) Треугольники ABL и АВС имеют оди​наковую высоту, проведенную из вершины В.
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тогда   
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   2) Прямая КС пересекает в треугольнике ABL две стороны и продолжение третьей. По теореме Менелая
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то  есть BQ = 4p , QL = p.
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  3) Треугольники KBQ и ABL имеют общий угол, значит,
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тогда

[image: image121.wmf]KBQ

S

D

=
[image: image122.wmf].

5

9

4

15

25

12

=

×


4) 
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf],

5

12

3

,

5

12

5

9

3

4

3

4

=

=

×

=

D

×

=

m

KBQ

S

КВ


тогда     
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Итак, АВ = 4.
 Ответ: 4.
Задача 11. В треугольнике АВС точки К и L принадлежат соответ​ственно сторонам АВ и ВС. 
АК : ВК = 1 : 2,
CL : BL = 2 : 1.

Q — точка пересечения отрезков AL и СК . S
[image: image128.wmf]BQС
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 = 1- Найдите пло​щадь треугольника АВС. 
Решение.1) В треугольнике МВС прямая AL пересе​кает две стороны и продолжение третьей стороны. По теореме Менелая
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 В треугольнике АВМ прямая КС пересекает две стороны треугольника и продолжение третьей сторо​ны. По теореме Менелая

[image: image132.wmf],

1

=

×

×

CA

MC

QM

BQ

KB

AK

              

[image: image133.wmf].

1

2

1

=

×

×

CA

MC

QM

BQ

 (2)


[image: image134.wmf],

1

4

1

)

2

(

)

1

(

=

×

×

×

×

=

×

CA

MC

QM

BQ

QB

MQ

AM

CA


то есть MC = 4.p, AM = p.

2) Еще раз перепишем равенство (1):
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то есть 
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    3) Треугольники BQC и МВС имеют общий угол, значит,
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4) Треугольники АВС и МВС имеют равные высо​ты, проведенные из вершины  В, значит,
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Ответ: 1,75.

    Задача 12 . На стороне АС в треугольнике АВС взята точка К. АК = 1, КС = 3. На стороне АВ взята точка L. AL: LB = 2 : 3. Q — точка пересечения прямых ВК и CL.S
[image: image147.wmf]AQC
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 = 1. Найдите длину высоты треугольник АВС, опущен​ной из вершины В.
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Решение.Прямая ВК пересекает две стороны и продолжение третьей треугольника ALC. По теореме Менелая
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то есть LQ=1p, QC = 5p.    
1) Треугольники ABC и AQC имеют общий угол, значит,
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    2) Треугольники ABC и ALC имеют общую высоту, проведенную из вершины С, значит,
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   3) 
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    Ответ: 1,5.
    Задача 13. Дан параллело​грамм ABCD. Точка M делит отрезок AD в отношении р, а точка N делит отрезок DC в отно​шении q. Прямые ВМ и AN пересекаются в точ​ке S. Вычислите отноше​ние AS : SN.
   Решение.  
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  если MD = b, то AM = pb; 
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 если NC = a, то ND = aq.
Пусть В1 – точка пересечения прямых ВМ и CD. 
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Прямая ВВ1 пересекает две стороны и продолже​ние третьей треугольника AND. По теореме Менелая

[image: image161.wmf],

1

1

)

1

(

)

1

(

,

1

1

1

=

×

+

+

+

×

=

×

×

p

p

q

a

p

q

a

aq

SN

AS

MA

DM

D

B

NB

SN

AS


откуда


[image: image162.wmf].

1

)

1

(

+

+

+

=

q

pq

q

p

SN

AS


  Ответ: 
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  Задача 14. Докажите теорему: медианы треугольника пе​ресекаются в одной точке;

точка пересечения делит каждую из них в отноше​нии 2:1, считая от вер​шины.

Доказательство. Пусть AM1, ВМ2, СМ3 — медиа​ны треугольника АВС. Что​

бы доказать, что эти отрезки пересекаются в одной точке, достаточно показать, что
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[image: image165.emf]M
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Тогда по теореме Чевы (обратной) отрезки АМ1 , ВМ2 и СМ3  пересекаются в одной точке. Имеем:
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Итак, доказано, что медианы треугольника пере​секаются в одной точке.

Пусть О — точка пересечения медиан. Прямая М3С пересекает две стороны треугольника АВМ2 и продолжение третьей стороны этого треугольника. По теореме Менелая
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или 
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 Рассматривая теорему Менелая для треугольниов AM1С и AM3С, мы получаем, что 
[image: image169.wmf].
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Теорема доказана.
    Задача 15. Докажите теорему: биссектрисы треугольни​ка пересекаются в одной точке.

Доказательство. До​статочно показать, что
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Тогда по тереме Чевы (обратной) AL1 ,BL2, CL3. пересекаются в одной точке. По свойству биссектрис треугольника:
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[image: image172.emf]B
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Перемножая почленно полученные равенства, по​лучаем
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Итак, для биссектрис треугольника равенство Чевы выполняется,следовательно, они пересекаются в од​ной точке. 
Теорема доказана.
Задача 16. Докажите теоре​му: высоты остроуголь​ного треугольника пере​секаются в одной точке.

    Доказательство. Пусть АH1, АH2, и АН3 — высоты треугольника АВС со сторонами a,b и c.Из прямоугольных треугольников АВН2 и ВСН2 по теореме Пифа​гора выразим, соответственно, квадрат общего кате​та ВH2, обозначив АН2= х , СН2=b – x.
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Приравнивая правые части полученных равенств, получаем

с2 - х2 = а2 - (b - х)2,
откуда
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Тогда
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Итак,
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Аналогично рассуждая для прямоугольных тре​угольников ACH3 и BCH3 , BAH1 и CAH1 получим
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Для доказательства теоремы достаточно показать , что 
[image: image182.wmf].
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Тогда по теореме Чевы (обратной) отрезки АН1, ВН2 и СН3  пересекаются в одной точке. Подставив в левую часть равенства вы​ражения длин отрезков АН3, ВН3, BH1 , CH1, CH2 и AH2   через а, b и c убеждаемся, что равенство Чевы для высот треугольника выполняется. 
Теорема дока​зана.
Задача 17. Докажите теорему: если в треугольник вписа​на окружности, то отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания противоположные сторон, пересекаются в одной точке.

Доказательство. Пусть А1 ,B1 и С1 — точки каса​ния вписанной окружности треугольника АВС. Для того чтобы доказать, что отрезки АА1 , ВВ1 и СС1 пере​секаются в одной точке, достаточно показать, что выполняется равенство Чевы:
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Используя свойство каса​тельных, проведенных к ок​ружности из одной точки, введем обозначения: BC1 = BA1 = x, CA1 = CB1 = y, AB1 = AC1 = z.
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Равенство Чевы выполняется, значит, указанные отрезки (биссектрисы треугольника) пересекаются в одной точке. Эту точку называют точкой Жергона. Теорема доказана.

Заключение


Теоремы Чевы и Менелая  просты  в  понимании. Но  трудности,  связанные  с  освоением  этих  теорем, оправданы  их  применением  при  решении  задач.


Решение задач с  помощью  теорем Чевы и Менелая  более  рационально , чем их  решение  другими  способами, например  векторным, которое  требует  дополнительных  действий.


Я  считаю, что  такие  теоремы  должны  быть  включены  в  основной  курс  геометрии  7-х-9-х классов, так  как  решение  задач  с  помощью  этих  теорем  развивает  мышление  и  логику  учеников.


 Теоремы Чевы и Менелая  помогают  быстро  и  оригинально  решить  задачи  повышенной  сложности, в том  числе  и  задачи  уровня С  единого  государственного  экзамена.
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