Теорема Менелая красива и проста. В школьном курсе эта теорема затерялась где-то среди задач. Между тем она входит в золотой фонд древнегреческой математики. Эта теорема дошла до нас в арабском переводе книги «Сферика» Менелая Александрийского. 

Теорема 1: Пусть точки А1 и С1 лежат на сторонах ВС и АВ треуголь​ника АВС (рис. 1), а точка В1 — на продолжении стороны АС этого тре​угольника.  Точки А1, В1, и С1 лежат на од​ной прямой тогда и толь​ко тогда, когда выполня​ется равенство


[image: image1.wmf].

1

А

В

СВ

С

А

ВА

В

С

АС

1

1

1

1

1

1

=

×

×



[image: image2.emf]A

0

A

A

1

B

0

B

B

1

C

0

C

C

1

h

1

h

2

h

3

(m)

l


рис.1

Доказательство. Сначала до​кажем необходимость. Пусть точ​ки А1, В1, С1 лежат на прямой l и АА0 = h1, ВВ0 = h2, СС0 = h3 — пер​пендикуляры, опущенные соответст​венно из точек А, В, С на прямую l (см. рис. 1). Из подобия треугольников АА0C1 и BB0C1 получаем
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Аналогично, рассматривая другие па​ры подобных треугольников, полу-

чаем
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Перемножая полученные пропор​ции, приходим к требуемому ра​венству.

Достаточность. Пусть точки A1, В1, С1 (рис. 2), лежащие на прямых ВС, AC, AB, таковы, что
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Докажем, что точки А1 , В1, С1 лежат на одной прямой.

Проведем прямую А1В1 и докажем, что точка С\ ей принадлежит.

Предположим, что это не так. Сна​чала заметим, что прямая А1В1 не па​раллельна прямой AB. Пусть Т — точка пересечения прямых А1В1 и AB (см. рис. 2). Тогда
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рис.2
    Из условия и равенства (1) следует, что
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Так как точки Т и С1 лежат вне отрезка AB, их совпадение легко сле​дует из следующей леммы.

Лемма. Пусть А и В — две раз​личные точки. Тогда для любого К > 0, k 
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 1 на прямой AB существуют две и только две точки U и V такие,что 
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,причем одна из этих точек принадлежит отрезку AB, а дру​гая лежит вне отрезка AB.

Доказательство. Введем на прямой AB координаты, приняв точ​ку А за начало координат (рис. 3). Пусть для определенности k > 1. Координата искомой точки U, лежа​щей внутри отрезка AB, удовлетво​ряет уравнению 
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рис.3

Точка V вне отрезка AB находится

однозначно из уравнения 
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Случай 0 < k < 1 отличается от рас​смотренного лишь тем, что точку V следует искать левее точки А.
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