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Введение.
      Что же такое конические сечения или, по-другому, кривые второго порядка? В школьной математике с подробным изучением этих кривых не встретишься. Их изучают уже в университетах: математических, по изучению астрономии. Кривые второго порядка получили свое название, потому что с помощью графиков гиперболы, параболы и эллипса можно решить уравнения второй степени. Но вот все - таки полное и подробное  определение конических сечений. 

     КОНИЧЕСКИЕ СЕЧЕНИЯ -  линии пересечения круглого конуса с плоскостями, не проходящими через его вершину. В зависимости от взаимного расположения конуса и секущей плоскости получают три типа конических сечений: эллипс, параболу, гиперболу.

      Древнегреческий математик Менехм, открывший эллипс, гиперболу и параболу, определял их как сечения кругового конуса плоскостью, перпендикулярной к одной из образующих. Он назвал полученные кривые сечениями остроугольного, прямоугольного и тупоугольного конусов, в зависимости от осевого угла конуса. Первое, как мы увидим ниже, представляет собой эллипс, второе – параболу, третье – одну ветвь гиперболы. Названия "эллипс", "гипербола" и "парабола" были введены Аполлонием. До нас дошло почти полностью (7 из 8 книг) сочинение Аполлония "О конических сечениях". В этом сочинении Аполлоний рассматривает обе полы конуса и пересекает конус плоскостями, не обязательно перпендикулярными к одной из образующей.

      Аполлоний первый рассматривал эллипс, параболу и гиперболу как произвольные плоские сечения произвольных конусов с круговым основанием и детально исследовал их свойства. Обнаружил, что парабола — предельный случай эллипса, открыл асимптоты гиперболы; получил (в словесной форме) уравнение параболы; впервые изучал свойства касательных и подкасательных к коническим сечениям

     Именно эти три кривые (эллипс, параболу, гиперболу) я решила изучить. Во-первых, все свойства и сами сечения были очень подробно изучены древне - греческими учеными: Аполлонием, Евклидом и Архимедом. С их изучением и применением на практике связано немало легенд, некоторые из которых будут рассказаны в этом докладе. А  во - вторых это очень интересная тема, ведь прочитав большое количество материала по этой теме, я узнала, что некоторые явления, например траектория полета небесных тел, можно связать именно с данными кривыми.

     В этом докладе будут рассмотрены основные свойства конических сечений, некоторые из которых будут доказаны.
Глава I.
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 ПАРАБОЛА (греч. parabole) – кривая плоская линия, состоящая из всех таких точек, для каждой из которых расстояние до данной прямой (директрисы параболы) равно расстоянию до данной точки (фокуса параболы) не лежащей на директрисе.
    Кроме того параболой называется геометрическое место точек, для каждой из которых расстояние до некоторой фиксированной точки плоскости, называемой фокусом, равно расстоянию до некоторой фиксированной прямой, называемой директрисой (предполагается, что эта прямая не проходит через фокус).

    Фокус параболы принято обозначать буквой F, расстояние от фокуса до директрисы – буквой р. Величину р называют параметром параболы.

     На графике данная кривая выглядит в виде дуги (рис.1). Функция вида y=x²                                                     
    Параболы бывают восходящими (если ветви параболы направлены вверх) и нисходящими (если ветви параболы направлены вниз). Однако эти виды парабол не для всех функций. Ветви параболы часто бывают направлены влево или вправо.

    НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПАРАБОЛЫ:
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1. Любой луч света, исходящий из фокуса, после отражения от параболы становится параллельным оси Оу.
2. Касательная в любой точке параболы делит пополам угол между прямой, соединяющей точку касания с фокусом, и перпендикуляром, опущенным из этой точки на директрису.
3. Если источник света помещен в фокусе параболы, то фронт отраженной от параболы волны представляет собой отрезок, соединяющий две точки параболы и параллельный ее директрисе.

4. Расстояние от любой точки параболы до середины главной хорды равно её расстоянию до директрисы. (Фокальное свойство параболы).

    Доказательство фокального свойства параболы. 

Точка F – точка пересечения прямой QR и главной хорды (рис. 2). Эта точка лежит на оси симметрии Оу. Действительно, треугольники RNQ и ROF равны, как прямоугольные 

треугольники с равными катетами (NQ=OF, OR=RN). Поэтому какую бы точку N мы не взяли, построенная по ней прямая QR пересечёт главную хорду в её середине F. Теперь ясно, что треугольник FMQ – равнобедренный. Действительно, отрезок MR является одновременно и медианой и высотой этого треугольника. Отсюда следует, что MF=MQ.

   Оказывается, что эти свойства параболы были известны еще до нашей эры. Греческий ученый Архимед знал, что фокус параболы обладает таким свойством, что если в него поместить источник света, то лучи его, падающие на параболу, которую можно считать зеркалом, после отражения от него образует пучок прямых, уходящих в бесконечность параллельно от оси параболы. Если же считать, что пучок лучей, параллельных оси параболы, например идущих от солнца, падает на нее, тогда окажется, что все отраженные лучи пересекутся в фокусе. Этим можно воспользоваться на практике для того, чтобы создать в фокусе высокую температуру. Существует легенда о том, что Архимед, воспользовавшись этим свойством, сжег неприятельский римский флот при помощи зажигательных зеркал.     

     Кроме этого, эти свойства парабол используют при конструировании солнечных печей, телескопов, параболических антенн. Параболические антенны можно увидеть около любого аэродрома – они используются для того, чтобы собрать в одну точку все сигналы радиолокатора, отраженные от самолета. В прожекторах, наоборот, свет, исходящий из фокуса параболического зеркала, после отражения образует параллельный пучок и не рассеивается. По этой причине форму параболоида вращения имеют и автомобильные фары. 
      Параболы применяют при построении графиков и исследовании функций. Рассмотрим функцию   y = 2x2 +6x + 5.    

     Для того чтобы построить график квадратичной функции необходимо:
1) найти координаты вершиной параболы (вершиной параболы является точка пересечения параболы с осью симметрии) и отметить ее в ко​ординатной плоскости;

2)  построить еще несколько точек, принадлежащих пара​боле;

3)  соединить отмеченные точки плавной линией.
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ПОСТРОИТЬ ГРАФИК ФУНКЦИИ:

y = 2x2 +6x + 5.

1. Находим вершины параболы по функции:
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2. х = -1 – ось симметрии

3.  
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Вот мы и получили график функции   y = 2x2+6x + 5 ( рис. 3).

Глава II.

         ГИПЕРБОЛА (греч. hyperbole) плоская кривая (2-го порядка), состоящая из двух бесконечных ветвей.

   Кроме того гиперболой называется множество точек плоскости, абсолютное значение разности расстояний каждой из которых до данных точек 
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 и 
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 равно 2а, причём 2а<F
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М)=2а
    Эксцентриситетом гиперболы называют  отношение расстояния между фокусами  этой гиперболы к расстоянию между её вершинами.                                                        

     Так как  для гиперболы с>а, то  Е>1, т.е.  эксцентриситет каждой гиперболы  больше единицы.
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Следовательно, эксцентриситет определяется отношением осей эллипса, а отношение осей в свою очередь, определяется эксцентриситетом. Таким образом, эксцентриситет гиперболы  характеризует форму её основного прямоугольника, а значит и форму самой гиперболы. Чем ближе эксцентриситет 

к единице, тем меньше Е
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-1, тем меньше, следовательно, отношение 
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 ; значит, чем меньше эксцентриситет  гиперболы, тем более вытянут её  основной 

прямоугольник (в направлении оси, соединяющей вершины)
СВОЙСТВА ГИПЕРБОЛЫ:
1.   Всякая касательная к гиперболе составляет равные углы с фокальными радиусами в точке касания (или, лучи, выходящие из одного фокуса, отражаясь от гиперболы, будут расходиться таким образом, что кажутся выходящими из второго фокуса). (Оптическое свойство гиперболы).

2.  Директриса гиперболы проходит через основание перпендикуляра, опущенного из соответствующего фокуса на асимптоту гиперболы. 

 3. Всякая касательная к гиперболе составляет равные углы с фокальными радиусами в точке касания (или, лучи, выходящие из одного фокуса, отражаясь от гиперболы, будут расходиться таким образом, что кажутся выходящими из второго фокуса). 
     Что касается равносторонней гиперболы, то ее использовали для построения двух средних пропорциональностей, хотя выражали ее другим уравнением (не уравнением на рис. 4), ибо ее относили к асимптотам. Уравнение на рис. 4 использовали к гиперболе позже, прибавив к рисунку обозначение 
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для точки пересечения АР с продолжением ТС за Т. И если АР=х, РА
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, и если, кроме того, AL есть полупериметр, а АА
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 = 2а, то легко можно будет найти уравнение, данное на рис. 4. Применение ее к построению двух средних пропорциональных являлось отличным поводом для исследования того, не представляет ли эта кривая чего-то уже прежде известного, например окружности, через преобразование с помощью средств геометрической алгебры первоначального способа определения (determination) ее.

   У Аполлония в теоремах, относящихся к гиперболе, наблюдается значительный прогресс по сравнению с его предшественниками. Хоть он и называет обе ветви гиперболы противолежащими гиперболами, но он рассматривает их как одну единственную кривую, достигая, таким образом, в теоремах об эллипсе и гиперболе однородности, которая возможна лишь при таком подходе к вопросу.
     Во второй книге начал Аполлония рассматриваются кроме обеих ветвей параболы еще и сопряженные гиперболы, расположенные в различных углах, образуемых асимптотами, и имеющие диаметры одинаковой длины. Дело в том, что даже диаметрам, не пересекающим кривых, приписываются определенные длины, совпадающие фактически с теми, которые мы используем в данное время. 
Гиперболы, также как и параболы применяют при построении графиков функций.
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ПОСТРОИТЬ ГРАФИК ФУНКЦИИ:

y= 4/ x +3
y1=4/x 
Оy сдвигаем на 3 единицы влево.

Вот мы и получили график функции 4/ x +3 (рис. 5).

Глава III.

     Эллипс (elleipsis) плоская кривая 2-го порядка, геометрическое место точек, для которых сумма расстояний от двух фиксированных точек плоскости, называемых фокусами, есть постоянная величина; требуется, чтобы эта постоянная была больше расстояния между фокусами.

      Эксцентриситетом эллипса называется отношение расстояния между фокусами этого эллипса к длине его большой оси, обозначив эксцентриситет буквой  Е, получим: 
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЛИПСА:

1. Если d – прямая, содержащая большую полуось эллипса, то при равномерном сжатии к прямой d, данный эллипс преобразуется в новый, с эксцентриситетом Е',
причём Е'>Е и 
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, где к – коэффициент сжатия (т.е. 0<к<1).                        

2. Если  r – расстояние от произвольной точки эллипса до какого-нибудь фокуса, d – расстояние от той же точки до соответствующей этому фокусу директрисы, то отношение  
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   есть постоянная величина и равна эксцентриситету Е. (рис. 6) 
3. Всякая касательная к эллипсу образует 
равные углы с фокальными радиусами,
 проведёнными в точку касания. 
График эллипса использует для дока-
зательства теоремы Аполлония, хотя,

как мы узнаем позже, эта теорема была

известна еще до Аполлония:
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 Пусть  (рис. 7) АВ будет диаметром 2а
Эллипса, а CD – половиной сопряженной хорды; квадрат СD
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 должен находиться 

в постоянном соотношении 
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p


к произведению АС · СВ, что можно выразить, восставив в А и С перпендикуляры АЕ и CF к АВ и отложив на первом перпендикуляре АЕ = 2р. Если F есть точка пересечения CF и BE, то квадрат, построенный на CD, будет равен прямоугольнику AF, ибо CF  

равно в этом случае произведению
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        Таким образом, построенная здесь фигура представляет геометрико – алгебраическую схему, с помощью которого можно изобразить в точности, что мы изображаем уравнением:
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в котором  x и y представляют соответственно АС и CD. Видно, что выраженное таким образом основное свойство тождественно тому, которое знали еще до Аполлония, и что, следовательно, напрасно ему дают название теоремы Аполлония. ( Это было сказано выше).

Заключение.
       Итак, мы узнали основное про конические сечения. Для подробного изучения этой темы потребуется если не несколько лет, то много месяцев точно. Но эта работа будет отнюдь не обременительной, а очень интересной.  Хотелось бы, чтобы наши сверстники больше работали над этими темами.
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