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ВВЕДЕНИЕ.

         Введение ЕГЭ, и его проведение в течение  последних четырех лет, приучило учителей и учеников быть готовыми к любым неожиданностям на экзамене,  особенно в части «С». Материал, излагаемый в данной исследовательской работе, как правило, не встречается в чистом виде в программе школьного курса, но составители текстов к ЕГЭ, наверное, подразумевали его изучение на факультативах или на дополнительных занятиях. Поэтому,  в одном из вариантов работы на  ЕГЭ была предложена для решения в части «В» задача, следующего содержания:

 В7. Найти площадь фигуры, ограниченной неравенством 
[image: image309.png]
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         Наличие такого задания,  поставило в тупик даже сильных учеников, так как они с ней встретились впервые, хотя сама задача решается весьма просто.

         Отсутствие необходимых знаний, для решения задач типа В7, и привело к поиску материала и разработке системы занятий по данной теме. 
         С решением неравенств методом интервалов, учащиеся знакомятся в конце 8 класса, в 9 классе изучаются все основные функции и их графики. Метод областей, рассматриваемый в предлагаемой работе, есть не что иное, как перенос метода интервалов с прямой на плоскость. Учащиеся 9 класса не столь сильно загружены, как выпускники школ, именно эти факторы стали основными при выборе места и времени изучения раздела «Решение неравенств с двумя переменными» на факультативных занятиях. 

         Наша работа рассчитана на учеников 9 – 11 классов, желающих повысить уровень математической подготовки, увидеть красоту математических выкладок и эстетику графического подхода к решению неравенств с двумя переменными. 

         Для успешного освоения предлагаемым нами материалом от учащихся требуются: умение хорошо знать графики элементарных функций, уметь «работать с модулями», решать стандартные уравнения и неравенства, а также иметь навыки вычисления выражений при конкретных значениях переменной. 

         Замечание: рисунки к заданиям не содержат названий графиков элементарных функций, для того чтобы «картинка» не была перегружена различными надписями, так как работа ориентирована на сильного учащегося и все решения содержат подробное объяснение.

Неравенства с двумя неизвестными.

         Неравенство с двумя неизвестными можно представить так: 
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 - функция двух переменных х и у. Если мы рассмотрим уравнение 
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, координаты которых удовлетворяют этому уравнению, образует, как правило, некоторую кривую, которая разобьёт плоскость на две или несколько областей. В каждой из этих областей функция 
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 сохраняет знак, - остается выбрать те из них, в которых 
[image: image7.wmf]0

)

,

(

>

y

x

f

. 

         Остановимся на самых простейших неравенствах с двумя неизвестными.

1. Рассмотрим, прежде всего, неравенство 
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отличен от нуля, то уравнение 
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 задает прямую, разбивающую плоскость на две полуплоскости. В каждой из них будет сохраняться знак функции 
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. Для определения этого знака достаточно взять любую точку этой полуплоскости и вычислить значение функции 
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Для того, чтобы убедиться, где находится нужное множество точек, под прямой или над прямой, удобно вычислить значение функции в точке (0,0).

2. Рассмотрим графическое решение ещё одного простого неравенства: 
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Чтобы решить данное неравенство, достаточно рассмотреть функцию 
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, графиком которой является окружность с центром в начале координат и радиусом 
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 показано на рисунке.
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Заметим, что граница (сама линия, при которой неравенство обращается в уравнение) принадлежит решению лишь в случае, когда неравенство нестрогое. Если неравенство строгое, то граница изображается пунктирной линией, т.е. её точки не входят в область решения неравенства. 

3. На следующих рисунках приведены примеры графического решения наиболее часто встречающихся неравенств с двумя неизвестными.
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Системы неравенств.

         Решением системы неравенств с двумя переменными называется упорядоченная пара чисел, удовлетворяющая каждому неравенству этой системы. 
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         Для графического изображения решения системы неравенств 
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находят сначала множество Х1 точек плоскости, на котором выполняется первое неравенство, потом множество Х2 точек плоскости, где выполняется второе неравенство, и, наконец берут пересечение этих множеств (т.е. их общую часть). 
Пример. Изобразите графически решение системы неравенств 
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Решение. Неравенство 
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 и в точках, лежащих выше этой прямой. Неравенство же  
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 выполняется на окружности радиусом 5 с центром в начале координат и внутри неё. Общая часть этих множеств показана на рисунке.
Пример. Изобразите графически решение системы неравенств 
[image: image31.wmf].
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Решение. Первое неравенство системы перепишем в виде 
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. Ясно, что оно представляет собой внутреннюю область параболы
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, включая её границу. Второе неравенство системы перепишем в виде 
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 и внутри неё. Общая часть этих множеств показана на рисунке.
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Пример. Изобразите графически решение системы неравенств 
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Решение. Множество решений каждого из неравенств системы есть полуплоскость. Границы первых двух неравенств системы 
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 попарно параллельные прямые (их угловые коэффициенты равны), прямые 
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 также параллельны. Следовательно, решением данной системы является параллелограмм, изображенный на рисунке.
Применение метода областей 
при решении неравенств с двумя неизвестными.
          Метод интервалов без существенных изменений переносится с числовой оси на координатную плоскость. При этом роль критических точек на координатной плоскости играют критические линии, а роль промежутков – области. Эти линии делят область определения функции двух переменных на «более мелкие» области, в каждой из которых непрерывная функция сохраняет знак. 
         Для нахождения этого знака достаточно взять в рассматриваемой области какую-нибудь отдельную «удобную» точку и найти знак функции в выбранной точке, который сохраняется во всей области. При переходе через критические (граничные) линии, знак функции, как правило, не меняется. Случаи, когда знак не меняется, аналогичны случаям критических точек четной кратности. 
         Схема исследования неравенств с двумя неизвестными методом областей аналогична схеме решения неравенств с одной неизвестной методом интервалов.
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Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. На координатной плоскости нарисуем линии, определяемые равенствами 
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 которые разбивают плоскость на несколько областей. При х = 1, у = 0 левая часть неравенства равна -1. Следовательно, в области, содержащей точку (1; 0), она имеет знак минус, а в остальных областях её знаки чередуются (убедиться в этом дополнительно можно, вычислив знак левой части неравенства  в отдельных «удобных» точках каждой области).
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Ответ: закрашенные области на рисунке.

Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. Нарисуем граничные  линии
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При х = 1, у = 0 левая часть неравенства 
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 имеет знак плюс, в соответствии, с чем её знаки распределяются по областям так, как на рисунке.
Ответ: закрашенные области на рисунке.

Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. ОДЗ: 
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В верхней полуплоскости 
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 нарисуем линии, определяемые условиями 
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При х = 0, у = 1 и в соответствующей области дробь имеет знак плюс, который меняется при переходе через граничные линии. Непосредственной проверкой убеждаемся, что при у = 0, 
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  неравенство выполняется.

Ответ: закрашенные области на рисунке.

Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. ОДЗ: 
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 которые разбивают ОДЗ на шесть областей.   В точках (-1; 2) и (1; 2) и в соответствующих областях  левая часть неравенства имеет знак плюс, который при переходе через граничные линии 
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 меняется. В то же время, при переходе через луч х = 0, 
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Ответ: заштрихованные три области на рисунке (кроме луча х = 0, у = 0).
Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. 
Нарисуем графики граничных функций
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и учитывая, что в области, содержащей точку (0; 0), дробь имеет знак плюс, расставим знаки в остальных областях.
Ответ: заштрихованные четыре области на рисунке
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Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. Граничные линии 
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. Затем строим граничные линии и определяем знаки в полученных областях подстановкой отдельных точек.

Ответ: закрашенные области на рисунке.

Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
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Решение. Нарисовав график функции
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и отобразив её «верхнюю» часть симметрично относительно оси абсцисс, получим линию, определяемую уравнением  
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. В точке (0; 0) левая часть неравенства имеет знак минус. Следовательно, в области, содержащей точку (0; 0), она имеет знак минус, а в остальных двух областях – знак плюс. Заметим, что в ответ входит луч у = 0, 
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Ответ: закрашенные области на рисунке и луч у = 0, 
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Пример. На координатной плоскости изобразите множество точек 
[image: image78.wmf](
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, координаты которых удовлетворяют неравенству 
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Решение.  ОДЗ: 
[image: image80.wmf]1
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Граничные линии: 
[image: image81.wmf]х
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.  Строим граничные линии. Они разбивают плоскость на восемь областей, определяя знаки подстановкой в отдельных точках, получаем решение. 

Ответ: закрашенные области на рисунке.

Применение метода областей, при решении задач на нахождение площади фигуры ограниченной неравенством.
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В данном разделе представлены задачи, в которых требуется найти площадь фигуры, ограниченной неравенством. 

Пример. Найти площадь фигуры ограниченную неравенством 


[image: image83.wmf](
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Решение. Поскольку произведение рано нулю лишь в случае, когда хотя бы один из множителей равен нулю, уравнение 
[image: image84.wmf](
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 задаёт линию, распадающуюся на две окружности 
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. Они делят плоскость на три части. С помощью метода пробных точек устанавливаем, что исходное неравенство выполняется в кольце, ограниченном этими окружностями (на рисунке эта область закрашена). 
Найдем площадь полученной фигуры, как разность площадей кругов с радиусами 
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Ответ. 12 (. 

Пример. Найти площадь фигуры ограниченную неравенством  
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Решение. Начертим оси координат и проведем прямые х = 2 и у = -1. Прямые разбили плоскость на четыре части. Раскрывая последовательно знак модуля в каждой части (против часовой стрелки), получаем: В I части: 
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                  Во I I части: 
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                  В I I I части: 
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                   В IV части: 
[image: image94.wmf].
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Искомая фигура представляет собой внутреннюю область квадрата (на рисунке эта область закрашена). Найдем площадь полученной фигуры, как площадь ромба с равными диагоналями: 
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Ответ. 2.
Пример. Найти площадь фигуры ограниченную  системой неравенств 


[image: image97.wmf](
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Решение. Первое неравенство содержит внутреннюю часть круга с центром в точке (1; 1) и радиусом 1. Второе неравенство представляет собой внутреннюю часть  ромба, центр которого находится в точке (0; 1). Тогда их общее решение находим как пересечение двух областей  (на рисунке эта область закрашена). Найдем площадь полученной фигуры, как площадь сектора, а легче как четверть круга: 
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Ответ. 
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Пример. Найти площадь фигуры ограниченную неравенством 
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Решение. Преобразуем данное неравенство 
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Первое неравенство системы задает внутреннюю часть круга радиуса 2 с центром в начале координат. Второе неравенство задает множество точек плоскости, для которых 
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. Объединяя найденные решения, получаем два равных сегмента (на рисунке эта область закрашена). 
Площадь, полученной фигуры найдем как удвоенную площадь сегмента. Для этого из площади сектора ОАВ вычтем площадь треугольника ОАВ и удвоим полученный результат. 
1) Треугольник ОВС прямоугольный с катетом ОС = 1 и гипотенузой ОВ = 2, тогда 
[image: image107.wmf](
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. Катет ВС найдем по теореме Пифагора, 
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=

ВС

. 
2) Площадь сектора найдем по формуле 
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3) Найдем площадь треугольника ОАВ: 
[image: image111.wmf]3
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4) Так как у нас два равных сегмента, то площадь искомой фигуры находится по формуле: 
[image: image112.wmf](
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Ответ:  
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Пример. Найти площадь фигуры ограниченную неравенством 
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Решение. Переписав неравенство в виде 
[image: image115.wmf]0
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,  и выделив в левой части полный квадрат, получим 
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. Площадь искомой фигуры складывается из площадей четырёх полукругов и одного ромба: 
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Ответ: 
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Пример. Найдите площадь фигуры ограниченную системой неравенств 
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)

ï

î

ï

í

ì

-

³

-

+

£

+

2

1

4

2

2

x

y

y

x

y

x

.

Решение. Перепишем первое неравенство системы в виде: 
[image: image122.wmf]0
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, выделим в левой части полный квадрат и получим неравенство: 
[image: image123.wmf](
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. Последнее неравенство определяет на координатной плоскости внутреннюю часть круга с центром в точке (2; 2) и радиусом  R = 2.

Второе неравенство системы задает на координатной плоскости верхнюю полуплоскость, ограниченную уравнением 
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. Общее решение системы показано на рисунке штриховкой.

Заметим, что площадь фигуры ограниченную заданной системой неравенств, можно найти как сумму площадей полукруга с радиусом  R = 2 и треугольника АВС. 
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Ответ. 
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Пример. Найдите площадь фигуры заданную  неравенством 
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Решение. Построим граничные линии, на которых происходит смена знаков подмодульных выражений: это ось абсцисс, ось ординат и прямая у = х.  Эти кривые разбивают плоскость 
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 на подобласти их – VI, на каждой из которых строим соответствующие множества точек, удовлетворяющих неравенству 
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. Рассмотрим, учитывая симметричность неравенства три области. 

I область: 
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VI область: 
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V область:
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 тогда неравенство принимает вид
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Итак, неравенство 
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, задаёт на координатной плоскости фигуру, показанную на рисунке штриховкой.

Площадь этой фигуры находим как сумму площадей трех квадратов со стороной равной 1. 
[image: image139.wmf].
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Ответ. 3.
Применение  метода областей для решения заданий с параметром.

         Взгляд на параметр как на равноправную переменную находит своё отражение в графических методах. В самом деле, поскольку параметр «равен в правах» с переменной, то ему, естественно, можно «выделить» и свою координатную ось. Таким образом, возникает координатная плоскость (х; а). казалось бы такая незначительная деталь, как отказ от традиционного выбора букв х и у для обозначения осей, определяет один из эффективнейших методов решения задач с параметрами. 
         Конечно, далеко не все задачи с параметрами можно решить графическим способом. Выделим самые общие признаки, которые помогут узнавать задачи, подходящие под рассматриваемый метод: в задаче фигурирует лишь один параметр а и одна переменная х, они констатируют некоторые аналитические выражения 
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и т.д., графики уравнений 
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 строятся в системе координат (х; а) несложно. Сам же процесс решения схематично выглядит так. Вначале строится графический образ, затем, пересекая полученный график прямыми, перпендикулярными параметрической оси, «читаем» нужную информацию.
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Пример. Найти все значения а, при которых система
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имеет единственное решение.
Решение. Перепишем исходную систему в таком виде: 
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         Все решения этой системы (пары вида
[image: image144.wmf](
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) образуют область, показанную на рисунке штриховкой. 
Требование единственности решения данной системы на графический язык переводится так: горизонтальные прямые должны иметь с полученной областью только одну общую точку. Легко заметить, что лишь прямые 
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Ответ: 
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 Пример. Найти все значения а, при которых уравнение 
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 имеет ровно три корня?
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Решение. Исходное уравнение равносильно совокупности
[image: image150.wmf]ê
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, выражая параметр а, получаем: 
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График этой совокупности – объединение уголка и параболы. Очевидно, лишь прямая 
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 пересекает полученное объединение в трех точках.

Ответ: 
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Пример. Сколько решений имеет уравнение 
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 в зависимости от значений параметра а?
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Решение. Данное уравнение решаем аналогично предыдущему. Оно равносильно совокупности следующих двух уравнений:  

[image: image155.wmf]ê

ê

ë

é

-

-

=

-

=

1

1

2

2

x

a

x

х

a

.
Построим в прямоугольной системе координат графики функций, входящих в совокупность. График этой совокупности – объединение уголка и параболы. 

Количество решений данного уравнения при фиксированном значении параметра 
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 исходное уравнение имеет два корня, при а = -1 и а = 1 уравнение имеет три корня, при 
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Ответ: если 
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            если а = -1 и а = 1 , то три корня,

            если 
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Пример. Сколько решений имеет уравнение 
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 в зависимости от значений параметра а?
Решение. Запишем  это уравнение как квадратное относительно а: 
[image: image167.wmf](
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. Найдем корни и получим следующую совокупность 
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. Теперь обращение к координатной плоскости (х; а) делает задачу почти тривиальной. Координаты точек пересечения парабол можно найти, решив уравнение 
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[image: image170.wmf]2

1

-

=

х

. Для записи ответа осталось лишь заметить, что общая точка этих парабол совпадает с вершиной параболы 
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. Проводя на рисунке прямые, параллельные оси абсцисс «считываем» ответ.
Ответ. Если 
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Пример. Найти все значения а, при которых любое решение неравенства 
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 по модулю не превосходит двух.
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Решение. Перепишем данное неравенство в таком виде: 
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Графики уравнений 
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 разбивают координатную плоскость (х; а) на четыре области. «Методом областей» устанавливаем, что решением исходного неравенства будут заштрихованные на рисунке области. Теперь, если при каком-то фиксированном значении 
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, в пересечении с полученной областью, дает лишь точки, абсциссы которых удовлетворяют условию 
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 - одно из искомых значений параметра. Тогда очевидно, что все значения параметра а, из отрезка АВ, удовлетворяют условию задачи, следовательно 
[image: image185.wmf]2

1

2

-

£

£

-

а

.

Ответ: 
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Пример. При каких значениях параметра а множество решений неравенства 
[image: image187.wmf](
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 содержит не более четырех целых значений х?
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Решение. Преобразуем данное неравенство к виду 
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Последнее неравенство равносильно совокупности двух систем:
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С помощью этой совокупности легко изобразить решения исходного неравенства. Смотри на рисунок (обрати внимание на расположение координатных осей!). 
Проведем прямые 
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 не более чем в четырех точках из отмеченного множества, будут искомыми. 

Заметим, что при 
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 имеют пять точек пересечения, значит, они не являются решением исходного неравенства. При 
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 Анализируя полученную картинку, приходим к выводу, что в данной задаче 
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[image: image203.wmf]6

-

=

а

, а = 0, а = 1 и 
[image: image204.wmf]12

=

а

 не входят в множество решений исходного неравенства).
Ответ: 
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Пример. Найти все значения параметра а, при каждом из которых множество решений  неравенства 
[image: image208.wmf](
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 не содержит ни одного решения неравенства 
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Решение. Применим «метод областей» для решения неравенства 
[image: image210.wmf](
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      Решение неравенства 
[image: image213.wmf](
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В этой же системе координат строим множество точек, определяемых условием 
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)   Очевидно искомые значения параметра а те, при которых ни одна из точек указанных областей неравенства 
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Анализируя полученную картинку, приходим к выводу, что значения параметра, при которых выполняется условие задачи, составляют объединение интервалов 
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Ответ: 
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Пример. Решить неравенство 
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Решение. Введем новую переменную 
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x

=

-

4

2

, где 
[image: image223.wmf]1

³

t

 так как 
[image: image224.wmf]4

³

х

, то наименьшее значение 
[image: image225.wmf]4

2

-

x

= 1 при х = 4.
[image: image308.png]//// P



Исходное неравенство примет вид 
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 изобразим области, координаты точек которых удовлетворяют соотношениям 
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Учитывая подстановку 
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Ответ: при 
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Пример. Для каких значений параметра а в множестве решений неравенства 
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Решение.  Перепишем данное неравенство в виде: 
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[image: image252.wmf]î

í

ì

³

-

<

-

0

2

0

1

2

ax

x

x

 или 
[image: image253.wmf](

)

î

í

ì

-

>

-

³

-

2

2

1

2

0

1

x

ax

x

x

, откуда 
[image: image254.wmf]î

í

ì

³

-

>

0

2

1

2

ax

x

х

    или    
[image: image255.wmf](

)

î

í

ì

-

>

-

£

2

2

1

2

1

x

ax

x

x

.

Заметим, что в решение первой системы ни при каких значениях параметра а не может входить отрезок 
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Ответ: 
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Пример. При каких значениях параметра а, уравнение 
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  имеет единственное решение?

Решение. Перепишем данное уравнение в виде 
[image: image265.wmf]1

2

-

+

=

х

х

а

, заменим его равносильной системой 

[image: image266.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

-

-

-

=

-

+

-

³

-

+

=

-

+

=

1

  

  

,

1

3

1

1

2

1

   

   

,

1

3

1

1

2

х

при

х

х

х

х

при

х

х

х

a


и построим графический образ в координатной плоскости (х; а). Заметим, что 
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Ответ: 
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