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Ряды.
Глава I. Числовые ряды.
§1. Основные понятия и определения.

Опред-е: Выражение вида 
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 – числа, называется числовым рядом. Каждое число называется членом ряда.

Числовой ряд можно задать с помощью: 

1. Указания первых членов. 

Пример: 2+7+12+17+22+…

2. Словесно. 

Пример: 
На четных местах стоит 1, на нечетных местах  -1; 
-1+1-1+1…

3. Формула общего члена. 

Пример: 
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Опред-е: Частичной суммой ряда называется сумма первых n-членов (
[image: image6.wmf]n
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Пример: 
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Опред-е: Числовой ряд 
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называется сходящимся, если существует конечный предел 
[image: image10.wmf]S
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. Если такого предела не существует, то ряд называется расходящимся.

§2. Ряд с положительными членами.

Признаки сходимости.

Опред-е: Ряд с положительными членами – это ряд, у которого все члены больше нуля.

Рассмотрим признаки сходимости ряда с положительными членами:

1. Признак сравнения.

Даны два ряда: 
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Если ряд (1) сходится и 
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, тогда сходится ряд (2).

Если ряд (1) расходится и 
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, тогда ряд (2) расходится.

Пример: Даны ряды
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Опред-е: Ряд вида 
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 называется гармоническим рядом. Этот ряд является расходящимся.

Пример: 
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 - расходящийся ряд
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 - на основании признака сравнения, этот ряд является расходящимся.

2. Признак Даламбера.

Если ряда 
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 существует конечный предел 
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[image: image33.wmf]n
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Используем признак Даламбера.
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 - расходящийся.

3. Признак Коши.

Если для ряда 
[image: image35.wmf]...
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 существует конечный предел 
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4. Необходимый признак сходимости.

Если ряд сходится, то 
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5. Интегральный признак Коши.

Пусть дана функция
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: непрерывная, монотонно убывающая, неотрицательная.

Дан числовой ряд с положительными членами 
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, тогда если несобственный интеграл 
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 сходится, то сходится численный ряд, и наоборот.

Рассмотрим последнее утверждение

[image: image47.emf]
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 - дает площадь криволинейной трапеции.
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 - дает площадь ступенчатой фигуры.

S криволинейной трапеции < S ступенчатой фигуры.

Если несобственный интеграл расходится, то и расходится числовой ряд.

Пример:
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 - применим интегральный признак Коши.
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Составим функцию 
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Ответ: ряд расходящийся.

§3. Знакочередующиеся ряды.

Признак Лейбница.

Абсолютная и условная сходимость.

Опред-е: Ряд члены которого как положительны, так и отрицательны, называется знакопеременным рядом - 
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Ряд вида 
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, где 
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 - положительные числа, называется знакопеременным рядом.

Выясним при каких условиях знакочередующийся ряд является сходящимся.

Признак Лейбница.

Знакочередующийся ряд сходится, если выполняются условия:

1. 
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Доказательство:
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Запишем ряд в следующем виде:
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Из алгебры известно, что если числовая последовательность монотонно возрастает (убывает) и ограничена сверху (снизу), то она имеет предел.
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 - монотонно возрастает и ограничена сверху.
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 - монотонно убывает и ограничена снизу.
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Для (1) составим частичную сумму и запишем последовательность.
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 получим - монотонно возрастающую последовательность, ограниченную числом 
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Получим, что ряд для четного числа членов является сходящимся.

Возьмем нечетное число членов ряда
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Для нечетного числа членов, ряд является сходящимся.

Опред-е: Дан знакопеременный ряд 
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Из данного ряда составим ряд 
[image: image78.wmf]...
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Если ряд (*) сходится и (**) тоже сходится, то ряд (*) называется абсолютно сходящимся.

Если ряд (*) сходящийся, а (**) – расходящийся, то ряд (*) называется условно сходящимся.

Отметим, что если ряд составленный из членов по абсолютной величине сходится, тогда знакопеременный ряд тоже сходится.

Глава II. Функциональные ряды.

Ряд вида 
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 - непрерывные функции в области D, называется функциональным рядом.

При определенных значениях 
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 - получаем числовые ряды. Множество значений 
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, при которых функциональный ряд является числовым сходящимся рядом, называется областью сходимости ряда.

§1. Степенные ряды, основные понятия и определения.

Опред-е: Ряд вида 
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В некоторых случаях функцию 
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Ставится задача для определения коэффициентов.

Найти: 
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Получается такая закономерность
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 - ряд Маклорена.

Представление функции в виде ряда Маклорена возможна в области сходимости ряда. Область сходимости для степенного ряда есть интервал 
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Ряд Маклорена – это разложение функции 
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Укажем, как находится область сходимости для степенного ряда. (Рассмотрим на ряде Маклорена).
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1. Используем признак Даламбера
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 - определяет область сходимости.

2. Используем признак Коши.
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 - определяет область сходимости ряда.

§2. Разложение элементарной функции в степенной ряд.

1. 
[image: image117.wmf]x

x

f

sin

)

(

=

 - разлагаем в ряд Маклорена.
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§3. Применение степенных рядов для приближенных вычислений.

· Вычисление значений функций.

· Вычисление определенных интегралов.

· Решение дифференциальных уравнений.

Глава III. Тригонометрические ряды. Ряд Фурье.

§1. Основные понятия и определения.

Опред-е: 

Ряд вида 
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 - называется тригонометрическим рядом.

Требуется определить коэффициенты ряда 
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, эти коэффициенты будем искать по формуле Фурье.

Если в тригонометрическом ряде коэффициенты посчитаны по формуле Фурье, то ряд будет называться рядом Фурье.

Пусть дана функция 
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 - является сходящимся числовым рядом.

Приступим к вычислению коэффициентов по формуле Фурье, но сначала рассмотрим некоторые интегралы.
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Используем полученные значения определенных интегралов при вычислениях коэффициентов.
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Ряд сходится, т.к. сходится числовой знакоположительный ряд. Сходящийся ряд можно интегрировать.
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Умножим (*) на 
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Умножим (*) на 
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Умножим (*) на 
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Умножим (*) на 
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Умножим (*) на 
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Замечания: 

· Если в ряде Фурье разлагается нечетная функция, то в разложении будет только 
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.

· Если в ряде Фурье разлагается четная функция, то в разложении будет только 
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По чертежу видно, что площади определенные этими интегралами, равны между собой.

Выясним, при каких условиях функция разлагается в ряд Фурье.
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Теорема:

Если функция 
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§2. Разложение в ряд Фурье функцию y=f(x) с периодом T=2l.

Дана функция 
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Разложить эту функцию в ряд Фурье.
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 EMBED Equation.3  [image: image199.wmf]Þ
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В полученных формулах сделаем переход к старой переменной x.
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Зная коэффициенты, можем записать разложение функции в ряд Фурье.
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Мы получили формулу для разложения в ряд Фурье функцию 
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