                                                                                                      Савельева В.А.

                           Признаки делимости чисел.
Признак  делимости - это правило, по которому, не выполняя деления, можно  установить, делится ли одно число на другое. Признаки делимости всегда интересовали ученых разных времен и народов.

Старинная восточная притча:

Давным-давно жил-был старик, который, умирая, оставил своим трем сыновьям 19 верблюдов. Он завещал старшему сыну половину, среднему – четвертую часть, а младшему – пятую. Не сумев найти решения самостоятельно (ведь задача в «целых верблюдах» решения не имеет), братья обратились к мудрецу.

- О мудрец!- сказал старший брат. - Отец оставил нам 19 верблюдов и велел разделить между собой: старшему – половину, среднему – четверть, младшему – пятую часть. Но 19 не делится ни на 2, ни на 4, ни на 5. Можешь ли ты , о достопочтенный,  помочь нашему горю,  ибо мы хотим выполнить волю отца?
- Нет ничего проще, - ответил им мудрец. – Возьмите моего верблюда и идите  домой.

      Братья дома легко разделили 20 верблюдов пополам, на 4 и на 5.Старший брат получил 10, средний – 5, а младший – 4 верблюда. При этом один верблюд остался (10+5+4=19).Раздосадованные, братья вернулись к  мудрецу и пожаловались :
- О мудрец , опять мы не выполнили волю отца! Вот этот верблюд – лишний.

- Это не лишний, - сказал мудрец,- это мой верблюд. Верните его и идите домой.


Большой вклад в изучение признаков делимости чисел внес Б. Паскаль. 
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ПАСКАЛЬ, БЛЕЗ (Pascal, Blaise) (1623–1662), французский религиозный мыслитель, математик и физик, один из величайших умов 17 столетия. Родился в Клермон-Ферране (провинция Овернь) 19 июня 1623. Мать Паскаля умерла в 1626. Его отец Этьен, выбранный королевский советник, а позднее второй президент палаты сборов в Клермоне, знаток математики и астрономии, переехал в Париж вместе с детьми в 1631. Покинув службу, он посвятил себя образованию Блеза и двух его способности сестер. Юный Блез очень рано проявил выдающиеся математические, научившись считать раньше, чем читать. Вообще его пример – это классический случай детской математической гениальности. Свой первый математический трактат «Опыт теории конических сечений» он написал в 24 года. Примерно в это же время он сконструировал механическую суммирующую машину, прообраз арифмометра. Работы Паскаля в области точных наук, или ранний период его творчества относится к 1640-1650 году. За эти 10 лет разносторонний ученый сделал очень много: он нашел алгоритм для нахождения признаков делимости любого целого числа на любое другое целое число, сформулировал способ вычисления биноминальных коэффициентов, изложил ряд основных положений элементарной теории вероятности, впервые точно определил и применил для доказательства метод математической индукции. Вместе с Галилеем и Стевином Паскаль разработал основные положения классической гидростатики и установил ее основной закон – «Закон Паскаля». В начале 50-х годов, разочаровавшись в «бездушности и отвлеченности» точных наук, Паскаль обратился к сфере теологии и философской антропологии. Сблизившись с янсенистами, Паскаль включился в энергичную полемику с иезуитами по вопросу религиозной этики, результатом которой был шедевр французской сатиры – «Письма к провинциалу» (1657). Главное, что сделал Паскаль как религиозный философ: пройдя школу механистического рационализма, он первым поставил вопрос о границах «научности», чем предвосхитил целую философскую линию от Фридриха Якоби через романтизм вплоть до экзистенциализма. Паскаль отказался строить искусственно гармонизированный теологический образ мира. Его мучительное ощущение космоса выражено в словах: «Это вечное молчание бесконечных пространств ужасает меня». 
   Умер Паскаль в Париже в 1662 году.
Признак делимости Паскаля. Если остаток от деления    
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Доказательство:
 Так как остаток от деления числа 
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Слагаемое 
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 делится на b.Поэтому числа a и  
[image: image11.wmf]110

...

nn

arara

+++

  имеют одинаковые остатки при делении на b .

Математические и естественно-научные достижения пифагореизма

При всей противоречивости пифагореизма (а может быть, благодаря ей) пифагорейская школа внесла величайший вклад в развитие конкретно-научного познания и прежде всего математики. Основные направления математических исследований раннего Пифагорейского союза:

· доказательства тех положений, которые были получены в египетской и вавилонской математике (включая и «теорему Пифагора»); 

· разработка теории пропорций, музыкальной теории (важнейшие гармонические интервалы могут быть получены при помощи отношений чисел 1, 2, 3 и 4); 

· арифметика из простого искусства счета перерастает в теорию чисел. 

Вопросы делимости чисел рассматривались пифагорейцеми.Введены арифметическая, геометрическая и гармоническая пропорции, а также различные средние: арифметическое, геометрическое, гармоническое.

В теории чисел пифагорейцами была проведена большая работа по типологии натуральных чисел. Пифагорейцы делили их на классы. Выделялись класс совершенных чисел (число,равное сумме своих собственных делителей, например: 6 = 1+2 + 3), класс дружественных чисел (каждое из которых равно сумме делителей другого, например 220 и 284: 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 20 +11+22 + 44 + + 55 + 110 = 284 и 1 +2 + 4 + 71 + 142 = 220), класс фигурных (треугольное число, квадратное число и т.д.) чисел, простых и др.

Наряду с геометрическим доказательством теоремы Пифагора был найден способ отыскания неограниченного ряда троек «пифагоровых чисел», удовлетворяющих соотношению А²  + В²  = С² . Было открыто много математических закономерностей теории музыки, совершенствовались приемы геометрического доказательства и т.д.

Определение:
Числа a и b называются равноостаточными (при делении на c), если равны их остатки. 

Рассмотрим некоторые признаки делимости:
Признак делимости на 2.Число делится на 2 тогда и только тогда, когда его последняя цифра делится на 2.. Число, делящееся на 2, называется чётным, не делящееся на 2 – нечётным. 

Пример 1:       Число 674397520...867424536 делится на 2 , так как его последняя цифра 6 делится на 2. 

Признак  делимости  на  3. 
Число делится на 3, если сумма чисел, образованных его цифрами в десятичной записи делится на 3.
Пример 2:
Выяснить, делится ли на три число 1316– 225 [image: image12.wmf]×

515.
Решение. Число 13 при делении на 3 равноостаточно с 1, следовательно, 1316 вравносостаточно с 116 = 1. Число 2 равноостаточно с –1, следовательно 225 с (-1)25 = -1. Число 5 равноостаточно с –1, следовательно, 515 равноостаточно с (-1)15 = -1. Таким образом, число 1316 – 225 [image: image13.wmf]×

515 равноостаточно с 1 – (-1)(-1) = 0, т.е. данное число делится на 3. 

Признак делимости на 4. Число делится на 4 тогда и только тогда, когда две его последние цифры – нули, либо когда двузначное число, образованное двумя его последними цифрами, делится на 4.     Доказательство вытекает из того, что число 100 и его кратные делятся на 4. 
Пример 3:
Число 38675438112 делится без остатка на 4 потому, что число 12        нацело делится на 4. 

Признак делимости на 5. Число делится на 5 тогда и только тогда, когда его последняя цифра – 5 или 0.

Пример 4:

Число 667623543 + 967599312 делится на 5 ,т.к. при сложении на конце получится цифра 5.
Признак делимости на 8.Число n делится на 8 тогда и только тогда, когда на 8 делится трехзначное число, образованное из трех  последних цифр числа n.

Пример 5:

 Делимость числа 199619971998 на 2 определяется лишь по одной его последней цифре 8 (на 2 делится); на 4 – по двум последним цифрам (98 не делится на 4) ; на 8 – по числу 998 (на 8 не делится ; впрочем, это уже следует из того факта, что число 199619971998 не делится на 4).

Если внимательно рассмотреть признаки делимости на 2,4,8, то можно найти признак делимости на 2ª( a=1,2,3,4… ).Число n делится на 2ª  тогда и только тогда, когда на 2ª  делится a – значное число, которое образуют a последних цифр числа n. Действительно, исходное число n можно представить в виде суммы двух слагаемых: одного, оканчивающегося a нулями, и другого, образованного из a последних цифр числа n.Первое слагаемое делится на 10ª ,а значит, на  2ª , посколько 10ª =5ª[image: image14.wmf]×

2ª . Таким образом, вопрос о делимости на 2ª  исходного числа всецело зависит от делимости на 2ª второго слагаемого .

Признак делимости на 9. Число делится на 9 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 9.

Пример 6:

Число 7128 делится на 9, т.к. на 9 делится число 7+1+2+8=18.

А число 5817 на 9 не делится, т.к. 21 не делится на 9.

Признаки делимости на 10, 100, 1000. Число делится на 10 тогда и только тогда, когда его последняя цифра – 0. Число делится на 100 тогда и только тогда, когда две его последние цифры – нули. Число делится на 1000 тогда и только тогда, когда три его последние цифры – нули.
Пример 7: 

Доказать, что число 1110 – 1 делится на 100. 
Решение. Имеем 1110 – 1 = 10(119 + 118+ … + 1). Число 11 при делении на 10 равноостаточно с 1. Поэтому сумма чисел, стоящих в скобке правой части равноостаточна с 1 + 1 + … + 1 = 10 и, следовательно, делится на 10. Таким образом, исходное число делится на 100. 

Признак  делимости  на  11. 
Число делится на 11, если алгебраическая сумма чисел, образованных его цифрами в десятичной записи с чередующимися знаками делится на 11. 
Доказательство. Число 10 равноостаточно с –1. Поэтому 100 равноостаточно с (-1)(-1) = 1, 1000 равноостаточно с –1 и т.д. Таким образом, число an…a1a0= a0 + a110 +…+an10n равноостаточно с a0 – a1 + … + (-1)nan.
 Пример 8:

Доказать, что число 3516282 делится на 11.

Решение.  Алгебраическая сумма его цифр равна 2 – 8 + 2 – 6 + 1 – 5+ + 3 = -11. Таким образом, данное число делится на 11.
Объединенный признак делимости на 7, 11 и 13. 
Число делится на 7, 11 или 13, если алгебраическая сумма чисел, образованных тройками цифр данного числа в десятичной записи с чередующимися знаками делится соответственно на 7, 11 или 13. 
Доказательство. Заметим, что произведение чисел 7, 11 и 13 равно 1001. Поэтому число 1000 при делении на 7, 11 или 13 равноостаточно с –1. Далее поступаем как и в признаке делимости на 11. 
    В качестве примера рассмотрим число 42 623 295. Число 295 – 623 + 42 = -286 делится на 11 и 13, но не делится на 7. Следовательно, и данное число делится на 11 и 13, но не делится на 7. 
Пример 9:

Доказать, что число 22225555 + 55552222 делится на 7. 
    Решение. 2222 и –4 при делении на 7 равноостаточны, 5555 и 4 также равноостаточны. Поэтому 22225555 + 55552222 равноостаточно с -45555 + 42222 = -42222(43333 – 1) = -42222(641111 – 1) = -4222263(641110+…+1). Так как 63 делится на 7, то и данное число делится на 7. 

Признак делимости на 25. Число делится на 25 тогда и только тогда, когда две его последние цифры либо нули, либо образуют число, делящееся на 25.
Пример 11:

Числа 8573683…978425, 8675,  9654…86755450 делятся на 25 без остатка, т.к. числа 25, 75, 50 кратны 25.

Признак  делимости  на  37. 
    Число делится на 37, если сумма чисел, образованных тройками цифр данного числа в десятичной записи делится соответственно на 37. 
    Доказательство вытекает из того, что число 1000 при делении на 37 равноостаточно с 1. 
Заметим также, что трехзначные числа 111, 222, …, 999 делятся на 37. 
 Пример 12: 
Числа 356 643, 123 432, 215 673 делятся на 37,т.к.  сумма чисел,образованных тройками цифр данных чисел в десятичной записи делится на 37.
Свойства делимости:
Теорема 1 (теорема о делимости суммы).

Если каждое слагаемое делится на некоторое число, то и сумма делится на это число . Доказательство:   
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Теорема 2  (теорема  о  делимости  произведения).                                                          Если в произведении хотя бы один из множителей делится на некоторое число, то и произведение делится на это число.   Доказательство:                                   Рассмотрим для двух множителей (для большего числа аналогично).
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  Задача 1.
 Доказать, что число 
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Решение:
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        Задача 2.

Доказать, что число  
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Решение:


[image: image26.wmf]abcddcba

+

 = (1000a+100b+10c+d)+(1000d+100c+10b+a)=1000a+100b+10c+d+
+1000d+100c+10b+a=1001a+110b+110c+1001d=11(91a+10b+10c+91d)
11(91a+10b+10c+91d)
[image: image27.wmf]M

11.

        Задача 3.
Доказать,что 
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Решение:
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        Задача 4.

Доказать, что сумма квадратов двух последовательных целых чисел при делении на 4 дает остаток 1.
Решение:

Пусть 2k и 2k+1 – два последовательных целых числа, тогда
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Значит,сумма квадратов двух последовательных целых чисел при делении на 4 дает остаток 1.  


[image: image31.wmf]   Задача 5.

Число a при делении на 12 дает остаток 7.Чему равен остаток от деления числа а на 2; 3; 4; 6. 

Решение:

1) a=12k+7=2(6k+3)+1
Значит, при делении на 2 остаток 1.

2) a=12k+7=3(4k+2)+1

Значит, при делении на 3 остаток 1.

3) a=12k+7=4(3k+1)+3

Значит, при делении на 4 остаток 3.
4) a=12k+7=6(2k+1)+1

Значит, при делении на 6 остаток 1.

      Задача 6.
Выписаны подряд 300 натуральных чисел, начиная с 1.Докажите, что полученное число делится на 3.Верно ли, что оно делится на 9?
Решение:

Надайдем сумму цифр данного числа:

1+2+3+…+288+289+300 = (1+300) [image: image32.wmf]×
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150 = 45150

Значит, это число делится на 3 (4+5+1+5+0=15, 15
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3), но на 9 данное число не днлится.

     Задача 7.

Докажите, что при любом натуральном значении n 
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Решение:
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Использование признаков делимости упрощает многие вычисления. Свойства делимости позволяют решать задачи на кратность. Материал, собраный в этой работе можно использовать для проведения занятий математического кружка.
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