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Введение

Теория графов – важный раздел дискретной математики, практическая роль которой возросла за счёт развития различных АСУ и вычислительной техники дискретного действия, в теоретическом плане помимо связей с комбинаторикой и геометрией наметились сдвиги на стыке теории графов с алгеброй, математической логикой.

Исторически сложилось так, что теория графов зародилась в ходе решения головоломок двести с лишним лет назад. Очень долго она находилась в стороне от главных направлений исследований ученых. Толчок к развитию теория графов получила на рубеже XIX и XX столетий, когда резко возросло число работ в области топографии и комбинаторики, с которыми ее связывают самые тесные узы родства. Наиболее раннее упоминание о графах встречается в работе Л. Эйлера (1736 г.). В середине XIX века инженер-электрик Г. Кирхгоф разработал теорию деревьев для исследования электрических цепей, а математик А. Кэли в связи с описанием строения углеводородов решил перечислительные задачи для трех типов деревьев. Окончательно как математическая дисциплина теория графов оформилась в 1936 г. после выхода монографии Д. Кёнига «Теория конечных и бесконечных графов».

В последнее время графы  и связанные с ними методы исследований органически пронизывают на разных уровнях едва ли не всю современную математику. Теория графов находит массу приложений как в различных областях математики: алгебре, геометрии, топологии, комбинаторике, теории кодирования, исследовании операций, так и в физике, химии, лингвистике, экономике, психологии и других науках. 

В прошлом году я написала научную работу по теме «Теория графов». Мне эта тема показалось очень интересной и познавательной. Поэтому в этом году я решила продолжить изучение теории графов и выбрала эту работу.
Глава I. Характеристики вершин и ребер графа.

§ 1. Основные понятия теории графов.

Граф представляет собой непустое множество точек и множество отрезков, оба конца которых принадлежат заданному множеству точек. 

Обозначают граф буквой G.

Точки иначе называют вершинами, отрезки – ребрами графа. 
Множества ребер и вершин обозначаются символами EG и VG соответственно.
Число вершин |VG| графа G называется его порядком и обозначается |G|.

Если |G|=n, |EG|=m, то граф называют (n,m)-графом.
 
Граф H называется подграфом графа G, если вершины и ребра H принадлежат G. Подграф H графа G называется подграфом, порожденным множеством вершин {V1, V2, …,Vp}, если он содержит вершины V1, V2, …,Vp и все ребра графа G, соединяющие эти вершины.
Вершины, которые не принадлежат ни одному ребру, называются изолированными. На рис.2 вершина А – изолированная.
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              Рис. 1                                  Рис. 2    

Две вершины называют смежными, если существует хотя бы одно ребро с концами в этих вершинах.

Две вершины называются не смежными, если не существует таких ребер.
Реберным графом L(G) произвольного графа G называется граф, вершины которого соответствуют ребрам графа G, и две вершины являются смежными тогда и только тогда, когда соответствующие им ребра в G имеют общий конец.
Граф называется полным, если каждые две различные  вершины его соединены одним и только одним ребром. Полный граф с n вершинами обозначается Kn. На рис. 1 изображен граф K4.
Граф называется пустым, если он состоит только из изолированных вершин. Пустой граф с n вершинами обозначается On.
Граф, не являющийся полным, можно преобразовать в полный граф с теми же вершинами, добавив недостающие ребра.
Дополнением графа называют граф с теми же вершинами, что и исходный, и только с теми ребрами, которые необходимо добавить к этому графу, чтобы получился полный граф.

Вершины в графе могут отличаться друг от друга тем, скольким ребрам они принадлежат.

Степенью вершины называется число ребер графа, которым принадлежит эта вершина. Степень вершины A обозначается deg A.
Граф называется регулярным, если степени всех его вершин равны.
Вершина называется нечетной, если ее степень — число нечетное. Вершина называется четной, если ее степень — число четное.

Путем называется конечная последовательность ребер данного графа, в котором конец каждого ребра кроме, возможно, последнего, является началом следующего ребра.

Расстоянием между вершинами A и B называется длина наикратчайшего пути с началом в A и концом в B. Расстояние обозначается d(A, B). Считают, что d(A, A)=0.
Циклом называется путь, в котором совпадают его начальная и конечная вершины.

Две вершины А и B называют связанными, если в графе существует хотя бы один путь с концами А и В.

[image: image53.wmf]Две вершины графа называют несвязанными, если в графе не существует ни одного пути, с концами в этих вершинах. 


       Рис. 3                                      Рис. 4                           Рис. 5
На рисунке 3 вершины A и D связанные, а вершины E и B несвязанные.

Граф G называется связным, если связаны любые две его вершины. В противном случае граф состоит из нескольких компонент.
Максимальный связный подграф Gi графа G называется компонентой графа G.

На рисунке 4 изображен граф, содержащий две компоненты – G1 и G2.
Связный граф без циклов называется деревом. Деревья изображены на рисунках 5 и 6.

           Рис. 6                                             Рис. 7
Два графа G и H называются изоморфными, если можно занумеровать вершины каждого из них так, что две вершины будут смежными в одном графе тогда и только тогда, если вершины с такими же номерами будут смежными во втором. В случае изоморфизма графов G и H пишут 
[image: image54.wmf].
Граф G называют плоским, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы никакие его два ребра не имели других общих точек, кроме их общей вершины.

Граф называют планарным, если он изоморфен плоскому графу.

Рисунок графа, в котором никакие два его ребра не пересекаются, если не считать точками пересечения общие вершины, называют укладкой графа. 
В качестве характеристики плоского представления графа вводится понятие грани.

Гранью плоского графа называется множество всех таких точек плоскости этого графа, которые можно соединить друг с другом плоской кривой, не пересекающей рёбра графа. 

На рисунке 7 гранями являются (A, B, D), (B, E, F), (B, E, F).
В качестве грани можно рассматривать и часть плоскости, расположенную «вне» плоского представления графа. Она ограничена «изнутри» простым циклом и не содержит в себе других циклов. Эту часть плоскости называют внешней гранью. 

§ 2. Независимые множества и покрытия.

Множество вершин графа называется независимым (или внутренне устойчивым), если никакие две вершины из этого множества не смежны.

Независимое множество называется максимальным, если оно не является собственным подмножеством некоторого другого независимого множества. Наибольшее по мощности независимое множество называется наибольшим.
Число вершин в наибольшем независимом множестве графа G называется числом независимости (числом внутренней устойчивости, неплотностью) этого графа и обозначается α0. 

[image: image2]
               Рис. 7
Для графа G, изображенного на рисунке 7, число независимости α0(G)=4. При этом множества вершин {1, 2, 3, 7}, {1, 2, 3, 8}, {2, 3, 5, 8} и {2, 3, 5, 7} являются наибольшими независимыми, а {4, 7} – максимальное независимое множество, не являющееся наибольшим.
Т е о р е м а. Для любого графа G верно неравенство
α0(G) ≥ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть S=
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 – наибольшее независимое множество вершин графа G, содержащее α0 вершин. Для каждой вершины Vi из S можно выбрать множество N(Vi), которое содержит вершину Vi  и все смежные с ней вершины. При этом нетрудно заметить, что каждая вершина графа G обязательно попадает хотя бы в одно множество N(Vi), так как S – наибольшее независимое множество. Число вершин во множестве N(Vi) равно deg Vi +1. Поэтому
n ≤ (deg V1 +1) + (deg V2 +1) + … + (deg 
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 +1)≤ α0((deg V +1), где deg V – наибольшая степень графа.
Отсюда 
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По существу, доказательство этой теоремы дает простой алгоритм нахождения наибольшего независимого множества в графе. Это множество строится следующим образом: каждый раз в графе выбирается вершина минимальной степени и заносится в это множество. Затем эта вершина и все смежные ей вершины удаляются из графа и процесс продолжается. Но этот алгоритм дает лишь приближенные результаты, и решение задачи по нахождению наибольшего независимого множества может оказаться плохим.
С л е д с т в и е. Для любого n-графа G выполняется неравенство
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где Δ(G) – максимальная из степеней вершин графа G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Это неравенство можно преобразовать к виду 
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, то из неравенства в предыдущей теореме можно вывести необходимое неравенство. ■
Пусть 
[image: image10.wmf]
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 - среднее арифметическое степеней графа G.

С л е д с т в и е. Для любого графа G порядка n верно неравенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно неравенство Коши-Буняковского:
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для любых ai, bi≥0. Полагая ai= 1+deg vi, bi=(1+ deg vi)-1, 
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Последнее неравенство вместе с неравенством из предыдущей теоремы приводит к соотношениям 
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Независимые множества вершин графа имеют самые разнообразные применения. Можно рассмотреть следующий пример из теории информации:
Источник информации посылает сообщения, являющиеся последовательностями сигналов из множества X={X1, X2, …, Xm}. При передаче возникают (например, вследствие помех) искажения сигналов. Поэтому на принимающей станции некоторые сигналы могут быть приняты как другие, то есть перепутаны. Если рассмотреть граф G, у которого VG=X, то Xi,Xj
[image: image17.wmf]Î

EG, если и только если Xi и Xj  могут быть перепутаны. Тогда, чтобы получить безошибочный код, то есть  исключить перепутывания, следует воспользоваться сигналом из независимого подмножества вершин графа G. Стремление получить максимальное количество таких сигналов приводит к задаче отыскания наибольшего независимого множества вершин в графе G.
С понятием независимости в графе тесно связано понятие доминирования. Подмножество V′ вершин графа G называется доминирующим (или внешне устойчивы), если каждая вершина из VG\V′ смежна с некоторой вершиной из V′. Иначе говоря, каждая вершина графа находится на расстоянии не более 1 от доминирующего множества.
Доминирующее множество называется минимальным, если никакое  его собственное подмножество не является доминирующим.

Доминирующее множество, имеющее наименьшую мощность, называется наименьшим.  

Число вершин в наименьшем доминирующем множестве называется числом доминирования и обозначается γ(G).
Подмножество вершин графа, являющееся как независимым, так и доминирующим, называется ядром.

                 Рис. 8                                                 Рис. 9

На рисунке 8 отмечено ядро V′.
Очевидно, что независимое множество является максимальным (не обязательно наибольшим) тогда и только тогда, когда оно доминирующее. Таким образом, ядра графа – это максимальные независимые множества вершин. С другой стороны, доминирующее множество не обязательно независимо. Например, на рисунке 9 множество 
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 является доминирующим, но не независимым.
Т е о р е м а. Для любого n-графа G верно неравенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V'={V1, V2, …, Vγ} – наименьшее доминирующее множество графа G. Так как объединение вершин из V' и вершин, смежных с ними, дает множество всех вершин графа G, то
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. Отсюда и вытекает нужное неравенство. ■
Вершина и ребро графа покрывают друг друга, если вершина является одним из концов этого ребра.
Подмножество V′ называется покрытием (или вершинным покрытием, опорой) графа G, если каждое ребро из EG инцидентно хотя бы одной вершине из V′. 
Покрытие графа называется минимальным, если оно не содержит покрытия с меньшим числом вершин, и наименьшим, если число вершин в нем наименьшее из всех покрытий графа G. 
Число вершин в наименьшем покрытии графа G называется числом покрытия (или числом вершинного покрытия) графа G и обозначается через β0(G).
Т е о р е м а. Множество U вершин графа G является (минимальным, наименьшим) покрытием тогда и только тогда, когда Ui=VG\U – (максимальное, наибольшее) независимое множество. Следовательно,
α0(G) + β0(G)=|G|.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению множество Ui независимо тогда и только тогда, когда хотя бы один из концов каждого ребра принадлежит U. Это значит, что U – вершинное покрытие. Отсюда следует, что 
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Значит, наименьшему U соответствует наибольшее Ui и наоборот. ■
Т е о р е м а. Для любого графа G верно неравенство
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где δ(G) – наименьшая степень вершин G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из каждой вершины наибольшего независимого множества выходит по крайней мере δ(G) ребер. Так как вершины из этого множества не смежны, то все эти ребра различны. Поэтому
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Отсюда и получается нужное неравенство. ■
§3. Клика.

Подмножество V′ вершин графа G называется кликой, если любые две входящие в него вершины смежны, то есть если подграф G(V′) является полным. 

Клика называется максимальной, если она не содержится в клике с большим числом вершин, и наибольшей, если число вершин в ней наибольшее среди всех клик данного графа.

Число вершин в наибольшей клике графа G называется плотностью (или кликовым числом) и обозначается через φ(G). 

Как и в случае независимых множеств, максимальная клика графа может оказаться не наибольшей, и это обстоятельство делает задачи нахождения числа φ(G) и наибольшей клики для произвольного графа G крайне трудными.
Очевидно, что подмножество вершин графа G является кликой тогда и только тогда, когда оно независимо в дополнительном графе G′. Следовательно, 
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Все клики графа, как и все максимальные клики, составляют покрытие множества вершин.

Наименьшее число клик графа G, покрывающих множество VG, называется числом кликового покрытия и обозначается через c(G).

Очевидно, что c(G)≥α0(G) для любого графа G.
Граф пересечения максимальных клик называется графом клик и обозначается через Q(G). Таким образом, вершины графа Q(G) соответствуют максимальным кликам графа G и две вершины смежны тогда и только тогда, когда соответствующие клики пересекаются.
Известно, что существуют графы, не являющиеся графами клик. Таков, например, граф, изображенный на рисунке 10.


[image: image26]
          Рис. 10

§ 4. Проблемы клики, изоморфной вложимости 

и изоморфного подграфа.
Пусть G и G´ – два графа. Требуется установить, существует ли в графе G´ подграф, изоморфный графу G. Эта проблема изоморфного подграфа является одной из труднейших алгоритмических проблем теории графов.

Другой вариант этой проблемы – проблема изоморфной вложимости: требуется установить, существует ли в графе G´ порожденный подграф, изоморфный графу G.

Проблема изоморфного подграфа превратится в проблему изоморфизма графов, если дополнительно положить |G|=|G´| и |EG|=|EG´|. Аналогично проблема изоморфной вложимости превратится в проблему изоморфизма, если положить |G|=|G´|.
Проблему клики часто рассматривают в таком виде: заданы граф G и натуральное число c. Требуется установить, верно ли неравенство φ(G)≥c?

Проблема клики является частным случаем как проблемы изоморфного подграфа, так и проблемы изоморфной вложимости: требуется установить, является ли полный граф Kc  подграфом графа G. На самом деле эти три проблемы эквивалентны, то есть и проблема изоморфной вложимости, и проблема изоморфного подграфа могут рассматриваться, в свою очередь, как частные случаи проблемы клики. Этот факт впервые доказал В. Г. Визинг, использовав свою конструкцию модульного произведения графов. Удобно рассматривать не само произведение Визинга, а дополнительный к нему граф. Именно эта конструкция названа модульным произведением.

Модульным произведением G◊G´ графов G и G´ называется граф, определяемый следующими условиями:

1) V (G◊G´) =VG×VG´ – декартово произведение множеств VG и VG´.
2) вершины (U, U´) и (V, V´) графа G◊G´ смежны тогда и только тогда, когда одновременно U≠V, U´≠V´ и либо 
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                          Рис. 11
На рисунке 11 справа изображен граф G◊G´ (модульное произведение графов G и G´ с множествами вершин VG={1, 2} и VG´={V1, V2, V3} соответственно).
Т е о р е м а (В. Г. Визинг, 1975 г.). Граф G изоморфно вкладывается в граф G´ тогда и только тогда, когда ( (G◊G´)≥|G|.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть |G|=n, а в графе G´ существует порожденный подграф H, изоморфный графу G. Можно пометить вершины графа G числами 1,2,… n, а им соответствующие вершины подграфа H буквами A1,A2,…An. Тогда, согласно определению изоморфизма, если вершина i смежна j, то Ai смежна Aj, а, если вершина i несмежна j, то Ai несмежна Aj. Поэтому в графе G◊G' вершины с разными первыми номерами (1,V1),(2,V2),…(n,Vn) будут попарно смежны в любом варианте. Отсюда ( (G◊G')(n.

Обратно, пусть φ(G◊G´)≥n, С – клика в графе G◊G´, содержащая ровно n вершин. Тогда C={(1, V1), (2, V2), …, (n, Vn)}. Так как вершины Vi (i=1,… n) попарно различны, то их можно считать за вершины подграфа H. В этом случае соответствие i→Vi является изоморфизмом графов G и H. ■  
Можно заметить, что вершины (i, Vi)с равными одноименными координатами не смежны, поэтому φ(G◊G´)≤n, поэтому неравенство из предыдущей теоремы на самом деле является равенством.


§5. Паросочетания.
Не менее важным, чем понятие вершинной независимости, является понятие реберной независимости.

Произвольное подмножество попарно несмежных ребер графа называется паросочетанием (или независимым множеством ребер). В качестве иллюстрации можно рассмотреть граф, изображенный на рисунке 12. В нем паросочетаниями являются, например, {e2}, {e1}, {e2, e6}, {e1, e3, e5, e7}.


          Рис. 12
Паросочетание графа G называется максимальным, если оно не содержится в паросочетании с большим числом ребер и наибольшим, если число ребер в нем наибольшее среди всех паросочетаний графа G. 

Число ребер в наибольшем паросочетании графа G называется числом паросочетания и обозначается через α1(G).

Ясно, что независимые множества ребер графа находятся во взаимно однозначном соответствии с независимыми множествами вершин реберного графа L(G), и,  следовательно, α1(G)=α0(L(G)). Тем не менее для нахождения наибольшего паросочетания в произвольном графе существует эффективные алгоритмы.

С понятием паросочетания тесно связано понятие реберного покрытия. Реберным покрытием графа G называется такое подмножество ребер 
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, которое покрывает все вершины графа, то есть такое, что каждая вершина в G инцидентна по крайней мере одному ребру из E´. Из этого определения следует, что лишь графы с изолированными вершинами не имеют реберных покрытий. Реберное покрытие графа называется минимальным, если в нем не содержится покрытий с меньшим числом ребер, и наименьшим, если число ребер в нем наименьшее среди всех покрытий. Число ребер в наименьшем реберном покрытии графа G называется числом реберного покрытия и обозначается через β1(G).
Очевидно, что β1(G)≥|G|/2. Например, в графе, изображенном на рисунке 13, множество из пяти ребер {{1, 9}, {2, 8}, {3, 7}, {4, 5}, {5, 6} является реберным покрытием, а поскольку β1(G)≥4,5, то оно наименьшее.   


         Рис. 13                                     Рис. 14                              
Паросочетание называется совершенным, если оно одновременно является реберным покрытием. Иногда сам граф называют паросочетанием – тогда, когда все ребра графа составляют одно паросочетание. Граф, изображенный на рисунке 14 – паросочетание, а в графе, изображенном на рисунке 12,  {e1, e3, e5, e7} – совершенное паросочетание. Очевидно, что если в графе есть совершенное паросочетание, то оно является наименьшим реберным покрытием.
Т е о р е м а (Т. Галлаи, 1959 г.). Для любого графа G порядка n без изолированных вершин верно равенство

α1(G)+β1(G)=n.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α1= α1(G), β1= β1(G). Для доказательства теоремы достаточно доказать два следующих неравенства
                                                      α1+β1≤n,                                                       (1)                                                                                                 

                                                      α1+β1≥n,                                                       (2)
объединение которых и означает и означает гарантируемое теоремой равенство.

Пусть M – наибольшее паросочетание в графе G, V´– подмножество вершин графа, не покрываемых ребрами из M. Тогда либо V´ – независимое множество вершин, либо оно пустое, иначе паросочетание M не было бы наибольшим. Так как M содержит α1 попарно несмежных рёбер, а каждое ребро инцидентно двум вершинам, то (V'( = n – 2α1. В графе G нет изолированных вершин, поэтому для каждой вершины из V´ можно выбрать ей инцидентное ребро. Если множество всех выбранных рёбер обозначить через N, то, поскольку V´ независимо, всего рёбер в N будет столько же, сколько вершин в V´:

(N( = ( V´( = n– 2α1.

Очевидно, что множество 
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является реберным покрытием, следовательно,
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Таким образом, неравенство (1) доказано.

Теперь пусть P – наименьшее реберное покрытие графа G, порожденный ребрами множества P подграф G´=G(P). Поскольку P является наименьшим покрытием, то в графе G´ всякое ребро инцидентно вершине степени 1, т. е. каждая связная компонента является звездой. Пусть t – число этих звезд и ki – число ребер в i-й компоненте. Если выбрать в каждой компоненте по одному ребру, то получится некоторое паросочетание P´ мощности t. Следовательно, t≤α1. Поскольку в графе G´ нет изолированных вершин, то 
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Доказано неравенство (2). ■
§6. Паросочетания в двудольном графе.

Граф называется двудольным, если существует такое разбиение множества его вершин на две части, что концы каждого ребра принадлежат разным частям
Пусть для произвольного подмножества A в VG 
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NG(A) называется окружением множества A в графе G.

Можно заметить, что если для графа G=(X, Y, E) существует паросочетание, покрывающее X, то для любого подмножества A в X число вершин, смежных с элементами из A, не меньше, чем число вершин в A, то есть
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Т е о р е м а. Для существования в двудольном графе G=(X, Y, E) паросочетания, покрывающего X, необходимо и достаточно, чтобы любое подмножество A множества X удовлетворяло условию
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G=(X, Y, E) – двудольный граф с |X|=m>0, удовлетворяющий условию теоремы. При m=1 единственная вершина инцидентна хотя бы одному ребру, которое и является нужным паросочетанием.

Пусть m>1 и теорема верна для графов, у которых |X|<m. Возможны два случая.

1) Для каждых k вершин (0 ( k < n) из X есть строго больше, чем k смежных им вершин из Y. Если удалить произвольную пару AB смежных вершин и удалить ребро, то множества X\A и Y\B в полученной ситуации будут содержать на одного человека меньше, чем ранее. 

Теперь, если P1 – любое подмножество множества X\A, то вершин из Y, смежных вершинам из P1 будет не меньше, чем (P1(, так как в Y стало меньше только на одну вершину. Поскольку (P1( ( (X\A( < n, то по индуктивному предположению существует паросочетание M всех (X\A( пар. Если добавить к M пару AB, то получится искомое паросочетание.

2) Во множестве X есть подмножество P1 из k вершин (0 ( k < n) такое, что этим вершинам смежны ровно k вершин из Y. В этом случае любые (P2( вершины из P1 будут смежны не менее чем с(P2( ( k вершинами. Следовательно, по индуктивному предположению существует паросочетание из k пар. 

После удаления этих пар вершин и ребер останутся (n – k) смежных вершин. Если теперь взять любое подмножество P3 вершин из X\P1, то по условию вершинам из P1 ( P3 будут смежны не менее чем (P1 ( P3( = k + (P3( девушек. Отсюда вытекает, что вершины из P3 смежны не менее чем с(P3( вершинами. Тогда по индуктивному предположению существует паросочетание (n – k) пар вершин. Если добавить к нему k ранее составленных пар, то получится искомое паросочетание. ■
С л е д с т в и е. В любом регулярном непустом двудольном графе существует совершенное паросочетание.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G=(X, Y, E) – регулярный двудольный граф, deg G=m>0, 
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Согласно предыдущей теореме, существует паросочетание, покрывающее X. Поскольку для регулярного двудольного графа G=(X, Y, E) всегда |X|=|Y|, то в нем всякое паросочетание, покрывающее X, является совершенным. ■
С л е д с т в и е. Регулярный двудольный граф ненулевой степени является непересекающимся объединением 1-факторов.
Д о к а з а т е л ь с т в о. пусть G – регулярный двудольный граф степени m>0. При m=1 он является 1-фактором. Пусть m>1. Согласно предыдущему следствию в G существует совершенное паросочетание M. G-M – регулярный двудольный граф степени m-1. Проведя эту процедуру несколько раз, получится объединение 1-факторов. ■
С л е д с т в и е. Пусть G=(X, Y, E) – двудольный граф, t – натуральное число, t≤|X|. Для существования в графе паросочетания мощности t необходимо и достаточно, чтобы любое подмножество 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G´=(X, Y´, E´), Y´=Y+|X|–t, а каждая вершина из множества |X|–t соединена с каждой вершиной из X. Очевидно, что существование в графе G паросочетания мощности t равносильно существованию в графе G´ паросочетания, покрывающего X, для чего должно выполняться условие 
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. Последнее равносильно условию (2), поскольку 
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Глава II. Задачи.
Задача 1 (задача о восьми ферзях). Требуется так расставить на шахматной доске наибольшее количество ферзей, чтобы они не атаковали друг друга.

Решение. Таких ферзей, очевидно, может быть не больше восьми, так как никакие два ферзя не могут стоять на одной горизонтали и вертикали.

Для решения задачи необходимо рассмотреть граф, вершины которого соответствуют клеткам шахматной доски, а ребра – парам клеток, лежащих на одной горизонтали, вертикали или диагонали. Требуемой в задаче расстановке ферзей соответствует наибольшее независимое множество в этом графе. Одно из решений изображено на рисунке 15. ■
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Задача 2 (задача о пяти ферзях). Требуется расставить на шахматной доске наименьшее число ферзей так, чтобы каждая клетка доски была под боем.
Решение. Такой расстановке ферзей соответствует наименьшее доминирующее множество в графе, введенном выше в задаче о восьми ферзях.

Одно из решений этой задачи приведено на рисунке 16. ■
Задача 3 (задача о свадьбах). Известно четверо юношей x1, x2, x3, x4 и пять девушек y1, y2, y3, y4, y5, а отношение знакомства между ними задается таблицей на рис.17. Необходимо каждого юношу женить на знакомой ему девушке.
	Юноша
	Девушки, с которыми знаком юноша

	x1

x2
x3
x4
	y1, y4, y5
y1
y2, y3, y4
y2, y4


                            Рис.17                                                 Рис. 18
Решение. Очевидно, что для решения этой задачи необходимо найти паросочетание, покрывающее X={x1, x2, x3, x4}, в графе, изображенном на рисунке 18. На этом рисунке сплошными линиями изображено решение данной задачи, то есть свадьбы распределены таким образом: x1-y4, x2-y1, x3-y3, x4-y2. ■
Задача 4. Дорожная полиция для наблюдения за порядком в городе собирается установить телекамеры на его перекрестках. Каждая телекамера контролирует перекресток, на котором она установлена, все улицы, выходящие из этого перекрестка, включая и соседние перекрестки. Сколько нужно установить телекамер, если в городе 75 перекрестков, а наибольшее число телекамер, которые можно установить так, чтобы ни одна из них не наблюдала за другой, равно 30.
Решение. Из условия задачи следует, что для построенного графа G, у которого число независимости α0(G)=30, нужно найти число вершинного покрытия β0. По доказанной выше теореме α0(G) + β0(G)=|G|. Отсюда следует, что β0=45.
Ответ: 45 телекамер. ■
Задача 5. Нефтяная компания решила установить автозаправочные колонки на перекрестках улиц города, который имеет 297 отрезков улиц. Решено было не устанавливать более одной колонки на соседних перекрестках. Известно, что в городе на каждом перекрестке сходится не менее пяти улиц. Докажите, что при этих условиях компания не сможет установить более 59 колонок.
Решение. Пусть граф G описывает улицы и перекрестки города. По условию задачи минимальная степень вершин этого графа δ(G)=4. Установленным колонкам будет соответствовать наибольшее независимое множество, так как нельзя устанавливать колонки на соседних перекрестках. По доказанной выше теореме 
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. Поэтому в городе нельзя установить более 59 колонок. ■
Задача 6. Компания N решила установить киоски на улицах города так, чтобы на отрезках улиц, выходящих из одного перекрестка, было не более одного киоска. Известно, что в городе 200 отрезков улиц, и на одном перекрестке сходится максимум 6 улиц. Докажите, что при таких условиях компания N не может установить менее 19 киосков.
Решение. Для решения данной задачи удобнее рассматривать реберный граф L(G), а не граф G, аналогичный графу в предыдущей задаче. Следовательно, необходимо доказать, что α0(L(G))≥19. Так как отрезок улицы может соединять два перекрестка, из которых выходит еще 5 отрезков улиц, то максимальная степень вершин Δ(L(G))=10.  По доказанной выше теореме 
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. Поэтому в городе не может быть установлено менее 19 киосков. ■
Задача 7. Магазины фирмы L располагаются на перекрестках улиц города, причем на соседних перекрестках находится один магазин. Известно, что в городе 155 перекрестков и на каждом из них сходится не более шести улиц. Докажите, что в городе не менее 23 магазинов этой фирмы.
Решение. Пусть граф G описывает перекрестки и улицы города как в предыдущих задачах. В данном случае магазинам будут соответствовать вершинs в наименьшем доминирующем множестве. Из доказанной выше теоремы 
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. Отсюда следует, что в городе не менее 23 магазинов фирмы L. ■
Задача 8. На математической олимпиаде предлагалось 16 задач. Оказалось, что каждый из 16 школьников решил две задачи и каждая задача была решена двумя школьниками. Докажите, что можно организовать разбор задач таким образом, что каждый школьник расскажет одну из решенных им задач.
Решение. Пусть в двудольном графе G доля A обозначает школьников, а доля B – задачи. Вершина из A будет соединена с вершиной из B, если школьник, соответствующий вершине из A, решил задачу, соответствующую вершине из B.

Пусть несколько школьников разобрали некоторые задачи, а в графе G выбору соответствуют выделенные ребра. Поскольку каждый ученик может разобрать только одну задачу, а каждая задача может быть разобрана только одним учеником, то выделенные ребра образуют паросочетание. Следовательно, для решения задачи необходимо доказать существование в графе G такого паросочетания.
Степень каждой вершины графа G равна двум. Поэтому граф является объединением циклов. Поскольку каждый цикл двудольного графа имеет четное число ребер (см. теорему Кенига – [3, с.103]), то половина ребер войдет в паросочетание, а половина не войдет, и из каждой вершины графа будет выходить одно ребро паросочетания.
Таким образом, в графе G построено паросочетание из A в B. Ребра этого паросочетания будут соответствовать школьникам, разбирающим задачи. ■
Задача 9. Каждые две из шести ЭВМ соединены своим проводом. Укажите, как раскрасить каждый из этих проводов в один из пяти цветов, чтобы из каждой ЭВМ выходило пять проводов разных цветов.
Решение. Пусть в полном графе K6 вершины соответствуют ЭВМ, а ребра – проводам, соединяющим машины.


Рис. 19
Из условия задачи следует, что необходимо найти паросочетание, образованное ребрами одного цвета, выходящими из разных ЭВМ. Для этого необходимо расположить вершины этого графа в вершинах правильного шестиугольника (рис. 19). Стороны шестиугольника окрашены через одну цветами 1 и 2, а диагонали – цветами 3, 4 и 5 (одним цветом окрашиваются две параллельные диагонали и перпендикулярная к ним).
Таким образом, окрашенные в один цвет ребра образуют паросочетания. Провода, соединяющие ЭВМ, следует раскрасить в те же цвета, что и соответствующие им ребра. ■
Задача 10. На вечере собралось несколько юношей и девушек. При этом оказалось, что для любой группы юношей число девушек, знакомых хотя бы с одним из юношей из этой группы, будет не меньше числа юношей в группе. Докажите, что все юноши могут одновременно танцевать в парах со знакомыми девушками.
Решение. Пусть в двудольном графе G доле A соответствуют юноши, а доле B. Две вершины из разных долей соединены ребром тогда и только тогда, когда знакомы юноша и девушка. Пусть Ai – произвольное подмножество множества A, Bi – произвольное подмножество множества B. Из условия задачи следует, что |Ai|≤|N(Ai)|. Из доказанной выше теоремы следует, что в данном графе существует паросочетание из A в B, то есть все юноши могут одновременно танцевать в парах со знакомыми девушками. ■
Задача 11. На вечере среди собравшихся было 20 юношей. Оказалось, что для любых k юношей число девушек, знакомых хотя бы с одним из них, не меньше, чем (k-10). Докажите, что не менее половины юношей могут одновременно танцевать в паре со знакомой девушкой.

Решение. Пусть G – двудольный граф, A и B – его доли, соответствующие юношам и девушкам. Необходимо доказать, что t≥10. Из условия задачи следует, что |A|=k, |X|=20, |NG(A)|≥k-10. Подставив в формулу 
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Задача 12. 100 гангстеров собрались на «разборку» и не договорились. Все одновременно выхватили пистолеты и выстрелили. Каждый гангстер стрелял в ближайшего (или одного из ближайших, если их несколько) и убил наповал. Найти наименьшее число убитых.

Решение. Каждого гангстера можно считать вершиной графа. Вершины будут смежными, если хотя бы один из двух соответствующих гангстеров стреляет в другого. Из условия задачи следует, что нужно построить граф с 100 вершинами так, чтобы число доминирования γ0 было наименьшим.

Пусть гангстеры 1 и 2 стреляют друг в друга. В этом случае необходимо расположить как можно большее число гангстеров так, чтобы они могли стрелять в 1 и 2. Тогда сами эти гангстеры смогут остаться в живых. Ясно, что расстояния между ними должны быть не меньше, чем до «сладкой парочки». Такому условию удовлетворяют 10 вершин объединения двух правильных шестиугольников (рис. 20). Аналогично нужно расположить и другие десятки.

Итого, из каждых 10-ти гангстеров будут убиты двое. Таким образом, наименьшее число убитых – 20. ■ 
Задача 13. В одной стране существует несколько городов. В каждом городе построен аэропорт. Причем из каждого города можно перелететь в другой, сделав не более одной пересадки. Какое наименьшее число городов может быть в этой стране? Для вершин и ребер графа, соответствующего решению данной задачи, найти характеристики (независимые множества, паросочетания, покрытия и т.д.).
Решение. Решению задачи будет соответствовать граф Петерсена (рис. 21). В этом графе  каждая из десяти вершин находится на расстоянии не более двух от любой другой. Теперь необходимо найти характеристики.

        Рис. 21

Для этого графа независимыми множествами являются  {1, 3, 9}, {2, 4, 10}, {6, 8, 5}, {7, 10, 5} и т. д. Число независимости α0=3. Доминирующие множества: {2, 9, 8}, {3, 10, 9} и др. Число доминирования γ=3.  Ядра графа: {2, 4, 10}, {6, 8, 5}, {7, 10, 5}, {2, 9, 8}, {3, 10, 9} и т. д. Клики: {2, 3}, {2, 1}, {10, 7}, {6, 8}, {7, 9} и т. д. Число кликового покрытия c=6. Паросочетания: {{1, 2}, {3, 4}, {5, 9}, {7, 10}, {6, 8}}, {{1, 5}, {3, 2}, {4, 8}, {7, 10}, {6, 9}} и т. д. Число паросочетания α1=5. Наименьшее реберное покрытие: {{1, 2}, {3, 4}, {5, 9}, {7, 10}, {6, 8}}, которое является совершенным паросочетанием. Вершинное покрытие: {1, 10, 6, 3, 9, 4}. ■     
Заключение

В этой работе изучается один из частных интересных вопросов теории графов. Теория графов не изучается в школьном курсе, но с задачами по дискретной математике приходится сталкиваться довольно часто на различных математических олимпиадах и конкурсах. 

В настоящее время пособий по теории графов не очень много и их нелегко раздобыть, поэтому достаточно важно систематизировать знания по данной теме и найти новые решения задач и доказательства теорем. 

В дальнейшем я собираюсь продолжить изучение теории графов, потому что этот раздел дискретной математики находит применение практически во всех науках: физике, кибернетике, экономике, химии, биологии, статистике, лингвистике, психологии и т. д. Теория графов включает в себя ряд проблем, которые, видимо, не имеют чисто математического решения. Очень интересным является решение таких проблем с помощью алгоритмов.
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