I. ИЗ ИСТОРИИ ТРЕУГОЛЬНИКА 
ТРЕУГОЛЬНИК, ПРОСТЕЙШИЙ И НЕИСЧЕРПАЕМЫЙ 
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Крупнейший древнегреческий историк Геродот (V век до нашей эры) оставил описание того, как египтяне после каждого разлива Нила заново размечали плодородные участки его берегов, с которых ушла вода. По Геродоту, с этого и началась геометрия – "землемерие" (от греческого "гео" – "земля" и "метрео" – "измеряю").
        Древние землемеры выполняли геометрические построения, измеряли длины и площади; астрологи рассчитывали расположение небесных светил – все это требовало весьма обширных познаний о свойствах плоских и пространственных фигур, и в первую очередь о треугольнике.
        Треугольник по праву считается простейшей из фигур: любая плоская, то есть простирающаяся в двух измерениях, фигура должна содержать хотя бы три точки, не лежащие на одной прямой. Если соединить эти точки попарно прямолинейными отрезками, то построенная фигура и будет треугольником. Так же называют и заключенную внутри образовавшегося контура часть плоскости. Таким образом, любой плоскостной многоугольник может быть разбит на треугольники.
        Треугольник всегда имел широкое применение в практической жизни. Так, в строительном искусстве испокон веков используется свойство жесткости треугольника для укрепления различных строений и их деталей. Изображение треугольников и задачи на треугольники встречаются в папирусах, в старинных индийских книгах и других древних документах. В древней Греции учение о треугольнике развивалось в ионийской школе, основанной в VII веке до нашей эры Фалесом, в школе Пифагора и других; оно было затем полностью изложено в первой книге "Начал" Евклида. Среди "определений", которыми начинается эта книга, имеются и следующие: "Из трехсторонних фигур равносторонний треугольник есть фигура, имеющая три равные стороны, равнобедренный же – имеющая только две равные стороны, разносторонний – имеющая три неравные стороны". Понятие о треугольнике исторически развивалось, по-видимому, так: сначала рассматривались лишь правильные, затем равнобедренные и, наконец, разносторонние треугольники.

В четвертой книге "Начал" Евклид решает задачу: "Вписать круг в данный треугольник". Из решения вытекает, что три биссектрисы внутренних углов треугольника пересекаются в одной точке – центре вписанного круга. Из решения другой задачи Евклида вытекает, что перпендикуляры, восстановленные к сторонам треугольника в их серединах, тоже пересекаются в одной точке – центре описанного круга. В "Началах" не говорится о том, что и три высоты треугольника пересекаются в одной точке, называемой ортоцентром (греческое слово "ортос" означает "прямой", "правильный"). Это предложение было, однако, известно Архимеду, Паппу, Проклу. Четвертой особенной точкой треугольника является точка пересечения медиан. Архимед доказал, что она является центром тяжести (барицентром) треугольника.
        На вышеназванные четыре точки было обращено особое внимание, и начиная с XVIII века они были названы "замечательными" или "особенными" точками треугольника. Исследование свойств треугольника, связанных с этими и другими точками, послужило началом для создания новой ветви элементарной математики – "геометрии треугольника" или "новой геометрии треугольника", одним из родоначальников которой стал Леонард Эйлер.
        В 1765 году Эйлер доказал, что в любом треугольнике ортоцентр, барицентр и центр описанной окружности лежат на одной прямой, названной позже "прямой Эйлера". В двадцатых годах XIX века французские математики Ж. Понселе, Ш. Брианшон и другие установили независимо друг от друга следующую теорему: основания медиан, основания высот и середины отрезков высот, соединяющих ортоцентр с вершинами треугольника, лежат на одной и той же окружности.
        Эта окружность называется "окружностью девяти точек", или "окружностью Фейербаха", или "окружностью Эйлера". К. Фейербах установил, что центр этой окружности лежит на прямой Эйлера.
        Большой вклад в развитие геометрии треугольника внесли математики XIX – XX веков Лемуан, Брокар, Тебо и другие.
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II.Аномальные явления в природе связанные с геометрией треугольника

Бермудский треугольник

Почему пишут о бермудском треугольнике, а не, скажем, о багамском, флоридском или пуэрто-риканском? Почему говорят о треугольнике, а не, к примеру, о квадрате, круге или трапеции? Бермудский треугольник — далеко не единственное название этого удивительного района в западной части Атлантического океана. Его называют также "дьявольское море", "кладбище Антлантики", "море вуду", "море проклятых". И все-таки почему, собственно, бермудский? Ведь Бермудские острова образуют лишь одну из вершин этого треугольника и расположены отнюдь не в его центре. Вероятно, определение "бермудский" укоренилось по той причине, что многие загадочные исчезновения случились именно около Бермуд, а может быть, потому, что слово это довольно выразительно и благозвучно. Так что название "бермудский треугольник" вошло в обиход, скорее всего, из-за своих фонетических достоинств.
Первым использовал данное словосочетание американец Е. Джонс, издавший маленькую брошюрку под заглавием «Bermuda Triangle». Она была опубликована в 1950 году в Тампе на Флориде и содержала всего 17 страничек, проиллюстрированных шестью фотографиями.
Оживление наступило в 1964 году, когда о бермудском треугольнике написал еще один американец — Винцент Гаддис. Статья на нескольких страницах, названная «Смертоносный бермудский треугольник» (The Deadly Bermuda Triangle), была напечатана в известном спиритическом журнале «Аргосы». ). С той поры бермудский треугольник постоянно находится в центре внимания.
Но настоящий взрыв раздался в 1974 году после выхода книги некоронованного короля знатоков тайн бермудского треугольника Чарльза Берлица «The Bermuda Triangle» (издательство «Даблдей»).

Все эти книги увлекательно повествуют о загадках и таинственных историях и утверждают, что в бермудском треугольнике происходят сверхъестественные, необъяснимые вещи.

Каково же положение сейчас? Непростое. Сторонники ищут все новые и новые «доказательства» в пользу существования необъяснимых загадок, газеты публикуют статьи о смертельной опасности в морях треугольника, и словно голоса вопиющих в пустыне звучат немногочисленные призывы, отстаивающие серьезный подход к проблеме.

Это место, между Флоридой, Кубой и Бермудами, считается самым ужасным, самым жутким местом планеты.

...Все действительно началось после Второй Мировой

...5 декабря 1945 года было обычным днем для американских ВВС, базирующихся во Флориде. В то время на службе там состояло большое количество пилотов, получивших богатый боевой летный опыт, поэтому происшествия в воздухе случались сравнительно редко. Да и задание на этот раз они получили не слишком сложное: выйти прямым курсом на Чикен Шоал, находящийся севернее острова Бимини.

... Погода была великолепной, пять трехместных бомбардировщиков-торпедоносцев "Эвенджер"("Мстители") взлетели и взяли курс на восток, имея на борту (запомните эту цифру!) горючего на 5,5 часов...

Больше их никто не видел, что было с ними потом - ведает лишь один Бог. Различных гипотез (чаще всего надуманных) и версий по этому поводу было выдвинуто предостаточно. Все они оставались недосказанными только лишь по одной причине - не были найдены пропавшие самолеты.
После дела о пропаже 5 самолетов "как грибы после дождя" стали возникать новые истории с печальным концом. "Обычных" таинственных исчезновений бермудологам было уже недостаточно, поэтому в ход пошли приписки, недомолвки и просто обман, в результате которых в число жертв треугольника попали суда, утонувшие либо по вполне тривиальным .
Настоящих, запротоколированных случаев исчезновений кораблей едва ли наберется больше 10-15% от того, что сообщалось в сенсационных газетных публикациях. Вся беда в том, что разобраться с этими случаями практически невозможно, это таинственное "нечто" не оставляет свидетелей.
Итак, первый и бесспорный вывод, который следует из прослушивания радиопереговорных записей - пилоты столкнулись в воздухе с чем-то необычным и странным. Океан имеет странный вид, появилась "белая вода", стрелки приборов пляшут. Да и в самом Бермудском треугольнике "белый туман" не такой уж редкий гость. После встречи с ним исчез однажды с экранов локаторов приближавшийся к Майами авиалайнер,.. и когда через 10 минут появился вновь, все имевшиеся на борту часы отставали на те же самые минуты. В том полете никто из пассажиров ничего необычного не заметил; не исключено, что так же незаметно для глаз будет внезапное увеличение скорости по причине "фокусов" со Временем.

Что же говорить о районе Бермуд в Атлантике, где мощное течение Гольфстрим закручивает водяные вихри в сотни километров диаметром! (Именно подобные образования иногда становятся видимыми на поверхности океана в виде белых или даже слабосветящихся кругов и "колес"). Закручиваются вихри - изменяется Время - должна изменяться и гравитация. В центре вихря (там, где американские спутники фиксировали уровень воды на 25-30 метров ниже обычного) гравитация повышенная, на периферии - пониженная. Не в том ли причина многих катастроф морских судов, что грузы в трюме внезапно увеличивают свой вес? При неоднородном нагружении и превышении запаса прочности корпуса катастрофа практически неминуема! Для полноты трагической картины к этому нужно добавить и ненадежность радиосвязи в таких местах...

Зато кое-какие выводы можно сделать в деле с пропажей 5 самолетов. Вероятнее всего, в небе над Бермудским треугольником это звено столкнулось с нестационарной кочующей аномальной зоной, в которой у них отказали приборы и забарахлила радиосвязь. Затем самолеты, находясь в "странном тумане", с очень большой скоростью переместились в Мексиканский залив, где пилоты и узнали с удивлением местную гряду островов...

Вот оно, недостающее звено в цепи разгадок! Пока на земле прошел всего один час, в белом тумане пролетело около трех!! Скорость самолетов была все это время обычной, но для гипотетического стороннего наблюдателя она показалась бы в 3 раза быстрее! Вероятно, за эти 3 часа собственного времени торпедоносцы, увы, проскочили выступ Флориды с родной базой и оказались в Мексиканском заливе. Пилоты еще до конца не вышли из цепких лап весьма поредевшего тумана, когда под крыльями появилась гряда островов...

"Все описанное может быть иинтересно, но согласно вам получается, что самолеты упали в Мексиканском заливе, на самом деле их недавно нашли в Атлантике, всегов 10 милях от родной базы Форт-Лодердейл!. Сначала нашли 4 самолета вместе, затем обнаружился пятый - с номером 28, тогда почему 19-е звено упало вводу в том районе, почему их в таком случае было плохо слышно по радио, за 10 миль (18 км) их должны были слышать как из соседней комнаты... В 1991 году поисковое судно "Дип Си" компании "Саинтифик Соач Проджект" северо-восточнее Форт-Лодердейла производила поиск затонувшего испанского галеона с золотом. Команда на палубе шутила над тайнами Бермудского треугольника, кто-то гоготал, вспоминая различные истории, в том числе с пропавшими торпедоносцами. Поэтому, когда пришло сообщение "Под нами торпедоносцы", все восприняли это как шутку. Это были 4 "Эвенджера", лежавшие строем на глубине 250 метров, пятый с номером 28 находился в миле от остальных. Четверка как-бы слегка поотстала от ведущего "28-го" самолета (невольно вспоминается версия, что последними словами Тейлора были: "Не приближайтесь, они похожи на..."). Подробное фотографирование находок доказало, что самолеты именно садились на воду: у них были загнуты лопасти пропеллеров и открыты фонари кабин. Тел в кабинах не обнаружили.

... Спустя месяц, летом 1995 вышла длинная многостраничная статья, описывающая злоключения судна "Дип Си", о том, как тяжело исследователям пришлось под водой, как долго они подбирались к номерам, и как... разочаровались: два номера были хорошо видны FT-241, FT-87 и два лишь частично - 120 и 28. У пропавшего же звена номера были: FT-3, FT-28(Тейлор), FT-36, FT-81, FT-117. Сошелся только один номер, и тот - без буквенного обозначения. Номера найденных на дне самолетов так до сих пор и не идентифицированы, среди пропавших они не числятся.

В 1996 году официальная комиссия установила, что: 1. На дне вовсе не самолеты, а макеты самолетов. 2. Их специально положили туда для того, чтобы отрабатывать бомбардировку с воздуха.

Тайна, о которой вы только что узнали, останется Тайной еще надолго.

III. Треугольники в астрономии

Маленькое созвездие к юго-востоку от Андромеды. У его западной границы видна спиральная галактика М 33, или Туманность Треугольника (5,7 зв. вел.), повернутая к нам почти плашмя. Ее английское прозвище Pinwheel переводится как «цевочное колесо» – разновидность зубчатого колеса со стерженьками вместо зубьев; оно довольно точно передает видимую форму галактики. Она, как и Туманность Андромеды (М 31), член Местной группы галактик. Обе они расположены симметрично относительно звезды Мирах ( Андромеды), что существенно облегчает поиск более слабой М 33. Обе галактики находятся от нас примерно на одинаковом расстоянии, но Туманность Треугольника чуть дальше, на расстоянии 2,6 млн. световых лет.
IV. Теоретическое истолкование понятия треугольника

Треугольником называется плоская фигура, ограниченная тремя прямыми. У треугольника могут быть три неравные стороны (разносторонний треугольник), две равные стороны (равнобедренный треугольник) или три равные стороны (равносторонний треугольник) (рис. 3,а, 3,б, 3,в). В равнобедренном треугольнике углы, лежащие против равных сторон (углы  и  на рис. 3,б), равны; в равностороннем треугольнике все углы равны.
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Рис. 3. ТРЕУГОЛЬНИКИ. а – разносторонний; б – равнобедренный; в – равносторонний; г – прямоугольный; д – длины сторон и отрезков в прямоугольном треугольнике; е – углы треугольника; ж – медианы; з – высоты; и – биссектрисы углов; к – треугольник, рассеченный прямой, параллельной одной из сторон; л – треугольник, рассеченный биссектрисой одного из углов; м – подобные треугольники; н – пропорциональный делитель.

Прямоугольным называется треугольник (рис. 3,г), у которого один из углов прямой. Сторона, лежащая против прямого угла, называется гипотенузой; две стороны, образующие прямой угол, называются катетами. Некоторые соотношения между длинами сторон прямоугольного треугольника мы приведем в обозначениях, указанных на рис. 3,д. Знаменитая теорема Пифагора гласит; квадрат длины гипотенузы в прямоугольном треугольнике равен сумме квадратов длин катетов, или c2 = a2 + b2.

Длина перпендикуляра h, опущенного из вершины прямого угла на гипотенузу, есть среднее пропорциональное длин отрезков, на которые основание перпендикуляра делит гипотенузу:
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Углы внутри треугольника называются внутренними; углы, которые образуются, если стороны треугольника продлить за их вершины, называются внешними (рис. 3,е). Сумма внутренних углов треугольника равна развернутому углу. Любой внешний угол равен сумме двух внутренних углов, не имеющих с ним общей вершины (D = A + B).

Два треугольника (любые фигуры) называются равными (или конгруэнтными), если они переводятся друг в друга преобразованиями движения. Преобразование одной фигуры в другую называется движением, если оно сохраняет расстояния между точками. Можно доказать три признака равенства треугольников: два треугольника равны, если 1) две стороны и угол между ними одного треугольника равны соответственно двум сторонам и углу между ними другого треугольника; 2) сторона и прилежащие к ней углы одного треугольника равны соответственно стороне и прилежащим к ним углам другого треугольника; и 3) три стороны одного треугольника равны соответственно трем сторонам другого треугольника. Если треугольники можно перевести друг в друга преобразованием движения, не выводящим их из плоскости, в которой оба они лежат, то они называются собственно конгруэнтными; если же один из треугольников необходимо перевернуть, то треугольники называются несобственно конгруэнтными.

Преобразование одной фигуры в другую называется преобразованием подобия, если при этом преобразовании расстояния между точками изменяются в одно и то же число раз. Две фигуры подобны, если они переводятся друг в друга преобразованием подобия.

Если два треугольника подобны (рис. 3,м), то их углы равны, а соответствующие стороны пропорциональны. Пропорциональным делителем, изображенным на рис. 3,н, пользуются для того, чтобы увеличить или уменьшить чертеж в требуемое число раз.

Площадь любого треугольника равна половине произведения его стороны на проведенную в ней высоту:

[image: image77.png]
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Если треугольник равносторонний, то его площадь равна

, где а – длина стороны. Если а, b, c – длины сторон треугольника, то его площадь определяется по формуле

[image: image79.png]




вывод которой приписывают Герону (s – полупериметр).
V. Элементы треугольника

[image: image80.png]







Основными элементами треугольника ABC являются:

вершины - точки A, B, и C;

стороны - отрезки a = BC, b = AC и c = AB, соединяющие вершины;

углы, образованные тремя парами сторон. Углы часто обозначают так же, как и вершины, - буквами A, B и C.

МЕДИАНА, БИССЕКТРИСА И ВЫСОТА ТРЕУГОЛЬНИКА    

Медиана треугольника - это отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей стороны. Поэтому, для построения медианы необходимо выполнить следующие действия:

1) найти середину стороны;

2) соединить точку, являющуюся серединой стороны треугольника, с противолежащей вершиной отрезком - это и будет медиана. 

Теорема
Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. 

Доказательство
Обозначим буквой О точку пересечения двух медиан АА1 и ВВ1 треугольника АВС и проведём среднюю линию А1В1 этого треугольника (рис.1). [image: image81.png]


Отрезок А1В1 параллелен стороне АВ (по теореме о средней линии треугольника), поэтому [image: image1.png]


1= [image: image2.png]


2 и [image: image3.png]


3= [image: image4.png]


4. Следовательно, треугольники АОВ и А1ОВ подобны по двум углам, и, значит их стороны пропорциональны, т. е. равны отношения сторон АО и А1О, ВО и В1О, АВ и А1В. Но АВ=2А1В1, поэтому АО=2А1О и ВО=2В1О. Таким образом, точка О пересечения медиан ВВ1 и СС1 делит каждую из них в отношении2:1, считая от вершины. Теорема доказана. 

Интересное свойство точки пересечения медиан связано с физическим понятием центра масс. Оказывается, если поместить в вершины треугольника равные массы, то их центр попадёт именно в эту точку. 

Центр масс иногда называют центроидом. Именно поэтому говорят, что точка пересечения медиан- центроид треугольника. В этой же точке располагается и центр масс однородной треугольной пластинки. Если подобную пластинку поставить на булавку так, чтобы остриё последней попало точно в центроид треугольника, то пластинка будет находиться в равновесии. Любопытно, что центр масс проволочного треугольниго контура совпадает с другой точкой- с центром вписанной окружности его серединного треугольника. 

Теорема
Медианы треугольника делят его на шесть треугольников, площади которых равны.[image: image82.png]


 
Доказательство 1
1) Рассмотрим треугольники А1ОВ и А1ОС (рис.2).Так как ВА1=А1С и высота у этих треугольников общая, то S1=S2. Аналогично S3=S4; S5=S6. 2) Рассмотрим треугольники АВВ1 и В1ВС. Так как АВ1=В1С и высота у них общая, то S АВВ1=S В1ВС, т. е. S4+S5+S6=S1+S2+S3. Так как S3=S4, то S5+S6=S1+S2. А так как S5=S6 и S1=S2то 2S5=2S1 следовательно S5=S1 или 2S6=2S1 следовательно S6=S1, и S1=S2=S5=S6. Аналогично, рассмотрев треугольники ВСС1 и АСС1, получим 

S1=S2=S3=S4=S5=S6.

Теорема доказана. 

Доказательство 2
Так как медианы точкой пересечения делятся в отношении 2:1, начиная от вершины треугольника, то ОС=2ОС1, ОА=2ОА1, ОВ=2ОВ1. 

1) Находим 

S1/S4=0,5 ОА1 2ОВ1 sinВОА1/0,5 2ОА1 ОВ sinАОВ1=sinВОА1/sinАОВ1; (1)

[image: image5.png]


ВОА1= [image: image6.png]


АОВ1 (как вертикальные), следовательно выражение (1) и S1=S4; аналогично S2=S5 и S3=S6. 

2) Рассмотрим треугольники ОВА1 и ОСА1; А1В=А1С и высота у них общая, следовательно S1=S2. Аналогично S3=S4 и S5=S6 следовательно S1=S2=S3=S4=S5=S6, теорема доказана.

Биссектриса треугольника - это отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий вершину с точкой на противоположной стороне. Поэтому, для построения биссектрисы необходимо выполнить следующие действия:

1) построить биссектрису какого-либо угла треугольника (а биссектриса угла - это луч, выходящий из вершины угла и делящий его на две равные части);

2) найти точку пересечения биссектрисы угла треугольника с противоположной стороной;

3) соединить вершину треугольника с точкой пересечения на противоположной стороне отрезком - это и будет биссектриса.

Теорема
Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

Доказательство
Обозначим буквой О точку пересечения биссектрис АА1 и ВВ1 треугольника АВС и проведём из этой точки перпендикуляры ОК, OL и ОМ соответственно к прямым АВ, ВС и СА (рис.1).[image: image83.png]ck = ¢k &
ck-1
n=Cnit O
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 Воспользуемся тем, что каждая точка биссектрисы неразвёрнутого угла равноудалена от его сторон и обратно: каждая точка, лежащая внутри угла и равноудалённая от сторон угла, лежит на его биссектрисе. Тогда ОК=OL и ОК=ОМ. А значит ОМ=OL, т. е. точка О равноудалена от сторон [image: image7.png]


АВС и, значит, лежит на биссектрисе СС1 этого угла. Следовательво, все три биссектрисы треугольника АВС пересекаются в точке О,теорема доказана. 

[image: image84.bmp]Вписанной окружностьютреугольника называется окружность, касающаяся всех его сторон. 

Три окружности, каждая из которых касается одной стороны (снаружи) и продолжений двух других сторон треугольника называются вневписанными. Центр вневписанной окружности лежит на пересечении биссектрисы одного внутреннего угла и биссектрис внешних углов при двух других вершинах (рис.2). Таким образом, шесть биссектрис треугольника- три внутренние и три внешние- пересекаются в трёх точках- центрах вписанной и трёх вневписанных окружностей. 
































































































































Высота треугольника - это перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника к прямой, содержащей противоположную сторону. Поэтому, для построения высоты необходимо выполнить следующие действия:

1) провести прямую, содержащую одну из сторон треугольника (в случае, если проводится высота из вершины острого угла в тупоугольном треугольнике);

2) из вершины, лежащей напротив проведенной прямой, опустить перпендикуляр к ней ( а перпендикуляр - это отрезок, проведенный из точки к прямой, составляющей с ней угол 90 градусов) - это и будет высота.  

Теорема
[image: image85.png]A



Высоты треугольника (или их продолжения) пересекаются в одной точке. 

Доказательство
Рассмотрим произвольный треугольник АВС и докажем, что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке (рис.1). Проведём через каждую вершину треугольника АВС прямую, параллельную противоположной стороне. Получим треугольник А2В2С2. Точки А, В и С являются серединами сторон этого треугольника. Действительно, АВ=А2С и АВ=СВ2 как противоположные стороны параллелограммов АВА2С и АВСВ2, поэтому А2С=СВ2. Аналогично С2А=АВ2 и С2В=ВА2. Кроме того, как следует из построения , СС1 перпендикулярен А2В2, АА1 перпендикулярен В2С2 и ВВ1 перпендикулярен А2С2. Таким обказом, прямые АА1, ВВ1 и СС1 являются серединными перпендикулярами к сторонам треугольника А2В2С2. Следовательно, они пересекаются в одной точке. Теорема доказана. 

Точка пересечения высот называется ортоцентром треугольника. В остроугольном треугольнике ортоцентр лежит внутри треугольника(рис.1), 

в прямоугольном- совпадает с вершиной прямого угла (рис.2),[image: image86.png]


 

а в тупоугольном- находится вне треугольника на пересечении продолжений высот (рис.3). [image: image87.png]C1




































































































































СРЕДНИЕ ЛИНИИ ТРЕУГОЛЬНИКА 

Средние линии - это отрезки, соединяющие середины двух сторон. Поэтому для построения средней линии необходимо выполнить следующие действия:

1) найти середины двух сторон треугольника;

2) соединить середины сторон отрезком - это и будет средняя линия.    

Три средние линии треугольника образуют "вписанный" в него треугольник, называемый серединным. Его площадь в четыре раза меньше площади данного треугольника.  

ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ ТРЕУГОЛЬНИКА
( точка пересечения медиан) 
1. Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся этой точкой в отношениии 2:1, начиная от вершины треугольника.

2. Медианы треугольника делят его на равновеликие треугольники. Треугольники называются равновеликими, если у них равны площади.

3. Точку пересечения медиан треугольника называют центром тяжести или центром масс. Оказывается, если поместить в вершины треугольника равные массы, то их центр попадет в эту точку. Центр равных масс иногда называют центроидом. В этой же точке располагается и центр масс однородной треугольной пластинки. Если подобную пластинку поместить на булавку так, чтобы острие последней попало точно в центроид, то пластинка будет находиться в равновесии. Проделай этот опыт и убедись в справедливости данного утверждения.

За особенности, описанные в пунктах 1-3, точку пересечения медиан и называют замечательной точкой треугольника.

ЦЕНТР ВПИСАННОЙ ОКРУЖНОСТИ
(точка пересечения биссектрис)

Биссектрисы любого треугольника пересекаются в одной точке, которая равноудалена от всех сторон треугольника, то есть является центром вписанной окружности.

ЦЕНТР ОПИСАННОЙ ОКРУЖНОСТИ
(точка пересечения серединных перпендикуляров) 
Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке, которая является центром описанной окружности. Точка пересечения серединных перпендикуляров в остроугольном треугольнике лежит внутри треугольника, в прямоугольном - на середине гипотенузы, а в тупоугольном - вне треугольника.

ОРТОЦЕНТР ТРЕУГОЛЬНИКА
(точка пересечения высот) 
Высоты треугольника (или их продолжения) всегда пересекаются в одной точке, называемой его ортоцентром.
В остроугольном треугольнике ортоцентр лежит внутри треугольника, в прямоугольном - совпадает с вершиной прямого угла, а в тупоугольном треугольнике - находится вне треугольника на пересечении продолжений высот.

ИЗОГОНАЛЬНЫЕ ТОЧКИ 
Прямые, симметричные высотам относительно соответствующих биссектрис, проходят через центр описанной окружности, то есть содержат ее радиусы. 

Подобные две точки (синяя и оранжевая) называются изогональными. Таким образом, ортоцентр треугольника (синяя точка) изогонален центру описанной окружности (оранжевая точка).

ТОЧКА ЛЕМУАНА
Отразив относительно биссектрис треугольника соответствующие медианы, получаем новые замечательные линии - симедианы. Точка L их пересечения называется точкой Лемуана треугольника. Она является центроидом треугольника KMN, образованного ее проекциями на стороны исходного треугольника.

ПРЯМАЯ ЭЙЛЕРА 
Во всяком треугольнике точка пересечения медиан, точка пересечения высот (или их продолжений) и точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника лежат на одной прямой (эта прямая называется прямой Эйлера).

ОКРУЖНОСТЬ ДЕВЯТИ ТОЧЕК

Середины сторон треугольника (точки A, B и С), основания его высот ( точки D, E и F) и середины отрезков от вершин до ортоцентра (точки M, K и H) лежат на одной окружности. Ее радиус равен половине радиуса описанной окружности (отрезок NL), а центр О лежит посередине отрезка NS, где N - центр описанной окружности, а точка S - ортоцентр треугольника. Такая окружность называется окружностью девяти точек, или окружностью Эйлера, или окружностью Фейербаха - по имени Карла Фейербаха, провинциального учителя математики из Германии, родного брата философа Людовика Фейербаха.

Прямая Эйлера
Теорема

Во всяком треугольнике точка пересечения медиан, точка пересечения высот (или их продолжений) и точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника лежат на одной прямой, которая называется прямой Эйлера.
Доказательство

Если треугольник АВС равнобедренный, причём АВ=ВС, то медиана ВD является также высотой треугольника, а прямая BD- серединным перпендикуляром к стороне АС. (рис.1) Ясно, [image: image88.png]


что в этом случае точка М пересечения медиан, точка Н пересечения высот и точка О пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника лежат на прямой BD. Это и есть в данном случае прямая Эйлера.

Рассмотрим теперь неравнобедренный треугольник АВС. Проведём подробное доказательство для случая, когда треугольник АВС остроугольный (рис.2). [image: image89.png]


Пусть Н- точка пересечения высот АА* и ВВ*, точки А1 и В1- середины сторон ВС, СА, точка О - точка пересечения серединных перпендикуляров А1D и В1Е к сторонам ВС и АС треугольника АВС.

Заметим, что треугольники АВС и А1В1С1 подобны, а коэффициент подобия равен 2, т.е. АВ: А1В1= ВС: В1С1= СА: С1А1=2 (свойство средней линии треугольника). Далее, высоты А1D и В1Е треугольника А1В1С1 являются отрезками серединных перпендикуляров к сторонам треугольника АВС, и потому эти высоты пересекаются в точке О. Высоты ВВ* и B1E в подобных треугольниках АВС и А1В1С1 являются сходственными. Точно также сходственными являются отрезки этих высот ВН и В1О. Поэтому ВН: В1О=2.

[image: image90.png]


Проведём медиану ВВ1 треугольника АВС и отрезок НО (рис.3). Пусть М- точка их пересечения. Треугольники ВМН и В1МО подобны по двум углам (углы при вершине М равны как вертикальные, а углы при вершинах В и В1 равны как накрест лежащие при пересечении параллельных прямых ВВ* и ОВ1 секущей ВВ1). Коэффициент подобия этих треугольников равен 2, так как ВН: В1О=2. Поэтому и ВМ: МВ1=2, т. е. точка М делит медиану ВВ1 в отношении 2:1, считая от вершины В. Следовательно, точка М является точкой пересечения медиан треугольника АВС.

Итак, точки М, Н и O лежат на одной прямой. Для остроугольных треугольников теорема доказана.

В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом В(рис.4)[image: image91.png]Bepuiuna —» B

Cmopona —»



 точка Н пересечения высот совпадает с вершиной В, точка О пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника совпадает с серединой гипотенузы АС, и так как точка М пересечения медиан лежит на медиане ВО, то все три точки Н, М и О лежат на прямой ВО.

Для тупоугольного неравнобедренного треугольника АВС с тупым углом доказательство теоремы можно привести таким же образом, как и для остроугольного треугольника.

Замечание. Отметим, что если треугольник неравносторонний, то точка М пересечения медиан лежит на отрезке ОН, причём НМ: МО= 2:1.

Окружность девяти точек
Продолжая рассуждения, связанные с прямой Эйлера, можно доказать, что середины сторон треугольника (точки 1,5,7), основания его высот (точки 2,4, и 8) и середины отрезков от вершин до ортоцентра (точки 3,6 и 9) лежат на одной окружности (рис.5). [image: image92.png]o
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Её радиус равен половине радиуса описанной окружности, а центр F лежит посередине отрезка ОН. Окружность F называется окружностью девяти точек, или окружностью Эйлера, или окружностью Фейербаха - по имени Карла Фейербаха, провинциального учителя математики из Германии, родного брата философа Людовика Фейербаха.
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К. Фейербах открыл ещё одно, самое удивительное свойство этой окружности: она касается четырёх окружностей треугольника - вписанной и трёх вневписанных (рис.6)































































































































ТОЧКА ФЕРМА 

Точка F - точка Ферма, то есть точка, сумма расстояний от которой до всех вершин треугольника ABC минимальна. 

ТОЧКА ЖЕРГОННА

Три отрезка, соединяющие вершины треугольника с точками, в которых вписанная в него окружность касается соответственно противоположных вершинам сторон, пересекаются в одной точке J. Она называется точкой Жергонна.

ТОЧКА НАГЕЛЯ 
Отрезки, соединяющие каждую из вершин треугольника с точкой, в которой противоположная сторона касается соответствующей вневписанной окружности, пересекаются в одной точке N – точке Нагеля. Она интересна тем, что отрезок NI, где I – центр вписанной окружности, проходит через центр тяжести M (точка пересечения медиан) треугольника и делится им в отношении NM: MI = 2: 1.

Точки Жергонна и Нагеля
Можно доказать, что три отрезка, соединяющие вершины треугольника с точками, в которых вписанная в него окружность касается соответственно противоположных вершинами сторон, пересекаются в точке j (рис.1). [image: image94.png]AR



Она называется точкой Жергонна.

Отрезки, соединяющие каждую из вершин треугольника с точкой, в которой противоположная сторона касается соответствующей невписанной окружности, тоже пересекаются в одной точке N- точке Нагеля. Она интересна тем, что отрезок NI, где I- центр вписанной окружности, проходит через центроид М треугольника и делится им в отношении NM:MI= 2:1 (рис.1)































































































































ТОЧКА БРОКАРА 
Если на сторонах треугольника АВС внешним образом построить подобные ему треугольники СА1В, САВ1 и С1АВ (углы при первых вершинах всех четырех треугольников равны и т.д.), то прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекутся в точке Р, которую называют точкой Брокара. Одна из особенностей этой точки состоит в том, что 
[image: image8.png]


РАС = [image: image9.png]


РСВ = [image: image10.png]


РВА.

ПРЯМАЯ СИМСОНА

Основания перпендикуляров, опущенных из точки P описанной окружности треугольника на его стороны или их продолжения, лежат на одной прямой – Прямой Симсона. 
Верно и обратное утверждение: если основания перпендикуляров, опущенных из некоторой точки P на стороны треугольника или их продолжения, лежат на одной прямой, то точка P лежит на описанной окружности треугольника.

VI. Виды треугольников
Треугольник Паскаля

[image: image95.png]


Напомним одно из свойств биномиальных коэффициентов : 


Данное равенство показывает, что биномиальные коэффициенты можно последовательно выписывать в виде треугольной таблицы, которая называется треугольником Паскаля. 
[image: image96.png]


В n-ой строке треугольника Паскаля стоят коэффициенты разложения 
, причем каждый коэффициент, кроме крайних двух, которые равны 1, равен сумме соответствующих коэффициентов из предыдущей строки.

Треугольник Паскаля- 

это бесконечная числовая таблица "треугольной формы", в которой по боковым сторонам стоят единицы и всякое число, кроме этих боковых единиц, получается как сумма двух предшествующих чисел.

В такой форме треугольник Паскаля появился в сочинении Паскаля "Трактат об арифметическом треугольнике", изданном в 1665 г. уже после смерти автора. Более точно, в указанном сочинении была опубликована следующая таблица, в которой каждое число А равно сумме предшествующего числа в том же , что и А, горизонтальном ряду, и предшествующего числа в том же, что и А, вертикальном ряду: 
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Таким образом наш треугольник отличается от "треугольника" рассматриваемого самим Паскалем, поворотом на 45 градусов. 

[image: image98.png]



Паскаль подробно исследовал свойства и применения своего "треугольника". Приведем для примера лишь 3 свойства "треугольника", найденные самим Паскалем; при этом будем исходить из того расположения "треугольника" на плоскости, какое было указанно Паскалем, и говорить о горизонтальных и вертикальных рядах. 

Свойство 1:

Каждое число А в таблице равно сумме чисел предшествующего горизонтального ряда, начиная с самого левого вплоть до стоящего непосредственно над числом А(в котором клетки, содержащие слагаемые, дающие в сумме А, заштрихованы). 
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Свойство 2:

Каждое число А в таблице равно сумме чисел предшествующего вертикального ряда, начиная с самого верхнего вплоть до стоящего непосредственно левее числа А. 
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Свойство 3:

[image: image101.png]


Каждое число в таблице, будучи уменьшенным на единицу, равно сумме всех чисел, заполняющих прямоугольник, ограниченный теми вертикальными и горизонтальными рядами, на пересечении которых стоит число А (сами эти ряды в рассматриваемый прямоугольник не включаются). 

Треугольник Пифагора
Как известно, «Теорема Пифагора» является едва ли не самой знаменитой теоремой геометрии, которую помнит каждый человек, который когда-либо учился в средней школе и, возможно, сумел «начисто забыть» всю математику. Суть этой теоремы чрезвычайно проста. Теорема утверждает, что в прямоугольном треугольнике катеты a и b связаны с гипотенузой с следующим простым соотношением:

a2 + b2 = c2
(1)

[image: image102.png]



Несмотря на ее предельную простоту, теорема Пифагора, по мнению многих математиков относится к разряду наиболее выдающихся математических теорем за всю историю математики. Гениальный астроном Иоганн Кеплер выразил свое восхищение теоремой Пифагора в следующих словах:

«В геометрии существует два сокровища – теорема Пифагора и деление отрезка в крайнем и среднем отношении. Первое можно сравнить с ценностью золота, второе можно назвать драгоценным камнем».

Существует множество доказательств Великой теоремы. Некоторые из них представлены в Приложении.
“Египетский”  треугольник

Среди бесконечного количества возможных прямоугольных треугольников, удовлетворяющих соотношению (1), особый интерес всегда вызывали так называемые «пифагоровы треугольники», стороны которых являются целыми числами. Несомненно, «пифагоровы треугольники» также относятся к разряду «сокровищ геометрии», а поиски таких треугольников представляют одну из из интереснейших страниц в истории математики. Наиболее широко известным из них является прямоугольный треугольник со сторонами 4, 3 и 5. Он назывался также «священным» или «египетским», так как он широко использовался в египетской культуре (Рис. 1).
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Рисунок 1. «Священный» или «египетский» треугольник
Теорема Наполеона 
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Французский император Наполеон Бонапарт был любителем математики. Он находил время заниматься ею для собственного удовольствия, чувствовал в ней красоту и объект, достойный приложения остроумия и изобретательности. Одно из свидетельств тому- несколько, составленных им геометрических задач. 

Вот как можно сформулировать одну из них. На сторонах произвольного треугольника АВС внешним образом построены как на основаниях равносторонние треугольники. Доказать, что центры этих треугольников также являются вершинами равностороннего треугольника. 

Задача имеет довольно изящное решение. Пусть М, N, К- центры равносторонних треугольников. Выполним дополнительное построение: соединим точки М, N, К с ближайшими (к каждой из них) двумя вершинами треугольника АВС и между собой. 

По свойствам равностороннего (правильного) треугольника АМ=МВ, ВN=NС, СК= КА; угол АМВ равен углу ВNС равен углу СКА равен 120 градусам, а их сумма равна 360 градусам. Выделим шестиугольник АМВNСК, а внешние к нему невыпуклые четырёхугольники отбросим. Получим фигуру, изображённую на рис. 2 

Отрезая теперь от упомянутого шестиугольника треугольники МАК и NСК, перемещая их в плоскости в положение, которое указано на рис. 3, получаем четырёхугольник МDNK. 

Отрезок МN делит его на два равных (по трем сторонам) треугольника. Углы DNK и DМК равны 120 градусам каждый. Поэтому углы NМК и МNК равны 60 градусам каждый. 

Следовательно, треугольник МNК равносторонний, что и требовалось доказать.
VII. Базовая задача геометрии треугольника
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В прямоугольном треугольнике АВС катеты АВ и АС равны соответственно 3 и 4 (5 и 12).

Найти:

1. ВС

2. SABC
3. АН – высоту, опущенную на гипотенузу. (Вывести формулу для вычисления высоты, опущенной на гипотенузу: 
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4. СН:HB  (можно провести вычислительную работу СН и НВ по Пифагору, но обязательно закрепить теорему: проекции катетов на гипотенузу относятся, как квадраты катетов)

5. SAHC и SAHB.  (опять-таки, можно и нужно вычислить их площади, как половина произведения катетов, но очень важно из геометрии площадей обосновать, что SAHC: SAHB= HC:HB = AC2:AB2 = 16:9.). Далее воспользоваться делением площади ( АВС в данном отношении.

6. R – радиус описанной окружности. (R = 1/2BC).

7. r – радиус вписанной окружности. (S = p(r,  
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). Обе формулы доказываются, показывается универсальность первой (для любого описанного многоугольника – метод “долек”) и принадлежность второй только к классу прямоугольных треугольников.

8. Длины медиан АМ и СК.                                                                                                                             

[image: image104.png]


Задача о медиане АМ связана с задачами определения R, SABC, умением достроить треугольник АВС до прямоугольника и сделать с помощью этой конструкции необходимые выводы. Медиана СК определяется по теореме Пифагора. Так
как в произвольном  треугольнике это правило не срабатывает, то необходимо “притянуть за уши” формулу длины медианы произвольного треугольника:4СК2 = 2АС2 + 2СВ2 – АВ2. Эта формула тяжеловата для запоминания, поэтому более эффективно запомнить её “первообразные” – достраивание треугольника до параллелограмма (что очень важно для выработки конструкторских умений) и следствие из теоремы косинусов: сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон. Ну и вместо этого просто пошаговая работа теоремой косинусов “туда и обратно”. Из треугольника АВС по теореме косинусов (если это произвольный треугольник) определяем косинус угла В, и, зная его, опять таки по теореме косинусов из (СКВ находим СК.

[image: image105.png]



9. Длины отрезков АР, РС, CN, NB, TB и АТ, где AN, BP  и СТ – биссектрисы ( АВС (отрабатывается одно из основных свойств биссектрис и работа в делении величины в данном отношении)

10. Отношения РО:ОВ, AO:ON; CO:OT (теорема об отношении, в котором делятся биссектрисы точкой их пересечения – AO:ON = (AC + AB) : CB).

11. Длины биссектрис AN, CT и BP. Здесь можно отработать три метода:

· ( ANB :  AB=3;  
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. По теореме косинусов : 
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· Геометрия площадей:  SCAN +SANB = SCAB
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· И формула (теорема) о длине биссектрисы:

AN2 = AC ( AB - CN(BN
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Какой из предложенных способов рационален для определения PB и CT? Какой становится очень громоздким?

12. Длины отрезков СО, ОТ, АО, ON, BO, OP. Эта задача является следствием 10 и 11. Зная длины биссектрис и отношения, в которых они делятся точкой пересечения, закрепляем действие деления в данном отношении.

13. Площади шести треугольников, образовавшихся при проведении биссектрис:

· если учитывать предшествующие задачи, то мы знаем в каждом треугольнике основания – отрезки CP, PA, AT, TB, BN, NC и высоту – r.

· если задача решается изолированно, без предшествующих, то из геометрии площадей следует  SAOT: STOB = AT :TB = 4:5, SAOB:SBOC:SCOA=3:5:4. ( опять ссылка на равенство высот в этих треугольниках). И далее вновь отрабатывается действие деления величины в данном отношении. Ну и любопытное замечание – площади численно будут равны длинам соответствующих оснований AT, TB, BN, NC, PC, PA. Распространится ли это на прямоугольный треугольник:5, 12, 13? На другие треугольники? Как, используя полученные результаты, определить синусы любого из углов этой геометрической конструкции?

14. Площади треугольников, получившихся при пересечении медиан (получившиеся                                                                                                                          шесть треугольников равновелики в любом треугольнике) 

15. а) длину АК, если ВК:СК=1:4 (см. рис)


б) длину ТК, если АТ:ТС =3:1  

[image: image106.wmf]S=p(p-a)(p-b)(p-c)


в) косинус (ТКА – одношаговые упражнения
с использованием теоремы косинусов.                                                          

16. а) площадь ( СТК

                                                                 б) площадь ( ТКА

Здесь уместно кроме вычислительного метода: 

SCTK = 
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, STKB=SABC – STCK – SAKB  отработать применение теоремы об отношении площадей треугольников с равными углами.
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         17. Радиус окружности, вписанной в ( СТК   (формула  S= r(p) 

         18. Радиус окружности, описанной около ( СТК ( следствие из теоремы синусов -
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19. Расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей для ( АВС ( Формула Эйлера: d2 = R2 – 2Rr) в произвольном треугольнике и отдельно для прямоугольного треугольника    

O1F = 1 = r,  O2B = R = 2,5 ,   FB = EB = 3 – 1 = 2;  O2f = 2,5 – 2= 0,5

O1O22 = 0,52+ 1 = 0,25 + 1 = 
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O1O2 = 
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И по формуле Эйлера: d2 = R2 – 2Rr = 2,5(2,5 – 2) = 2,5(0,5 = 
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Симметричный вывод формулы Герона

Точки касания вписанной окружности со сторонами треугольника обозначим через
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,,

ABC

(рис.1). Треугольники 
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 и 
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 попарно равны, как прямоугольные треугольники, имеющие общую гипотенузу и равные углы. 
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Обозначим BC=a, AC=b, AB=c.Тогда 
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AB=b-CB,AC=c-BC

. Сложив эти равенства,  имеем 
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откуда 
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Аналогично 
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Обозначим углы 
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 катеты связаны соотношением 
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,
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.

         Аналогично  
[image: image54.wmf]βa+c-b

tg=

22

  и  
[image: image55.wmf]γa+b-c

tg=

22

.

         Так как   
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Используя теорему для вывода формулы площади произвольного треугольника через тангенс половины угла
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То легко доказать  
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Подставив в (*) выражения  
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Через a,b,c и r, получим  
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откуда  
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Так как 
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 то отсюда следует формула Герона:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]
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Ну вот, пожалуй, можно остановиться в наборе основных проблем треугольника. Работа в формировании знаний, умений и навыков, связанных с этой Задачей, начинается с пятого класса – пропедевтического курса геометрии (геометрии площадей, деления отрезка данном отношении, конструктивные навыки – построение биссектрис, медиан и высот произвольным набором инструментов (метрической линейкой, транспортиром, угольником)) и длится практически до окончания курса планиметрии. Многие теоремы используются в работе задолго до их доказательства, подготовляя сознание детей к логическим операциям с используемыми понятиями. Например, биссектриса треугольника может быть построена как с помощью транспортира, так и с использованием факта деления противоположной стороны в известном отношении и только спустя значительное время это получает как чёткую логическую, так и конструктивную основу.
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