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Введение.
      Изучение многих физических процессов и геометрических закономерностей часто приводит к решению задач с параметрами. Решение уравнений с параметрами можно считать деятельностью близкой по своему характеру к исследовательской. Это обусловлено тем, что выбор метода решения, запись ответа, предполагают определенный уровень сформированности умений наблюдать, сравнивать, анализировать, выдвигать и проверять гипотезу, полученные результаты. Здесь кроме использования определенных алгоритмов решения уравнений, приходится обдумывать, по какому признаку нужно разбить множество значений параметра на классы, следить за тем, чтобы не пропустить какие-либо тонкости.

     Мой интерес к этой теме вызван не случайно. В школьной программе тема «Уравнения с параметрами» практически не затрагивается. Формирование некоторых навыков в решении такого рода задач затрагивается в темах; «Решение линейных уравнения», «Решение линейных систем с двумя неизвестными», «Решение квадратных уравнений», включенных в школьную программу. Но этого явно недостаточно, для формирования умения решать уравнения с параметрами. При этом на вступительных экзаменах в ВУЗы и в третьей части ЕГЭ зачастую включаются задания с параметрами,  вызывающие определенные сложности.

     В своей работе я хочу показать некоторые методы решения различных уравнений с параметрами. Упор в работе сделан на аналитический способ решения уравнений, но в пункте  «Квадратные уравнения и уравнения, приводимые к квадратным» на примере некоторых уравнений я рассматриваю графический способ решения уравнений с параметрами.

1. Основные определения.
     Рассмотрим уравнение 
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      Любая система значений переменных  
[image: image3.wmf],

0

a

a

=

  
[image: image4.wmf]0

b

b

=

,  
[image: image5.wmf]0

c

c

=

,  … ,  
[image: image6.wmf]0

k

k

=

,     
[image: image7.wmf]0

x

x

=

    при которой и левая и правая части этого уравнения принимают действительные значения, называется системой допустимых значений переменных 
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  выбрать и зафиксировать по одному значению 
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 и  подставить их в исходное уравнение, то получим уравнение относительно  
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,  т.е. уравнение с одним неизвестным.
     Решение его зависит от выбранной нами системы значений  
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 и будет иметь определенное числовое значение при каждом таком выборе, следовательно, решение исходного уравнения относительно 
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 является функцией от  
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, которые при решении исходного уравнения считаются постоянными, называются параметрами, а само исходное уравнение уравнением, содержащим параметры.

     В дальнейшем параметры будут обозначаться буквами латинского алфавита:   
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     Решить исходное уравнение -  значит, указать,  при каких значениях параметра существуют решения, и каковы они. В процессе решения уравнений существенную роль играют теоремы о равносильности.
    Два уравнения, содержащие одни и те же параметры, называются равносильными если:

а)  они имеют смысл при одних и тех же значениях параметров;
б)  каждое решение первого уравнения является решением второго и наоборот.

2. Решение уравнений.

2.1. Линейные уравнения и уравнения приводимые

 к линейным.
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Решение:          
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2). Решить уравнение  
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Решение:    
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, значит, уравнение имеет бесчисленное множество корней (
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                      Ответ:  при  
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       Но задания на уравнения с параметрами могут звучать по-другому, например:
3). При каких значениях параметра а уравнение  
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                                  1) один корень;   
                            2) ни одного корня;  
                                 3) бесконечно много корней.   

Решение:        
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, значит, уравнение имеет бесчисленное множество корней, 
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                    Ответ:  уравнение имеет один корень     
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      Теперь рассмотрим уравнения приводимые к линейным.

4) Решить уравнение      
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Решение:        
[image: image97.wmf]2

5

2

2

3

7

1

5

2

-

-

-

=

-

+

-

+

-

x

x

bx

x

b

x

b

,
                    
[image: image98.wmf]0

1

=

+

x

,             
[image: image99.wmf]0

2

=

-

x

,                 
[image: image100.wmf]0

2

2

=

-

-

x

x

,
                    
[image: image101.wmf]1

-

=

x

;                
[image: image102.wmf]2

=

x

;                       
[image: image103.wmf]1

-

=

x

 или  
[image: image104.wmf]2

=

x

;

значит, при 
[image: image105.wmf]1

-

=

x

,  
[image: image106.wmf]2

=

x

 уравнение не имеет смысла, следовательно, не имеет корней;
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Этот корень будет только тогда, когда существует уравнение, то есть, надо проверить при каких 
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следовательно, при  
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           Ответ:  при   
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 уравнение имеет единственный корень 
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Уравнения могут содержать два параметра.

5) Решить уравнение  
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Решение:        
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                               Ответ:  при  
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Уравнения с параметрами могут содержать модули
6).  Решить уравнение  
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  уравнение имеет положительные корни.
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2.3. Иррациональные уравнения.
     Уравнение  
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     Решение таких уравнений сводится к постепенному переходу к рациональному уравнению путём возведения в степень обеих частей уравнения. Но известно, что в таком случае возможно появление посторонних корней. Следовательно, решение должно сопровождаться тщательной проверкой.
13). Решить уравнение  
[image: image511.wmf]a

а

х

=

-

.
Решение:    
[image: image512.wmf]a

а

х

=

-

,

                   если  
[image: image513.wmf]0

<

a

,  то уравнение не имеет корней;

                   если  
[image: image514.wmf]0

³

a

,  то  
[image: image515.wmf]2

a

a

x

=

-

,
                                       
[image: image516.wmf]a

a

x

+

=

2

.
                     Ответ:  при  
[image: image517.wmf]0

³

a

   
[image: image518.wmf]a

a

x

+

=

2

;
                                   при  
[image: image519.wmf]0

<

a

 корней нет.
14). Решить уравнение  
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15). Решить уравнение  
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16). Решить уравнение:     
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    уравнение имеет смысл, если  
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2.4.  Показательные и логарифмические уравнения.
     Уравнение вида  
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  называется элементарным показательным уравнением. Его областью определения служит общая часть областей определения функций  
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     Для решения уравнения в случае  
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  равносильны. Совершенно безразлично, какое положительное, отличное от единицы число, взять в качестве основания логарифма. 
     Решение любого показательного уравнения, сводится к нахождению корней некоторого элементарного показательного уравнения.

     Уравнение вида  
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           Решение логарифмического уравнения, как правило, сводится к нахождению корней элементарного логарифмического  уравнения.
17). Решить уравнение    
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Решение:   
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   уравнение имеет смысл, если  
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18).  Решить уравнение     
[image: image642.wmf]x

x

x

a

a

a

6

2

4

=

+

. 
Решение:   
[image: image643.wmf]x

x

x

a

a

a

6

2

4

=

+

,

     уравнение имеет смысл, если  
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              уравнение имеет смысл, если  
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Решение:            
[image: image745.wmf]2

log

)

(

log

-

=

x

ax

a

x

,

           уравнение имеет смысл, если    
[image: image746.wmf]0

>

a

,  
[image: image747.wmf]0

>

x

,  
[image: image748.wmf]1

¹

a

,  
[image: image749.wmf]1

¹

x

 ;     
                             
[image: image750.wmf]2

log

)

(

log

-

=

a

ax

x

x

,

                            
[image: image751.wmf]a

ax

x

x

log

2

)

(

log

-

=

,   если   
[image: image752.wmf]0

log

£

a

x

, то

                                  
[image: image753.wmf]a

ax

x

x

2

log

2

)

(

log

=

,

                                  
[image: image754.wmf]0

1

log

log

2

2

=

-

-

a

a

x

x

,                                                                                              

               пусть  
[image: image755.wmf],

log

y

a

x

=

  где  
[image: image756.wmf]0

£

y

,  тогда
                                   
[image: image757.wmf]0

1

2

2

=

-

-

y

y

,
                             
[image: image758.wmf]1

=

y

           или                     
[image: image759.wmf]2

1

-

=

y

,

                             
[image: image760.wmf]1

=

y

 не удовлетворяет условию  
[image: image761.wmf]0

£

y

;
               если        
[image: image762.wmf]2

1

-

=

y

, то     
[image: image763.wmf],

2

1

log

-

=

a

x


                                                    
[image: image764.wmf]2

1

a

x

=

.
                                                  Ответ:   если  
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2.5.  Тригонометрические уравнения.
     Уравнения называются тригонометрическими, если переменная  находится только под знаком тригонометрической функции. Решение таких уравнений сводится к нахождению корней одного из простейших тригонометрических уравнений.

     Уравнение  
[image: image770.wmf](

)

a

x

f

=

sin

,  где  
[image: image771.wmf]1

£

a

,  равносильно  совокупности уравнений   
[image: image772.wmf](

)

(

)

m

a

x

f

m

p

2

arcsin

1

+

×

-

=

,  где  
[image: image773.wmf]Z

m

Î

.  
     Уравнение  
[image: image774.wmf](

)

a

x

f

=

cos

, где  
[image: image775.wmf]1

£

a

, равносильно совокупности уравнений   
[image: image776.wmf](

)

n

a

x

f

p

2

arccos

+

±

=

,  где  
[image: image777.wmf]Z

n

Î

.
     Каждое из уравнений  
[image: image778.wmf](

)

(

)

a

x

f

tg

=

 и 
[image: image779.wmf](

)

(

)

a

x

f

ctg

=

,  соответственно равносильно уравнениям  
[image: image780.wmf](

)

m

arctga

x

f

p

+

=

,  где  
[image: image781.wmf]Z

m

Î

,  и  
[image: image782.wmf](

)

n

arcctga

x

f

p

+

=

,     где    
[image: image783.wmf]Z

n

Î

.
22). Решить уравнение    
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      уравнение имеет корни, если  
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            Ответ:   при  
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                  Ответ:  при    
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25).  Решить уравнение    
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                        Ответ:   если  
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27).  Решить уравнение   
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Заключение.
     Как уже говорилось, алгоритма решения уравнений с параметрами нет. Но в своей работе, рассматривая уравнения различных типов: линейные, квадратные, иррациональные, показательные, логарифмические, тригонометрические - я показал некоторые способы решения подобных уравнений. И таким образом в данной работе указаны основные направления, по которым следует идти при решении уравнений с параметрами. Кроме того, при написании данной работы я сформировал собственные навыки решения уравнений с параметрами, которые пригодятся мне при дальнейшем обучении.
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