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Введение.

Посмотрев в журнале «Квант» статью об инверсии  мы заинтересовались  и  решили более подробно изучить эту тему. Узнать, что же такое инверсия и как она применяется при решении задач на построение, попробовать самим  выполнить такое построение; нам захотелось узнать, как строить чертежи одним циркулем. Ведь геометрические построения являются существенным фактором математического образования; они представляют собой мощное орудие геометрических исследований.  

Традиционное ограничение орудий геометрических построений только циркулем и линейкой восходит к глубокой древности. Знаменитая геометрия Евклида (3 век до нашей эры) была основана на геометрических построениях, выполняемых циркулем и линейкой; при этом циркуль и линейка рассматривались как равноправные инструменты; было совершенно безразлично, как выполнять отдельные построения: с помощью циркуля и линейки, или одного циркуля, или одной линейки. Уже давно было замечено, что циркуль является более точным, более совершенным инструментом, чем линейка, что некоторые построения можно выполнить одним циркулем без употребления линейки, например, разделить окружность на шесть равных частей, построить точку, симметричную данной точке относительно данной прямой и т.д. Было обращено внимание на тот факт, что при резьбе на тонких металлических пластинках, при разметке делительных кругов астрономических инструментов пользуются, как правило, одним только циркулем. Последнее, вероятно, и послужило толчком к исследованию геометрических построений, выполняемых одним лишь  циркулем.

В 1797 году итальянский математик, профессор университета в Павии Лоренсо Маскерони опубликовал большую работу «Геометрия циркуля», которая позже была переведена на французский и немецкий языки. В этой работе было доказано следующее предположение:«Все задачи на построение, разрешимые циркулем и линейкой, могут быть точно решены и одним только циркулем». Это утверждение было оригинальным способом с помощью инверсии доказано А. Адлером в 1890 году. Он также предложил общий метод решения геометрических задач на построение одним лишь циркулем.

В конце 19 столетия А. Адлер применил принцип инверсии к теории геометрических построений одним циркулем. С помощью этого принципа он установил в геометрии циркуля общий способ решения задач на построение.

Далее в своей работе мы дадим определение инверсии, рассмотрим построения с помощью инверсии и представим собственные построения.

Определение инверсии.
Определение:  Пусть в плоскости чертежа дана некоторая окружность (О; r) и точка Р, отличная от точки О. Возьмём на луче ОР точку Р1 так, что бы произведение длин отрезков ОР и ОР1 равнялось квадрату радиуса данной окружности, т. е. /ОР/  /ОР1/=r2.   

Эту точку Р1 называют инверсной точке Р относительно окружности (О; r). Окружность (О; r) называют окружностью инверсии или базовой окружностью, её центр О центром инверсии или полюсом инверсии, а величину г2- степенью инверсии. 

Если точка Р1 инверсна точке Р , то очевидно , и наоборот , точка Р инверсна точке Р1 .  Соответствие между инверсными точками, или иначе преобразование, которое каждую точку Р некоторой фигуры Ф переводит в инверсную ей точку Р1 соответствующей фигуры Ф1 называется инверсией или преобразованием обратных радиусов. При этом будем использовать краткие записи Р1=  inv (Р), Ф1=  inv (Ф) ( или , что равносильно , Р= i nv (Р1) , Ф= inv (Ф1 ) .

Из определения инверсии следует, что каждой точке Р на плоскости соответствует определённая и единственная точка Р1= iпv (Р) той же плоскости, причем, если / ОР / > r, то /ОР1 / < r . Исключение составляет центр инверсии О. Точке О не может быть инверсна никакая точка плоскости.
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Пусть ( А Р ) и ( A1 P  ) - касательные, проведённые к окружности инверсии (О; r) из точки Р, лежащей вне этой окружности. Тогда точка Р1 пересечения прямых А А1 и О Р будет инверсна точке Р  
 Действительно, в прямоугольном треугольнике ОАР (АР 1 -  высота) 
/ ОР / . / ОР1 / = / ОА /2 = r2
Пусть точка Р перемещается по некоторой кривой l , тогда её инверсная точка Р1 будет также описывать некоторую кривую  l1 , кривые l  и  l1  называются взаимно инверсными.

Теоремы инверсии.
Теорема 1. Если две кривые пересекаются в точке P, то инверсные им кривые пересекаются в точке Р1, инверсной точке Р. 

Теорема 2. Прямая, проходящая через центр инверсии О, сама себе инверсна.

Теорема 3 . Кривая, инверсна данной прямой АВ, не проходящей через центр инверсии, есть окружность(О1, \ОО1\), проходящая через центр инверсии О, причем всегда (ОО1) _|_ (АВ). 
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Доказательство. Пусть Q-основание перпендикуляра, опущенного из центра О на данную прямую произвольную точку Р и обозначим Р1 =   iпv (Р ). На основании леммы: 
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Следовательно, когда точка Р будет перемещаться по прямой АВ, инверсная её точка Р1 будет описывать окружность, имеющую отрезок ОQ1 своим диаметром. Так как окружность (О1, / ОО1 /) и данная прямая АВ являются взаимно инверсными, то имеет место также обратное утверждение, а именно, что окружности, проходящей через центр инверсии, будет инверсна прямая линия.
Теорема 4 . Кривая, инверсна данной окружности  (О1; R), не проходящей через центр инверсии, есть так же окружность. Центр инверсии является при этом центром подобия этих окружностей. 
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Доказательство. Пусть линия центров ОО1 окружности инверсии (О; r) и данной окружности (О1; R) пересекает последнюю из них в точках А и В. Обозначим А1 = inv(А) и В1 = inv ( В ). Возьмем на окружности (О1; R) произвольную точку Р и обозначим Р1= inv(Р) .

Применяя лемму 
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В треугольниках А1Р1В1 и АРВ. 
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Принимая во внимание предыдущее равенство, получим:
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Пусть точка Р перемещается по данной окружности (О1; R), тогда точка Р1= inv (Р) будет описывать окружность (О2; /О2Р1/), имеющую отрезок А1В1 своим диаметром. Теорема доказана.

Свойства инверсии.
Предположим, на плоскости  задана окружность С радиуса Rс центром О. 

Инверсией плоскости  относительно этой окружности называется отображение, при котором каждой точке А плоскости  , за исключением точки О, ставится в соответствие лежащая на луче ОА точка А1, такая, что    /ОА1/   /ОА/=R2  
Из этого определения видно, что при инверсии точки А и А1 меняются местами, отображаясь друг в друга. Центр О окружности С, называемой центром инверсии, не имеет образа, и никакая точка при инверсии в него не попадает. Внутренность круга, ограниченного окружностью С, инверсия переводит во внешнюю область, поскольку из неравенства /ОА/   R следует, что /ОА1/  R, и наоборот, внешняя область отображается во внутреннюю. 

Точки окружности С при инверсии остаются на месте, а из того, что внутренность круга переходит во внешность, вытекает, что других неподвижных точек нет. 

Иногда инверсию называют симметрией относительно окружности (по аналогии с симметрией относительно прямой), а точки А и А1 симметричными относительно окружности. Как и осевая симметрия инверсия относительно окружности С обладает интересными свойствами: её повторное выполнение возвращает точки в исходное положение. Отметим ещё, что если точку А выбирать всё ближе и ближе к О, то /ОА1/

будет возрастать. Инверсия как бы «выворачивает» внутренность круга на его внешность и, соответственно, внешность круга «выворачивает» на его внешность.

Это наблюдение наводит на мысль добавить к плоскости не принадлежащую ей «бесконечно удалённую точку»    и считать, что при инверсии центр О переходит в О1, а О1 - в точку О. 

Свойства:

1. Прямая, не проходящая через центр инверсии О, переходит в окружность, окружность переходит в прямую, не проходящую через точку О.

2. Инверсия отображает совокупность прямых и окружностей на себя, причём окружности, проходящие через центр и окружности, содержащие бесконечную точку, переходят друг в друга.

3. Инверсия сохраняет углы между окружностями и прямыми.

Применение инверсии.
Задача 1. 
Построить точку инверсную данной точке относительно данной окружности.

Дано: (О; r) и точка С. Построить: ХЄ (ОС), / ОХ /./ ОС / = r 2.

Построение в случаях / ОС / > r/2

Проводим окружность (С, / ОС /) и обозначим через D и D1 точки её пересечения с окружностью инверсии (О; r). Проводим окружности (D / ОD / ) и ( D1 / ОD1 / ), в пресечении которых получим искомую точку Х.
[image: image7.jpg]-




Доказательство: из подобия равнобедренных треугольников СDО и DОХ  находим 

/ ОС / ÷ / ОD / = /ОD / ÷ / ОХ /,

или 

/ ОС /./ ОХ / = / ОD / 2  = r2,  т. е. Х = inv (С).

Построим в случае / ОС / ≤ r/2 . Окружность (С1 / ОС /) не будет пересекать окружность инверсии, поэтому строим отрезок (ОС1) =  / ОС /, причём натуральное число n берём, таким, чтобы / ОС1 / ≥ r/2 . Находим точку С′1, инверсную С1 (первый случай построения). Строим отрезок / ОХ / = n /ОС′1 / . Получаем точку Х = inv (С).

Доказательство: подставляя /ОС1 /  = n /ОС / и / ОС′1 / = / ОХ //n в равенство 

/ ОС /. / ОС'1 / = r2 , получим / ОС1 / . / ОС'1 / = n / ОС /. / ОХ //n = / ОС /./ ОХ / = r2.

Примечание: приведённое построение возможно, если точка С не совпадает с центром инверсии.

 Задача 2. 

Построить окружность, инверсную данной прямой, не проходящей через центр инверсии.

Дано: (АВ), окружность инверсии ( О ; r ), О  ( АВ ).

Построить: ( О1 / ОО'1/) = inv ((АВ)).

Построение: строим точку О1, симметричную центру инверсии О относительно прямой АВ. Находим точку О'1= inv (O1) . Окружность (О'1 , / ОО'1/) инверсна данной прямой АВ. 
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Доказательство : пусть точки С' и С- соответственно точки пересечения прямой ОО1 с окружностью ( О'1, /ОО'1 /) и с данной прямой АВ .Из приведённого построения следует : 

/ ОО1/ . / О О'1/ = r2 , /О О1/= 2/ ОС / , /ОС'/= 2/ О О'1/ , ( ОС ) ┴ ( АВ ) .

Отсюда  / ОО1/ . / О О'1/ = 2/ ОС / . / ОС' //2 = / ОС / . /ОС'/ = r2 .

В силу теоремы  3 окружность ( О'1, /ОО'1 /) инверсна прямой АВ .

Примечание : если прямая проходит через центр инверсии , то она сама себе инверсна (теорема 2 ) .

Задача 3 . 
Построить прямую, инверсную данной окружности, проходящей через центр инверсии.
Дано: ( О1; R ) , ОЄ ( О1 ; R ) , ( О ; r )- окружность инверсии.

Построить: ( АВ )= inv (( О1 ; R )).
Построение: Если данная окружность пересекает окружность инверсии в точках А и В, то прямая АВ инверсна этой окружности . В противном случае берём на данной окружности точки А1 и В1 и строим точки А = inv ( A1 ) , B = inv ( B1 ) . Прямая АВ инверсна данной окружности ( О1 ; R ) .Меняя положение точек А1 и В1 на данной окружности , можно построить сколько угодно точек этой прямой.
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Справедливость построения следует из теоремы 3. 

Каждое построение, выполняются циркулем и линейкой, даёт в плоскости чертежа фигуру Ф, состоящую из окружности, прямых и отдельных точек. Фигура Ф', инверсна фигуре Ф относительно окружности ( О; r ), принятой за окружности инверсии, с центром О, не лежащим ни на одной из прямых и окружностей фигуры Ф, будет состоять только из точек и окружностей. Используя при этом задачу 1, 2, 3, увидим, что каждая из этих точек и прямых может быть построена одним лишь циркулем.    
Заключение.
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После того как мы рассмотрели определение инверсии, её свойства, задачи на построение мы преступили к собственным построениям. Для этого подобрали картинку, что было сделать; и, не просто пользуясь теоремами, выполнили построения. Результат получился очень интересным.
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На картинке одним цветом выделены части, которые соответствует друг другу. При этом хорошо видно, что во что отобразилось.
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