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Условные обозначения

· N – преобразование Наполеона 

· Ш – шестиграмм  
· N(ABC) – преобразование Наполеона треугольников (в данном случае треугольника ABC)

· N(Ш) – преобразование Наполеона шестиграммов

· Ker(N) - ядро

Введение
Французский император Наполеон Бонапарт был любителем математики. Он находил время заниматься ею для собственного удовольствия, чувствовал в ней красоту и объект, достойный приложения остроумия и изобретательности. Одно из свидетельств этому – несколько составленных им задач. Данная работа  посвящена одной из них, которая перешла в геометрическое исследование, и работа приобрела более глубокий смысл. 

Что же представляет собой преобразование Наполеона многоугольников? Преобразование Наполеона многоугольников сопоставляет многоугольнику новый многоугольник, вершины которого являются центрами правильных многоугольников, построенных на сторонах исходного. Возьмем, к примеру, произвольный n-угольник и построим внешним образом на его сторонах правильные n-угольники. Соединим центры правильных 

n-угольников отрезками. В результате мы получим еще один n-угольник. Получившийся n-угольник и будет являться преобразованием исходной фигуры. 

Преобразования некоторых n-угольников (например, 4-угольников, 6-угольников) обладают очень интересными свойствами. Некоторые из них будут представлены в данной работе.

***

Огромную благодарность я хочу выразить моим научным руководителям - профессору, доктору физико-математических наук Г.Б.Шабат и учителю математики и маме Г.А.Аджемян, а также аспирантке Наталье Ямбург.

Глава I. Преобразование Наполеона треугольников.

§1.  Классическое преобразование Наполеона
Теорема №1. Если на сторонах произвольного треугольника вне него   построить правильные треугольники, то их центры образуют правильный треугольник (рис.1)
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Именно в таком виде и изложил Наполеон свою задачу. Эту задачу в геометрии называют теоремой Наполеона. На рис. 1 представлено экспериментальное доказательство этой теоремы. 

Доказательство. Докажем, что преобразованием произвольного треугольника является правильный треугольник. Дан треугольник АВС (рис.2), на сторонах которого построены правильные треугольники АВС1 , ВСА1 и АСВ1. О, О1 и О2 – центры данных правильных треугольников. ОК, О1L и О2М – высоты треугольников АОС, АО1В и ВСО2 соответственно.
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Соединим вершины треугольника 

АВС отрезками с центрами 

равносторонних треугольников 
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]D

АОС – равнобедренный (ОА=ОС как радиусы окружности, описанной около треугольника АВ1С). 
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Проведем ОК
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3) Из 
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ОАО1, по теореме косинусов, найдем ОО1.
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Воспользуемся формулой cos(
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. Умножим обе части равенства на 
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Площадь 
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АВС вычисляется по формуле 
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. Подставим эти выражения в равенство. Получаем:
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. Аналогично выводятся следующие формулы: 


[image: image41.wmf])

3

4

(

6

1

2

2

2

2

2

S

AC

AB

BC

OO

+

+

+

=

  и   
[image: image42.wmf])

3

4

(

6

1

2

2

2

2

2

1

S

AC

AB

BC

O

O

+

+

+

=

.

Следовательно, ОО1=ОО2=О1О2. Что и требовалось доказать.

§2.  Преобразование Наполеона вложенных фигур

Рассмотрим треугольники, лежащие в координатной плоскости. В этом случае треугольник будет задаваться координатами трёх вершин. Построим такой треугольник. Введем систему координат с началом отсчета в точке  О (0;0). 
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Отметим три точки А, В, С так, чтобы они не лежали на одной прямой          (рис. 3). Эти три точки и будут вершинами треугольника. Соединим  точки А, В и С отрезками. Мы получили треугольник АВС. Теперь построим его преобразование N(АВС). Для этого на сторонах 
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АВС построим правильные треугольники и соединим их центры отрезками. Таким  образом мы  построили N(АВС), т.е. преобразование 
[image: image44.wmf]D

АВС. В дальнейшем будем называть преобразование Наполеона в координатной плоскости  преобразованием Наполеона вложенных фигур. 

Теорема №2. Преобразование Наполеона вложенных треугольников линейно. 

Линейность преобразования многоугольников означает выполнение следующих равенств: 

1) N(n + n’) = N(n) + N(n’);

2) N(
[image: image45.wmf]a

n) =
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N(n), где n и n’ – многоугольники.
При n=3 получаем:
1) N(АВС + А’B’C’) = N(ABC) + N(A’B’C’);
2) N(
[image: image47.wmf]a

ABC) =
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N(ABC).
Экспериментальное доказательство. 

1) Докажем справедливость равенства N(АВС + А’B’C’) = N(ABC) + N(A’B’C’).

Построим произвольные треугольники 
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АBC и 
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А’B’C’ 

(рис.4). Построим
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. Точки А1, В1, С1  являются концами вышеназванных  векторов. Эти три точки образуют треугольник А1В1С1, который является “суммой” треугольников АВС и A’B’C’. Теперь построим преобразования Наполеона треугольников А1В1С1, АВС и A’B’С’. Получили, что преобразование Наполеона треугольника А1В1С1 является «суммой» преобразований Наполеона треугольников АВС и A’B’C’. Значит,  N(АВС + А’B’C’) = N(ABC) + N(A’B’C’);
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2) Докажем справедливость равенства N(
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ABC) = 
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N(ABC). Построим 
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АВС. Умножим координаты его вершин на число 
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. Например, если у точки А были координаты (х;у), то они станут равными (
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у), то есть точка А(х;у) переходит в точку А’(
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у); точно так же построим  точки В’ и C’.Построим 
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АВС. Так мы «умножили» треугольник АВС на число 
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. Построим N(
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A’B’C’). Теперь построим N(
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АВС) и «умножим» его на число 
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. В результате преобразования наложились. 
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Значит, N(
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N(ABC).
Пример. Пусть 
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 = 2. «Умножим» 
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АВС на это число. Для этого отложим от точки А вектор 
[image: image73.wmf]'

АА

, равный вектору 
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. То же самое проделаем с векторами 
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 и 
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. В результате получили 
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А’В’С’, который в 2 раза больше 
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АВС (см. рис. 5). 
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Теперь построим N(
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АВС) и N(
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А’В’С’) (см. рис. 6). «Умножим» N(
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АВС) на 2. Полученный умножением треугольник и N(
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А’В’С’) наложились (см. рис. 7). Значит, N(
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ABC) = 
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N(ABC). Такое преобразование в геометрии называется гомотетией. 
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Теорема №2 экспериментально  доказана.
§3.  Ядро линейного преобразования
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Ядро линейного преобразования – это множество, переходящее в нуль.
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Ядро преобразования Наполеона треугольников – это правильные треугольники с центром в (0;0) с обратным порядком вершин. Как мы видим, при изменении порядка вершин треугольника, его преобразование стремится превратиться в точку, а если и дальше придвигать вершину треугольника к противоположной вершине правильного треугольника, построенного на противолежащей 
стороне, то оно превратится в точку. Поместим в начало координат. Получили ядро, то есть Ker(N).
Как мы видим, при превращении треугольника АВС в Ker(N), порядок вершин меняется (см. рис. 9 и 10). Если в обычном положении вершины расположены по часовой стрелке, то в Ker(N) вершины расположены против часовой стрелки. Треугольник АВС в таком случае является правильным (можно показать измерениями), причем преобразование этого треугольника переходит в точку, расположенную в начале координат. Следовательно, ядром преобразования Наполеона треугольников являются правильные треугольники с центром в (0;0) и с обратным порядком вершин.
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Теорема №3. (из линейной алгебры) Ядро линейного преобразования – линейное пространство.


Ядро линейного преобразования является линейным пространством при выполнении следующих условий:
1) Если АВС
[image: image85.wmf]Î

KerN и А’В’С’
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KerN, то АВС+A’B’C’
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KerN;              
2) Если АВС
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KerN, то 
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АВС
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KerN.                                                     
Докажем справедливость этой теоремы для ядра преобразования Наполеона треугольников.

Экспериментальное доказательство.
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Докажем справедливость первого условия. Построим два треугольника 
[image: image91.wmf]D

АВС и 
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A’B’C’ и их преобразования Наполеона. Превратим треугольники в ядра. Для этого поменяем порядок вершин, добьемся правильной формы. Перенесем точки, в которые превратились преобразования Наполеона (центры фигур), в начало координат. Получили два ядра. 
«Сложим» их. В результате  получили ядро (рис. 11).
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Докажем справедливость второго условия. Построим 
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ABC и N(
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ABC). Превратим 
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ABC в ядро (см. п.1) и «умножим» его на число 
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, к примеру на 2. В результате образовался правильный  треугольник A’B’C’ с центром в начале координат. Значит, 
[image: image97.wmf]D

A’B’C’- ядро (рис. 12).

[image: image126.emf]
Теорема №3 экспериментально доказана.

Теорема  №4. Размерность ядра – 2.
[image: image127.emf]Доказательство.
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В правильном треугольнике точки пересечения замечательных линий расположены в одной точке – центре треугольника. Эта точка равноудалена от вершин треугольника. Треугольник, принадлежащий Ker(N) тоже является правильным, следовательно, и ему присущи свойства правильного треугольника, причем центр этого треугольника расположен в начале координат. Зная координаты (х;у) одной из вершин Ker(N) (см. рис. 13), можно найти координаты остальных вершин. Точка в плоскости задается двумя координатами. Значит, размерность ядра – 2. Теорема № 4 доказана. 
Глава II. Преобразование Наполеона

шестиугольников.

Рассмотрим класс шестиугольников, у которых противоположные стороны равны и параллельны. В дальнейшем будем называть такие шестиугольники шестиграммами. 
Шестиграмм – это шестиугольник, у которого противоположные стороны равны и параллельны. 

§1.  Построение шестиграммов

I способ. Отметим 4 точки, не лежащие на одной прямой (этими точками будем задавать шестиграмм) и соединим их  отрезками. Найдем середину отрезка, соединяющего две крайние точки. Отметим  его как центр поворота и повернем фигуру  на –180о. В результате получили шестиграмм. 

II способ. Построим параллелограмм АВСD. Проведем в нем диагональ, к примеру АС; отметим середину этой диагонали и  обозначим ее буквой О. Построим параллелограмм A’B’C’D’, который получается из параллелограмма АВСD параллельным переносом на вектор 
[image: image98.wmf]АО

. В результате получили шестиграмм АВB’C’D’D.

Следствие: чтобы построить равнобедренный шестиграмм (шестиграмм, в котором две смежные и им противолежащие стороны равны), надо: 
а)  построить ромб АВСD; 
б) построить ромб A’B’C’D’, который получается из ромба АВСD параллельным переносом на вектор, равный половине диагонали; Равнобедренный  шестиграмм ABB’C’D’D – искомый.    


Существует еще много способов построения шестиграммов, но выше были представлены наиболее удобные и быстрые.
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Построим преобразование шестиграмма. По идее, нам надо построить на его сторонах правильные шестиугольники, а затем их центры соединить отрезками, но можно упростить задачу. Можно построить правильные треугольники на сторонах шестиграмма, а затем отрезками соединить вершины треугольников, ведь вершины правильных треугольник являются центрами правильных шестиугольников (см. рис. 14).  
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§2.  Линейность преобразования Наполеона шестиграммов

Теорема № 5. Преобразование Наполеона шестиграммов линейно.
Докажем линейность преобразования Наполеона шестиграммов. Для этого введем систему координат, содержащую два шестиграмма. Так же, как и в случае с треугольниками, построим «сумму» этих шестиграммов. Шестиграмм зададим четырьмя вершинами (по ним его строили), поэтому исходные два шестиграмма назовем АВСD и А’B’C’D’, а «суммарный» шестиграмм назовем А1В1С1D1. Далее построим их преобразования (см. рис.15). Получили: 

N(АВСD + А’B’C’D’) = N(АВСD) + N(А’B’C’D’)   (1)
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Умножим шестиграмм АВСD на число 
[image: image99.wmf]a

 и построим преобразование Наполеона получившегося шестиграмма. Теперь построим преобразование Наполеона шестиграмма АВСD и умножим его на то же число 
[image: image100.wmf]a

. В результате, преобразования Наполеона наложились. Значит, 

                 N(
[image: image101.wmf]a

ABCD) = 
[image: image102.wmf]a

N(ABCD)                           (2)
Пример. Пусть ( = 2 (см. рис.16, 17, 18). 
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 Так как равенства (1) и (2) справедливы для преобразования Наполеона шестиграммов, то преобразование Наполеона шестиграммов линейно. 
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§3.  Вырожденные шестиграммы и их свойства

Вырожденным называют шестиграмм, превращенный в отрезок, причем вырожденный шестиграмм – выпуклая фигура, т.к. отрезок – выпуклая фигура. 
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D'

На рис. 19 изображен шестиграмм (Ш) и его преобразование (N(Ш)), близкие к правильной форме. Теперь будем уменьшать и увеличивать N. В какой-то момент Ш превратится в отрезок (см. рис. 20, 21)
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Теперь будем уменьшать и увеличивать Ш и наблюдать за N(Ш). В какой-то момент N(Ш) станет вырожденным. Вот несколько примеров (рис. 22-27).
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 Свойства вырожденных шестиграммов.
1) У шестиграммов, преобразование Наполеона которых вырожденное, обратный порядок вершин (см. рис. 28, 29).


2) Вырожденное преобразование Наполеона шестиграммов линейно, так как для него справедливы равенства (1) и (2) (см. стр. 13, 14).
Экспериментальное доказательство содержится на ниже представленных чертежах. 



§4.  Ядро преобразования Наполеона шестиугольников

Возьмем шестиграмм. Поменяем порядок вершин на обратный. Поменяем вид шестиграмма. В какой то момент шестиграмм будет стремиться к правильной форме, причем его преобразование в этом случае будет стремиться превратиться в точку. Добьемся правильной формы шестиграмма и поместим его в начало координат так, чтобы центр этого шестиграмма совпадал с началом координат. Преобразование Наполеона данного шестиграмма и будет являться его центром. Следовательно, преобразование Наполеона сместится в начало координат. Для двух таких шестиграммов (правильной формы, с обратным порядком вершин, с преобразованием Наполеона, которое переходит в точку) справедливы действия сложения и умножения на скаляр. Ядром преобразования Наполеона треугольников являются правильные треугольники с обратным порядком вершин и преобразование Наполеона которых – нуль. Значит, данные шестиграммы можно назвать ядром преобразования Наполеона шестиугольников (правильный шестиграмм является правильным шестиугольником). 

Ядро преобразования Наполеона шестиугольников линейно. 
На рис. 32 взяли два ядра преобразования Наполеона шестиугольников, сложили их, в результате получили опять же ядро, а на рис. 33 взяли ядро преобразования Наполеона шестиугольников и умножили на скаляр (в данном случае на 2), в результате получили ядро преобразования Наполеона шестиугольников.
§5.  Интересные свойства шестиграммов

1. Если ABCEFD- шестиграмм, то SACF = SDBE, PACF = PDBE (см. рис.34)


2. Если преобразование Наполеона шестиугольника вырожденное, то шестиугольник является шестиграммом (рис. 35).


а) Противоположные стороны данного шестиугольника приблизительно равны.

б) Накрест лежащие углы тоже приблизительно равны, следовательно стороны данного шестиугольника лежат  на почти параллельных прямых.
3. Если преобразование Наполеона шестиугольника – вырожденное, то диагонали шестиугольника, своей точкой пересечения, делят это преобразование приблизительно пополам (рис. 36).

4. Если S – площадь шестиграмма ABCEFD, то SACF = SBDE = 
[image: image103.wmf]2
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S (рис. 37)

5. Вокруг шестиграмма можно описать эллипс (рис. 38).


6. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон шестиграмма, проходят через центр описанного вокруг него эллипса (рис. 39).


§6.  Замощение плоскости шестиграммами


Построим шестиграмм. Так как шестиграмм обладает центральной симметрией, то им можно замостить плоскость. На рис. 40 представлен фрагмент замощения. 
· Выберем шестиграмм. Вокруг него сосредоточено шесть шестиграммов, каждый из которых имеет общую с ним сторону. 
· Поочередно соединив центры шестиграммов (центры центральной симметрии), получили шестиграмм, который в дальнейшем будем называть шестиграммом, «двойственным исходному шестиграмму», или двойственностью исходного шестиграмма. В ходе дальнейших исследований была выяснена связь между исходным шестиграммом и его двойственностью, и на этом основании была сформулирована теорема.

Теорема №6. Шестиграмм является преобразованием Наполеона другого шестиграмма лишь в том случае, если его двойственность – правильный шестиугольник (рис. 41).



Данная теорема была представлена  в докладе Шабата Г.Б. на Всемирном Математическом  Конгрессе, который проходил в  Дании.
§7*.  Замощение плоскости квадратоидами
Квадратоидом называют четырехугольник, у которого диагонали взаимно перпендикулярны и равны. Квадратоид является преобразованием Наполеона произвольного четырехугольника. Фрагменты замощения плоскости квадратоидами представлены на рис. 42 и 43.



Точки пересечения диагоналей четырех квадратоидов, у которых одна из вершин - общая,  образуют квадратоид.


А, В, С, D – точки пересечения диагоналей квадратоидов.
АВСD – квадрат. 
Рис. 14
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АВ = 6,42 см		BD = 9,08 см
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