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Введение 

На уроке геометрии мы познакомились с темой «Векторы. Применение векторов к решению задач». Одной из задач, успешно решаемых с помощью векторов, была теорема о средней линии трапеции. Доказательство теоремы в учебнике представлены с помощью векторов. Используя основные понятия о векторах (сонаправленность и противоположная направленность векторов, действия над векторами) легко доказали, что средняя линия трапеции параллельна основанию и равна их полусумме.

В геометрии достаточно много задач, где этот факт просто необходим для решения. Но когда мы разобрали доказательство этой теоремы в классе, я подумал: «А нельзя ли эту теорему доказать по – другому? А почему именно вектора? А нельзя ли без них?». Я начал работать над доказательством теоремы: разбивая трапецию на треугольник, параллелограмм, прямоугольник. Я доказал теорему еще четырьмя разными способами и привел их доказательство в данной работе.

Цель моей работы: найти другие способы доказательства теоремы и показать другим ученикам, что доказательство теоремы не надо бояться и не надо зубрить, а нужно понять и, оказывается можно доказать теорему по - своему, если опираться на верные и ранее изученные математические факты.

Основная часть

Трапеция (от греческого) trapezion – это четырехугольник с неравными сторонами. Буквально переводится – столик, выпуклый четырехугольник, у которого две стороны параллельны, а две другие не параллельны.

 Отрезок, соединяющий середины противоположных сторон трапеции, называют средней линией. А, что это значит?

А значит это, что в трапеции две средних линии: 

1. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон.

2. Отрезок, соединяющий середины оснований.

Сначала рассмотрим основное свойство средней линии, как отрезка, соединяющего середины боковых сторон.

Теорема:

Средняя линия в трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме.
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Доказательство
 

1. По правилу многоугольника MN = MB+BC+CN и MN=MA+AD+DN. Сложив эти 

два равенства, получаем: 2MN=(MB+MA)+(BC+AD)+(CN+DN), но M и N- это 

середины AB и DC, то AM+BM=0 и 


CN+DN=0(2MN=BC+AD(MN=1/2((AD+BC)


2. AD((BC(MN((AD и MN((BC(MN(( AD и MN(( BC. А так как (AD+BC( равно AD + BC( MN=1/2((AD+BC). Значит мы пришли к выводу, что MN(( AD и MN(( BC и MN= (BC+AD)/2. 

Что и требовалось и доказать.

Второе доказательство теоремы


B
                                С                  Дано:

                                                                                   ABCD- трапеция

              M                                                             N   -     MN-средняя  линия
                                                                        Доказать:


P
R                                                MN(( BC и MN(( AD
MN=1/2((BC+AD)


A

D
Доказательство

1. Через середину стороны AB, точку M проведем прямую p(( BC, а так как BC(( AD, то p(( AD.

2. По теореме Фалеса (если на одной из двух прямых отложить несколько равных отрезков и через их концы провести параллельные прямые, то на другой прямой также отложатся равные отрезки). Прямая p пройдет через середины отрезков CDиAC,т.е. через точки R и N. Это значит что отрезок MN лежит на прямой p и поэтому MN(( BC и MN(( AD.

3. Чтобы доказать, что отрезок MN=1/2((BC+AD)   проведу диагональ (любую), например AC. По теореме Фалеса точка R это также середина AC, MN=MR+RN.

4. Рассмотрим    ABC: по теореме о средней линии треугольника, MR=1/2BC.

Из ACD имеем: RN=1/2AD. Тогда MN=MR+RN=1/2BC+1/2AD=1/2((BC+AD)

Что и требовалось доказать.







Значит отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции равен полуразности оснований трапеции.

Процесс поиска захватывает: я выяснил наличие еще одной средней линии – отрезка, соединяющего середины оснований трапеции. Из школьного курса известно, что прямая, проведенная через середины оснований трапеции, проходит через точку пересечения продолжений боковых сторон.

 А я доказал, что отрезок, соединяющий середины оснований, равен полусумме боковых сторон трапеции: 
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Дано:

 
ABCD-трапеция


M-середина BC и


N-середина AD

Доказать:


MN=1/2((AB+CD)

A
N
D


Доказательство

доказать. 

1. По правилу многоугольника MN=MB+BA+AN  и MN=MC+CD+DN. Сложив 


эти два равенства получаем 2MN=(MB+MC)+(BA+CD)+(AN+DN).А так, как MB 


и MC; AN и DN- это противоположные вектора, то MB+MC=0 и AN+DN=0 и 


значит 2MN=BA+CD(MN=1/2((BA+CD)


Длины векторов BA и CD равны BA и CD, то MN=1/2((BA+CD)

Что  и требовалось доказать.

Привожу еще один способ доказательства   


K
Дано:

ABCD- трапеция


M-середина BC

B
M
C
N- середина AD

Доказать:


MN=1/2((AB+CD)


                                   N
Доказательство:
1. Так как я знаю, что вектор, проведенный из произвольной точки плоскости к середине отрезка равен полусумме векторов, проведенных из этой же точки 


к концам этого отрезка, то я могу записать KM=1/2((KB+KC)


2. Аналогично KN=1/2((KA+KD).


Тогда вычитая из равенства KN=1/2((KA+KD) равенство KM =1/2((BA+CD) 


получаем, что MN=1/2((BA+CD) или MN=1/2((BC+CD)

Что и требовалось доказать.

Заключение.

В данной работе используя теорему Фалеса, свойства средней линии в треугольнике, признаки равенства треугольников, я доказал теорему о средней линии трапеции разными способами (только способ доказательства теоремы с использованием векторов доказывается в учебнике геометрия, 7-9: Л.С. Атанасян и др. М., 2002.) Когда я работал над доказательствами мне приходилось опираться на другие математические факты, что оказалось очень полезно для меня. Полученные сведения о средней линии трапеции помогут мне при решении задач, а поиск нового доказательства придает уверенность в своих математических знаниях и желание заниматься математикой. 
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ABCD-трапеция.
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Доказать: MN= (BC+AD)/2
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