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Введение
Математическая зрелость физика или инженера во многом характеризуется тем, насколько правильно он может математически формулировать основные задачи в избранной им области. Меня очень заинтересовали такие задачи и их математические формулировки. Что же это за уравнения, посредством которых можно решать различные задачи механики, электротехники, ядерной физики, термодинамики, биологии, химии и других областей науки и техники?
Цель работы: 
1. Совершенствование уровня своей математической подготовки, развитие навыков моделирования реальных процессов.

2. Овладение некоторыми вопросами высшей математики, отражение прикладных возможностей математики.
3. Рассмотрение возможностей применения дифференциальных уравнений для решения задач по дисциплинам гуманитарного, естественнонаучного и физико-математического циклов.

Задачи исследования:
1. Изучить теоретические основы дифференциальных уравнений.
2. Научиться составлять дифференциальное уравнение, исходя из условия задачи.

3. Рассмотреть некоторые приёмы решения задач по физике, геометрии, биологии и химии с помощью дифференциальных уравнений.
Актуальность темы:
Дифференциальные уравнения позволяют непосредственно устанавливать характер зависимости между величинами и их производными, что позволяет решать сложнейшие задачи прикладного характера, которые иногда невозможно решить на базе школьной программе.
Часть 1. Общие сведения
Дифференциальным называется уравнение, содержащее независимую переменную х, искомую функцию у этой переменной и её производные 
[image: image297.jpg]


.
Символически дифференциальное уравнение можно записать в виде:
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Дифференциальное уравнение называется обыкновенным, если неизвестные функции зависят от одной независимой переменной.

[image: image293.wmf]Дифференциальное уравнение называется уравнением в частных производных, если оно содержит несколько независимых переменных, функции этих переменных и частные производные этих функций. В своей работе я рассматривал только обыкновенные дифференциальные уравнения.
Порядком дифференциального уравнения называется наивысший порядок производной, входящей в данное уравнение.
Решением или интегралом дифференциального уравнения называется любая функция у=‏φ(х), которая обращает данное уравнение в тождество. График решения дифференциального уравнения называют интегральной кривой (рис. 1).
В случае обыкновенных дифференциальных уравнений решения могут быть общими, частными и особыми.

Общим решением дифференциального уравнения п-го порядка называется функция у=‏φ(х, С1, С2,…, Сп), зависящая от п произвольных постоянных и удовлетворяющая данному уравнению при любых значениях этих постоянных.

Условия у=у0 при х=х0, в силу которых функция y = φ(x) принимает заданное значение у0 в заданной точке х0, называют начальными условиями решения.
Частным решением дифференциального уравнения называется решение, полученное из общего при фиксированных значениях произвольных постоянных.

Задача нахождения частного решения дифференциального уравнения называется задачей Коши.

Особым решением дифференциального уравнения называется решение, которое не получается из общего ни при каких значениях произвольных постоянных.

Часть 2. Обыкновенные дифференциальные уравнения
первого порядка
Глава 2.1. Основные понятия

Обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида F(x, y, y') = 0, где F – известная функция трех переменных, x – независимая переменная, y – неизвестная функция, y' – ее производная. 

F(x, y, y') = 0 – неявный вид уравнений.
Если уравнение представлено в виде
y' = f(x, y)
или 

М (х, у) dx + N (х, у) dy = 0,
 то такое уравнение называют разрешённым относительно производной.
Соотношение Ф(х, у, С)=0 называется общим интегралом уравнения, если у как неявная функция – решение дифференциального уравнения.

Если дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x, y), имеет решение, то решений у него бесконечно много и эти решения могут быть записаны в виде y = φ(x, C), где C – произвольная константа.

Выражение φ(x, C) называют общим решением дифференциального уравнения 1-го порядка если: 

· при всех допустимых значениях C функция y = φ(x, C) является решением уравнения, y' = f(x, φ(x, C)); 

· при любых начальных условиях решения существует единственное значение константы C = С0 такое, что функция y = φ(x, С0) удовлетворяет данным начальным условиям φ(x0, С) = y0. 

Геометрически общее решение y = φ(x, C) – система интегральных кривых на плоскости хОу, зависящая от одной произвольной постоянной C, а частное решение φ(x,С0) – одна интегральная кривая этого семейства, проходящая через заданную точку (x0, y0).

Глава 2.2. Дифференциальные уравнения первого порядка
с разделяющимися переменными

Дифференциальное уравнение первого порядка  y' = f(x, у) называется уравнением с разделяющимися переменными, если его можно представить в виде 






y' = f1(x)∙f2(у)




         (1)
где f1(x) и f2(у) – непрерывные функции. Предположим, что f2(у)≠0. Тогда уравнение (1) можно записать так:
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Интегрируя почленно уравнение (2), получим общее решение уравнения (1):
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При решении дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными полезно придерживаться следующей схемы:

1) разделить переменные;
2) интегрируя уравнение с разделёнными переменными, найти общее решение данного уравнения;

3) если заданы начальные условия, найти частное решение, удовлетворяющее данным условиям.
Пример 1. Решить уравнение 4х3-у′=0.





         (3)
Решение: это дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. Запишем его в следующем виде:

 у′=-4х3.
Разделив переменные, получаем:


dy=4x3 dx.

Проинтегрируем полученное уравнение:
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Общее решение уравнения (3): у=х4+С.
Ответ: у=х4+С.

Пример 2. Решить уравнение 
[image: image7.wmf]0
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, если у=0 при х=0. (4)

Решение: для решения данного дифференциального уравнения разделим переменные:

[image: image8.wmf])

e

1

(

e

)

e

1

(

e

dx

dy

y

x

x

y

+

-

=

+

×



[image: image9.wmf])

e

1

(

dx

e

)

e

1

(

dy

e

x

x

y

y

+

-

=

+

.
Заметим, что (е у+1)′ =е у, поэтому можем записать:
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, что после интегрирования даёт:
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Здесь, для удобства дальнейших вычислений, постоянную интегрирования обозначили через lnC, так как натуральный логарифм может принимать любые значения. После потенцирования получим:
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Прологарифмировав данное выражение, найдём общее решение уравнения (4):

[image: image13.wmf].
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Вычислим значение постоянной С, зная, что у=0 при х=0:
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Так как С=3, то частное решение уравнения (4) примет вид:
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Ответ: 
[image: image16.wmf].
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Глава 2.3. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

Функция g(x,y) называется однородной функцией п-го измерения, если при любом t имеет место тождество







g(tx, ty)= t пg(x, y).



         (1)
Так, к примеру, g(x, y)=2x3-5xy2– однородная функция третьего измерения, потому что 
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. Аналогично доказывается, что 
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9

5

6y

y)

 

f(x,

  

,

x

4

y

3

y

7

x

y)

 

(x,

  

y,

8

y

16

x

-

x

y)

 

g(x,

2

2

2

+

=

-

+

=

+

+

=

j

 являются однородными функциями соответственно первого, нулевого и второго измерений.
Дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x, у) называется однородным, если его можно представить в виде 







P(x, y)dx+Q(x, y)dy=0,



         (2)
где P(x, y) и Q(x, y) – однородные функции одного измерения
Однородное дифференциальное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными подстановкой y=zx, тогда dy=z∙dx+x∙dz или 
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 – новая неизвестная функция.
Пример 1. Решить уравнение 
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         (3)
Решение: тождественно преобразуем уравнение (3):

[image: image22.wmf].
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Получившееся дифференциальное уравнение – однородное, т.к. функция, стоящая в правой части уравнения – однородная нулевого измерения. Положим y=zx, тогда 
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Это уравнение – с разделяющимися переменными. Решая его, получаем:
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Чтобы получить общее решение уравнения (3), в полученное уравнение подставим значение 
[image: image26.wmf]x

y

z

=

:


[image: image27.wmf]x

y

e

Cx

ln

-

=

.
Ответ: 
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Пример 2. Решить уравнение 
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Решение: в правой части уравнения (4) стоит однородная функция нулевого измерения, следовательно, данное уравнение – однородное. Положим y=zx, тогда 
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в уравнение (4):
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Разделим переменные в полученном уравнении и проинтегрируем его:
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[image: image35.wmf]
Вернёмся к исходным переменным:
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Общее решение уравнения (4) запишется следующим образом:


y=2x∙arctg Cx.

Найдём частное решение, если у(1)=0,5π:
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Подставим значение постоянной С в общее решение уравнения:


 y=2x∙arctg x.
Данная функция будет частным решением уравнения (4).


Ответ: y=2x∙arctg x.
Глава 2.4. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка

Дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x, у) называется линейным, если его можно представить в виде





y′+P(x)y=Q(x),




         (1)
где P(x) и Q(x) – заданные функции от х (в частности, постоянные величины).

Линейное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью подстановки y=uv, где и и v – функции от х. Одна из этих функций подбирается определённым образом, а другая – новая неизвестная функция.
Пример 1. Решить уравнение 
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         (2)
Решение: чтобы решить данное линейное дифференциальное уравнение, положим, что y=uv. В таком случае
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. Сгруппируем члены, содержащие u, и вынесем u за скобку:  
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Выберем функцию u так, чтобы выражение в скобках обращалось в нуль:

[image: image42.wmf].
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Пусть С=1, тогда 
[image: image43.wmf]x
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Так как y=uv, то общее решение уравнения (2) записывается в следующем виде:
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Ответ: 
[image: image47.wmf].
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Пример 2. Решить уравнение 
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Решение: пусть y=uv. Отсюда следует, что 
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Сгруппируем члены с v, и вынесем v за скобку: 
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Потребуем, чтобы выражение в скобках обращалось в нуль: 
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Выберем одно из частных решений: 
[image: image55.wmf].
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Общее решение уравнения (4): 
[image: image57.wmf]sinx.
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 Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным условиям:



[image: image58.wmf].

x

sin

2

tgx

y

.

2

C

,

2

C

1

2

,

2

3

C

3

3

2

,

3

sin

C

3

tg

3

2

+

=

=

+

=

×

+

=

×

+

=

p

p



Ответ: 
[image: image59.wmf]sinx.

2

tgx

y

+

=


Глава 2.5. Уравнение Бернулли

Уравнение первого порядка вида 
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Найдя его общий интеграл и подставив вместо z выражение 
[image: image64.wmf]1
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, получим общее решение уравнения Бернулли.
Пример 1. Решить уравнение 
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Решение: разделим все члены данного уравнения на х.
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Введём новую переменную 
[image: image67.wmf]2

y

z

=

, тогда 
[image: image68.wmf]dx

dy

y

2

dx

dz

=

. Подставим значения у и у′ в уравнение (2): 
[image: image69.wmf]0

1

x

z

dx

dz

=

+

-

. Получили линейное уравнение первого порядка; для его решения  положим 
[image: image70.wmf]uv

z

=

, тогда 
[image: image71.wmf]dx

du

v

dx

dv

u

dx

dz

+

=

. Исходн6ое уравнение примет вид 
[image: image72.wmf]0

1

x

uv

dx

du

v

dx

dv

u

=

+

-

+

. Метод решения таких уравнений представлен в предыдущей главе, поэтому я не буду подробно останавливаться на решении данного уравнения.


[image: image73.wmf].

0

1

dx

du

v

x

v

dx

dv

u

,

0

1

x

uv

dx

du

v

dx

dv

u

=

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

+

-

+


Пусть 
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Зная, что 
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Глава 2.6. Уравнения Лагранжа и Клеро

Уравнение вида 
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, называется уравнением Лагранжа. При помощи дифференцирования это уравнение сводится к линейному относительно х и 
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Из этого уравнения можно найти некоторые решения: оно обращается в тождество при всяком постоянном значении 
[image: image86.wmf]0
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. Действительно, при постоянном  р производная равна нулю. Решение, соответствующее каждому значению 
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. Если это решение не получается из общего ни при каких значениях произвольной постоянной, то оно будет особым решением.
Если 
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, где р – параметр, а f(x) и g(x) – некоторые известные функции.
Если же 
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Пример 1. Решить уравнение 
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Решение: положив 
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Найдём особые решения. Так как 
[image: image101.wmf]2
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 при р1=0 и р2=1, то решениями будут функции у=0 и у=х+1. Теперь найдём общий интеграл уравнения (4). Для этого перепишем его в следующем виде: 
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Исключая параметр р из уравнений (4) и (5), получим общее решение исходного уравнения: 
[image: image104.wmf](
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. Особым интегралом уравнения (3) будет функция у=0, так как это решение не получается из общего ни при каких значения произвольной постоянной С.
Ответ: 
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Часть 3. Обыкновенные дифференциальные уравнения

второго порядка

Глава 3.1. Основные понятия

Обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка называется уравнение вида F(x, y, y', y'') = 0, где F – известная функция трех переменных, x – независимая переменная, y – неизвестная функция, y', y''– ее производные. 
F(x, y, y', y'') = 0 – неявный вид уравнений.
Если уравнение представлено в виде
y'' = f(x, y, y'),

 то такое уравнение называют разрешённым относительно производной.

Соотношение Ф(х, у, С1, С2)=0, неявно определяющее общее решение уравнения, называется общим интегралом дифференциального уравнения второго порядка.

Всякая функция, получающаяся из общего решения при конкретных фиксированных значениях произвольных постоянных, называется частным решением.
Геометрически общее решение y = φ(x, С1, С2) – система интегральных кривых на плоскости хОу, зависящая от двух произвольных постоянных С1 и С2, а частное решение – одна интегральная кривая этого семейства, проходящая через заданную точку (x0, y0).
Решить дифференциальное уравнение второго порядка значит:

1) найти его общее решение (если начальные условия не заданы) или

2) найти то частное решение, которое удовлетворяет заданным начальным условиям (если таковые имеются).

Методы решения некоторых видов уравнений второго порядка будут изложены в следующих главах моей работы.
Глава 3.2. Неполные дифференциальные уравнения второго порядка
Простейшим видом неполного дифференциального уравнения второго порядка является уравнение вида 
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, где Ф(х) – первообразная от F(x), а С2 – произвольная постоянная.
Пример 1. Решить уравнение 
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Решение: обозначим 
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Ответ: 
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Уравнение вида 
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 не содержит явным образом функции у. Для его решения вводится замена: 
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[image: image127.wmf]p

dx

dy

=

, найдём искомую функцию: y=f (x, C1, C2).
Пример 2. Найти частное решение уравнения 
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Решение: полагая 
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Из условия y′=р=0 при х=0 имеем С1=0. Следовательно, 
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Ответ: 
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Уравнение вида 
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 не содержит явным образом переменной х. Для его решения вводится замена: 
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. Подставляя данные значения в уравнение, найдём р как функцию от у. Затем, из уравнения 
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, найдём общее решение исходного уравнения.
Пример 3. Найти общий интеграл уравнения 
[image: image144.wmf]y
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Решение: введём замену: 
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Подставим эти значения в исходное уравнение:
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Это и есть искомое решение исходного уравнения.


Ответ: 
[image: image148.wmf].
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Глава 3.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения

второго порядка с постоянными коэффициентами

Уравнение вида
         
[image: image149.wmf]0
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         (*)

где p и q – постоянные коэффициенты, называется линейным однородным уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Чтобы найти общее решение этого уравнения, достаточно найти два линейно независимых частных решения. Доказано, что частными линейно независимыми решениями данного уравнения являются функции вида 
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 и 1. При решении характеристического уравнения возможны три случая: 

1) k1 и k2 – действительные и притом различные числа (k1≠k2);
2) k1 и k2 – действительные равные числа (k1=k2);
3) k1 и k2 – комплексные числа.

Рассмотрим каждый случай в отдельности.

I. Корни характеристического уравнения действительны и различны: k1≠k2.
В этом случае частными решениям будут функции 
[image: image156.wmf]x
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Следовательно, общий интеграл имеет вид 
[image: image159.wmf]x
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II. Корни характеристического уравнения действительны и равны: k1=k2.

Одним из частных решений будет функция 
[image: image160.wmf]x

k

1

1

e

y

=

. Нужно найти второе частное решение, линейно независимое с первым (функция 
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, поэтому не может рассматриваться в качестве второго частного решения). Будем искать второе частное решение в виде 
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Подставляя значения производных в уравнение (*), получаем:
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Так как k1 – корень характеристического уравнения, то 
[image: image166.wmf]0
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III. Корни характеристического уравнения комплексные.

Так как комплексные корни входят попарно сопряжёнными, то обозначим :
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где 
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Пример 1. Найти частное решение уравнения 
[image: image179.wmf]0
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Решение. Составим характеристическое уравнение: 
[image: image180.wmf].
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 Корни этого уравнения действительны и различны: 
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. Учитывая начальные условия, найдем значения произвольных постоянных: С1=0, С2=1. Искомое частное решение: у=1.
Ответ: у=1.
Глава 3.4. Неоднородные линейные дифференциальные уравнения

второго порядка с постоянными коэффициентами

Уравнения данного типа имеют вид 
[image: image184.wmf]f(x)
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, где p и q – постоянные числа. Решение этого уравнения нужно искать в виде суммы частного решения 
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 данного уравнения и общего решения 
[image: image186.wmf]y

 однородного уравнения 
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I. Пусть правая часть уравнения представляет собой произведение показательной функции на многочлен, то есть имеет вид 
[image: image188.wmf]ax
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, где Рп(х) – многочлен п-ой степени. Тогда возможны следующие частные случаи:
а) Число а не является корнем характеристического уравнения 
[image: image189.wmf]0

q

pk

k

2

=

+

+

. В этом случае частное решение нужно искать в следующем виде:
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где Qп(х) – многочлен п-ой степени.
Для определения неизвестных коэффициентов А0,  А1, …, Ап необходимо приравнять коэффициенты при одинаковых степенях х.
б) Число а является простым (однократным) корнем характеристического уравнения. Тогда частное решение неоднородного линейного уравнения второго порядка примет вид 
[image: image191.wmf]ax

n

e

)

x

(

xQ

y

=

*

.
в) Число а является двукратным корнем характеристического уравнения. В таком случае частное решение можно брать в форме 
[image: image192.wmf]ax
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II. Если правая часть уравнения имеет вид
[image: image193.wmf]]
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, то форма частного решения определяется так:
а) если число 
[image: image194.wmf]bi
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 не является корнем характеристического уравнения, то частное решение имеет вид 
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, где U(x) и V(x) – многочлены от х, степень которых равна наивысшей степени многочленов P(x) и Q(x);
б) если число 
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 является корнем характеристического уравнения, то частное решение имеет вид 
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Пример 1. Найти общее решение уравнения 
[image: image198.wmf]x
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Решение: общее решение 
[image: image199.wmf]y

 соответствующего однородного уравнения есть 
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. Так как правая часть данного уравнения имеет вид 
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. Подставив это выражение в исходное уравнение, получим: 
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[image: image207.wmf]9
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Ответ: 
[image: image210.wmf]9
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Часть 4. Обыкновенные дифференциальные уравнения
высших порядков
Обыкновенным дифференциальным уравнением п-го порядка называется уравнение вида F(x, y, y',…, y(п)) = 0, или y(п) = f(x, y, y',…, y(п-1)). Общим решением дифференциального уравнения п-го порядка является функция y = φ(x, С1, С2,…, Сп), зависящая от п произвольных постоянных. Способы решения дифференциальных уравнений высших порядков рассмотрим на нескольких примерах.
Пример 1.  Решить уравнение 
[image: image211.wmf]ax
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Решение: это дифференциальное уравнение третьего порядка. Оно решается путём непосредственного интегрирования:

[image: image212.wmf](

)

.

C

x

C

C

ax

sin

dx

)

C

x

C

ax

cos

(

y

,

C

x

C

ax

cos

dx

C

ax

sin

y

,

C

ax

sin

dx

ax

cos

y

3

2

2

x

1

a

1

2

1

a

1

2

1

a

1

1

a

1

1

a

1

2

3

2

2

+

+

+

-

=

+

+

-

=

+

+

-

=

+

=

¢

+

=

×

=

¢

¢

ò

ò

ò


Общее решение исходного уравнения примет вид: 
[image: image213.wmf]3
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Ответ: 
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Пример 2.  Решить уравнение 
[image: image215.wmf]y
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Решение: данное уравнение не содержит явным образом искомой функции у. Для его решения необходимо ввести замену у″=р:
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[image: image217.wmf].
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Общее решение исходного уравнения запишется в форме 
[image: image218.wmf].
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Ответ: 
[image: image219.wmf]3
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Пример 3. Решить уравнение 
[image: image220.wmf]0
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Решение: данное уравнение относится к типу линейных однородных уравнений п-го порядка с постоянными коэффициентами. Составим характеристическое уравнение: 
[image: image221.wmf]0
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. Корни этого уравнения – 
[image: image222.wmf].
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 Так как все корни характеристического уравнения действительные и различные, то общее решение исходного уравнения будет иметь вид:
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Ответ: 
[image: image224.wmf]x

2

4

x

3

x

2

2

x

1

e

C

e

C

e

C

e

C

y

+

+

+

=

-

-

.

В своей работе я рассмотрел лишь некоторые виды уравнений высших порядков, но также существуют и другие виды дифференциальных уравнений порядка выше второго.
Часть 5. Решение задач на составление дифференциальных уравнений

Дифференциальные уравнения являются одним из самых мощных средств математического решения практических задач. Особенно широко они используются для решения задач естественнонаучного цикла: механики, физики, химии и биологии. Во многих задачах геометрической оптики, геодезии, картографии и других областей естествознания возникает необходимость нахождения кривых по заданным свойствам проведенных к ним касательным. Обычно такие геометрические задачи решаются так же с помощью дифференциальных уравнений.
Задача №1. Определить во сколько раз увеличится количество бактерий за 9 часов, если в течение 3 часов их количество изменилось от 100 до 200.

Решение. Опытным путём установлено, что скорость размножения бактерий, если для них имеется достаточный запас пищи и созданы другие необходимые внешние условия (например, отсутствие подавления бактерий другими видами), пропорциональна их количеству.

Пусть х – количество бактерий в данный момент, тогда скорость изменения их количества равна производной 
[image: image225.wmf]dt
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. Так как скорость размножения бактерий пропорциональна их количеству, то существует k, что 
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что после потенцирования даёт 
[image: image229.wmf]kt
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Для нахождения С используем начальное условие: при t=0, х=100. Имеем: Се=100, С=100, и, значит, х=100 ekt. Коэффициент еk находим из условия: при t=3, х=200. Имеем: 
[image: image230.wmf].
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[image: image294.wmf]Искомая функция: 
[image: image231.wmf]t/3
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. При t=9, х=800.
Ответ: количество бактерий за 9 часов увеличится в 8 раз.

Задача №2. Вещество А превращается в вещество В. Определить первоначальное количество вещества А и время, когда останется половина этого вещества, если спустя 1 час после начала реакции осталось 44,8 г вещества А, а после 3 часов 11,2 г.

Решение: обозначим через а первоначальное количество вещества А, через х – количество вещества, прореагировавшего за время t от начала реакции, тогда дифференциальное уравнение имеет вид: 
[image: image232.wmf]).
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Разделяя в уравнении переменные и, затем, интегрируя, получаем:
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Понятно, что при t = 0 x = 0, имеем С = а, и, значит:
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Используя дополнительные условия (при t = 1 x = а-44,8, при t = 3 x = а-11,2), имеем:

[image: image235.wmf].
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Найдём искомое время распада половины этого вещества. Имеем:
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Ответ: а=89,6 г; t=1ч.
Задача №3. Разность потенциалов на зажимах катушки (Е) равномерно падает от 2В до 1В в течение 10 секунд. Определить величину силы тока (Ι) в конце десятой секунды, если в начале опыта она была 
[image: image237.wmf]3
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А. Сопротивление катушки (R) 0,12 Ом, коэффициент самоиндукции (L) 0,1 Гн.

Решение: если переменный ток Ι течёт по проводнику с коэффициентом самоиндукции L и сопротивлением R, то напряжение в проводнике равно 
[image: image238.wmf].
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[image: image239.wmf]).

t

(

E

RI

dt

dI

L

=

+

×

 Введём замену 
[image: image240.wmf]uv

I

=

, тогда 
[image: image241.wmf]dt

du

v

dt

dv

u

dt

dI

+

=

. Подставим эти значения в исходное уравнение и решим получившееся линейное уравнение:
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[image: image243.wmf].
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Общее решение – 
[image: image244.wmf]t
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, выберем одно из частных решений: 
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Искомая функция примет вид 
[image: image247.wmf].
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 Используя начальные условия (при t=0, I=
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; получим, что С=0. Следовательно, в конце десятой секунды сила тока будет равна 
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Ответ: 
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Задача №4. Гибкая однородная нить подвешена за два конца (рис. 2). Найти уравнение кривой, по которой нить расположится под действием собственного веса.

Решение: пусть М0 (0, b) – наиболее низкая точка нити, М – произвольная её точка. Рассмотрим часть нити М0 М. Эта часть находится в равновесии под действием трёх сил: натяжения Т, действующего по касательной в точке М, натяжения Н в точке М0, действующего горизонтально, веса нити γs, где s – длина нити, γ – удельный вес нити. Разложим натяжение Т на горизонтальную и вертикальную составляющие: 
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 в предыдущее уравнение, получим: 
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. Зная, что производная в точке М0 равна нулю, найдём значение C1: 
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. Вычислим значение 
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[image: image266.wmf]).

e

e

(

2

1

dx

dy

z

a

/

x

a

/

x

-

-

=

=


Полученное уравнение первого порядка – с разделяющимися переменными. Решим его и найдём общее решение исходного уравнения:
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Так как при х=0, у=b, то 
[image: image268.wmf]a
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. Следовательно, кривая, по которой расположится нить под действием собственного веса, будет иметь такой вид: 
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Ответ: 
[image: image270.wmf].
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Задача №5. Определить наименьшую скорость, с которой нужно бросить тело вертикально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю. Сопротивлением воздуха пренебречь.
Решение: обозначим массу Земли и массу брошенного тела соответственно через М и т. По закону всемирного тяготения сила притяжения F, действующая на тело т, будет равна:


[image: image271.wmf]2
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где r – расстояние между центром Земли и центром тяжести брошенного тела, G – гравитационная постоянная. Согласно второму закону Ньютона, 
[image: image272.wmf]ma
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. Мы взяли знак минус, так как ускорение отрицательно. Составим дифференциальное уравнение движения указанного тела:
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Будем решать это уравнение при следующих начальных условиях: при t=0 r=R, r′=v0, где R – радиус Земли, v0 – скорость бросания. Обозначим скорость движения 
[image: image274.wmf]dr
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. Подставим эти значения в уравнение движения и решим его:
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Из условия, что при r=R, v=v0, определим С1 и подставим это значение в полученное равенство:
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По условию, тело должно двигаться так, чтобы скорость всегда была положительной. Так как величина 
[image: image277.wmf]r
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 при неограниченном возрастании r стремится к нулю, то условие v2>0 будет выполняться при любом r только в случае 
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Следовательно, наименьшая скорость будет определяться равенством 
[image: image279.wmf]R
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, где G=6,67∙10-3 Н∙м2/кг2, R=6300 км. На поверхности Земли при r=R ускорение силы тяжести равно g=9,81 м/с2. На основании этого получаем 
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. Подставляя это значение в формулу скорости, получаем:
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Ответ: 
[image: image283.wmf]с
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Задача №6. Точка движется с начальной скоростью v0​ =4 м/с. Найти закон движения, если ускорение точки задается уравнением 
[image: image284.wmf])
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, причём при t=0 s=0.

Решение: используя механический смысл первой и второй производной, перейдём  к уравнению 
[image: image285.wmf]s
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. Для его решения необходимо составить  и решить характеристическое уравнение:
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Запишем частные решения уравнения в виде 
[image: image287.wmf]t
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, тогда общее решение будет записываться следующим образом: 
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. Найдём v(t). 
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. Используя начальные условия, составим систему:
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Закон движения имеет вид 
[image: image291.wmf])
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Ответ: 
[image: image292.wmf])
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Заключение
Изучив тему «Дифференциальные уравнения», я научился решать задачи на составление дифференциальных уравнений. Хотелось бы отметить, что при решении многих задач математики, экономики, физики и техники не всегда удается установить функциональную зависимость между искомыми и данными переменными величинами, но зато удается вывести дифференциальное уравнение, позволяющее точно предсказать протекание некоторого процесса при определенных условиях. Решение таких задач потребовало от меня большой теоретической подготовки: изучить теоретические основы дифференциальных уравнений, способы их решения; рассмотреть некоторые приёмы решения задач по физике, геометрии, экономике, биологии и химии с помощью составления дифференциальных уравнений.
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