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                        Анализ  множества  значений  функции.
   Задачи, рассматриваемые    в  данной    работе   решаются  элементарными способами.Здесь используется алгебро-геометрический  язык (аналитическим  проблемам  даётся  геометрическое  представление, а  геометрические   ситуации  переводятся  на  язык  уравнений,неравенств  и  их систем ).Т.к  этой  работой  могут  заинтересоваться не  только  учащиеся  10-11 классов, но и девятиклассники поэтому  не хочется  заострять  внимание  на  том , что  при  решении задач  может  быть  использовано  понятие  производной.

   Очень  часто  решение  экстремальной  задачи  сводится  к нахождению  наибольшего  или  наименьшего  значения  некоторой  функции ( при  определенных  ограничениях, налагаемых  на  аргумент).Знание  множества  значений  этой  функции, естественно, поможет ответить  на  вопрос  о существовании у неё наибольшего  и наименьшего  значений.

  Пусть у = f(x) –функция  действительной  переменной   х. D(f)-  область  определения  функции  f , E(f)- множество   значений  функции. Как найти  множество  Е(f) , зная  D(f )?

Множество  Е(f) состоит из  тех  и   только  тех   значений  у, при  каждом  из которых уравнение у = f(x) имеет  хотя  бы  одно решение , принадлежащее  области  определения.

 Задача 1. Найдите  наименьшее  значение   выражения  
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  при  х 
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 Решение : Обозначим  
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 Заметим ,что  у>0  т.е уравнение  имеет  неотрицательное   решение.
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Левая   часть  этого  уравнения  есть  квадратный  трёхчлен ( у- параметр).Из условия  у>0 следует ,что  абсцисса вершины  параболы  z=x²-xy+(1-y)  больше  нуля. Поэтому  для  существования  неотрицательного  решения  уравнения  х²-ху+(1-у)= 0, у>0,необходимо  и достаточно, чтобы  выполнялось  условие D ≥ 0.

 Итак,  чтобы   найти   множество  значений  данной  функции  - E(f) надо  решить  систему  неравенств:
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Видно ,что   
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 и достигается  при  х =
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Задача 2. Найдите  наибольшее  значение  функции  у = 3х+4
[image: image8.wmf]2

1

х

-

.

Решение : Найдем  сначала  область  определения  функции D(f)=?
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Уравнение       
[image: image10.wmf]2

1

4

3

х

х

у

-

+

=

имеет   решение  на [ -1;1]

Уравнение     
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Следовательно   
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(достигается  при 
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Теорема. Квадратный трехчлен у =ах²+вх+с  имеет  наибольшее  или  наименьшее  значение ,принимаемое  при  х = - 
[image: image16.wmf];
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значение  наименьшее,если а >0,и наибольшее, если а<0. Если  существует наибольшее  значение у, то не существует  наименьшего, и наоборот.
Доказательство: Пусть у = ах²+вх+с, а ≠0 , - квадратный  трёхчлен, где  коэффициенты а,в,с- действительные числа. Выделим  из  трёхчлена  квадратный  двучлен:
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Здесь   
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- число , зависящее от  переменной  х. Если  а>0, то первое   слагаемое 
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 не  может  быть  отрицательным; оно  обращается  в нуль  при 
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В этом  случае  у  принимает  своё  наименьшее   значение  
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 и  функция  не  имеет  наибольшего  значения. Если   а<0, то 
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 но  при  
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 обращается  в  нуль. Следовательно, у  достигает  наибольшего  значения  
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В  этом  случае наименьшего  значения  не  существует.
Следствие.Произведение  двух  положительных  множителей, сумма которых  постоянна, достигает  наибольшего  значения  тогда ,когда  эти  множители  равны.

Доказательство:  Пусть  р- сумма  этих  двух  множителей . Если  первый  множитель  х , то  второй  р-х. Произведение  рассматриваемых  множителей  у=х(р-х) = - х²+рх, как  следует  из  вышесказанной  теоремы, принимает  наибольшее  значение  , равное 
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Задача  3. Определите при  заданном  периметре длину и ширину прямоугольного  участка  земли, при которых  его  площадь окажется  наибольшей.

    Решение.

Обозначим  через  х и у  стороны   прямоугольника . Тогда  периметр   его  будет  равен     р = 2х+2у, а площадь  будет  равна    S = xy. По  своей  природе величины х и у –положительны, так как они   выражают длины  отрезков. По  условию  периметр   p есть величина  постоянная, значит, по следствию достигает  наибольшего  значения , если          x = y = 
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р

.Следовательно, участок  земли  должен  быть  квадратным.

Задача 4. Определите , при  каком  действительном  значении  р  сумма  квадратов корней  уравнения  х²+(р-2)х+(р-3) = 0 принимает  наименьшее  значение, и найдите  его.

   Решение.

Пусть  
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 - корни  уравнения. Обозначим  сумму  их квадратов  через  у:
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Выразим  
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По   теореме  Виета  
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Имеем  :    
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Квадратный  трёхчлен  
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 принимает  наименьшее  значение  у=1  при р=3.

Задача 5. Из квадратного  куска  жести  шириной  60 см надо изготовить  коробку  без  крышки  наибольшей  вместимости  с квадратным  дном.

  Решение.

Пусть  ширина  отгибаемых квадратных  полос  равна  х. Заметим ,что  х < 
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 Ширина   квадратного  дна  равна  60-2х.Найдём  объём  коробки:  V= (60 – 2х)² х.   (1)

Умножив  обе  части  равенства (1) на 4, получим: 4V=(60-2х)(60-2х) 4х.                    (2)

Сумма (положительных) множителей  правой  части  равенства(2) равна  120 (существенно , что  из этих  трёх  множителей  два  множителя одинаковые). Следовательно ,произведение  этих  множителей  достигает  наибольшего  значения , если 60 -2х = 4х, т.е х = 10. Именно  тогда 4V, а значит, и V достигают  наибольшего  значения:
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Это  лишь   часть  задач  на  нахождение  множества  значений, которые  можно  предложить для  решения. Данная  тема  требует  дальнейшего изучения. 
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