                                                                                                             Золотарев Максим.

   Квадратные уравнения и методы их решения.
 Впервые квадратное уравнение сумели решить математики Древнего Египта.
Неполные квадратные уравнения и частные виды полных квадратных уравнений  Диофант Александрийский INCLUDEPICTURE "http://works.fio.ru/Samara/r5/images/blank.2.gif" \* MERGEFORMATINET 


 умели решать вавилоняне (около 2 тыс. лет до н. э.). Об этом свидетельствует найденные клинописные тексты задач с решениями (в виде рецептов). Некоторые виды квадратных уравнений, сводя их решение к геометрическим построениям, могли решать древнегреческие математики. Приемы решения уравнений без обращения к геометрии дает  (III в.). В дошедших до нас шести из 13 книг «Арифметика» содержатся задачи с решениями, в которых Диофант объясняет, как надо выбрать неизвестное, чтобы получит решение уравнения вида  [image: image1.png]


или  [image: image2.png]


. Способ решение полных квадратных уравнений Диофант изложил в книгах «Арифметика», которые не сохранились.
      Правило решения квадратных уравнений, приведенных к виду  [image: image3.png]ax® +bx=c



, где    a > 0, дал индийский ученый Брахмагупта (VII в.). В трактате «Китаб аль-джебр валь-мукабала» хорезмский математик аль-Хорезми  разъясняет приемы решения уравнений вида  [image: image4.png]ax® = bx



,  [image: image5.png]ax® =c,ax=c,ax’ +c=bx,ax’ +bx =cbx+c=ax’



 (буквами a, b и c обозначены лишь положительные числа) и отыскивает только положительные корни. 
    Формулы решения квадратных уравнений в Европе были впервые  изложены в 1202 г. итальянским математиком Леонардом Фибоначчи.  

Общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к виду  [image: image6.png]x+bx=c



, было сформулировано немецким математиком М. Штифелем (1487 - 1567). Выводом формулы решения квадратных уравнений общего вида занимался Виет. Однако свое утверждение он высказывал лишь для положительных корней (отрицательных чисел он не признавал). После трудов нидерландского математика А. Жирара (1595 - 1632), а также Декарта и Ньютона способ решения квадратных уравнений принял современный вид.
   Формулы, выражающие зависимость корней уравнения от его коэффициентов, были выделены Виетом в 1591 г. Для квадратного уравнения теорема Виета в современных обозначениях выглядела так: корнями уравнения  [image: image7.png]fa+b)x-x"




 являются числа a и b.
    Необходимость решать уравнения  не только первой, но и второй степени ёщё в древности была вызвана потребностью решать задачи, связанные с нахождением площадей земельных участков и с земляными работами военного характера, а также с развитием астрономии и самой математики. Квадратные уравнения умели решать около 2000 лет до нашей веры вавилоняне. Применяя современную алгебраическую запись, можно сказать, что в их  клинописных текстах  встречаются, кроме неполных, и такие, например, полные квадратные уравнения:
                         [image: image8.png]IS
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       Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводя только задачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены. Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилонии, в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений.
  
 
	Задачи на квадратные уравнения встречаются уже в 499 г.  
В Древней  Индии были распространены публичные соревнования в решении трудных задач. 
	[image: image9.jpg]






В одной из старинных индийских книг говорится по поводу таких соревнований следующее: "Как солнце блеском своим затмевает звезды, так ученый человек затмит славу другого в народных собраниях, предлагая и решая алгебраические задачи. " Задача знаменитого индийского математика  Бхаскары: 
	[image: image10.jpg]



	 

"Обезьянок резвых стая
 Всласть  поевши, развлекаясь.
 Их в квадрате часть восьмая
 На поляне забавлялась.
 А 12 по лианам.....
 Стали прыгать, повисая.
 Сколько было обезьянок,
 Ты  скажи мне, в этой стае?





Решение (по цепочке) .                                                                                    
Пусть обезьян в стае х, тогда на поляне их было (х/8)². Из условия, что на лианах прыгали 12 обезьян, составим уравнение:

x – (x/8)² = 12

Решим ее:

x – (x/8)² = 12

64x – x² = 12 × 64

x² – 64x + 768 = 0

D1 = 1024 – 786 = 256 = 16²

x = 32 ± 16 

x1 = 48    x2 = 16

Ответ: 48 или 16.
                       Виды квадратных уравнений.
Определение.
    Уравнение вида ax2+bx+c=0, где, a, b, c - действительные числа, причем a ≠ 0, называют квадратным уравнением. 
      Числа a, b, c носят следующие названия a - первый коэффициент, b - второй коэффициент, c - свободный член. 
        Если в квадратном уравнении второй коэффициент b или свободный член c равен нулю, то квадратное уравнение называется неполным. Например:  [image: image11.png]


 или  [image: image12.png]


, где  [image: image13.png]abeceRa=0




        Если переменная х встречается и  в первой и второй степени, то уравнение называется полным квадратным. Например:  [image: image14.png]ax® +bx+c=0



или  [image: image15.png]P Hpxtg=0



, где  [image: image16.png]e,p.g€Ra=0b#0,c#0




        Если коэффициент при квадрате  переменной равен 1, то уравнение называется приведенным. Например:   [image: image17.png]P Hpxtg=0




Примеры квадратных уравнений:

2x2+3x+1=0 – полое квадратное уравнение, где a=2, b=3,c=1.
x2+5x-6=0 – приведенное квадратное уравнение, где a=1, b=5, c=-6.

5x2-4x=0 – неполное квадратное уравнение, где a=5, b=-4, c=0.

7-2x2=0 – неполное квадратное уравнение, где a=-2, b=0, c=7.
   Способы решения квадратных уравнений.
                             1. Неполные квадратные уравнения.
1) c=0, то уравнение имеет вид
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x(ax+b)=0,
x=0 или ax+b=0,
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2) b=0, то уравнение имеет вид
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3) b=0 и c=0,то уравнение имеет вид
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Пример 1. 
Решить уравнение 
[image: image25.wmf]2
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Решение.

Имеем x(2x-5)=0.Значит либо x=0,либо 2x-5=0,то есть x=2,5.

Ответ: 0;2,5.
Пример 2. 
Решить уравнение 
[image: image26.wmf]2
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Решение.

Имеем 
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Следовательно корни данного уравнения 3 и -3.

Ответ:-3;3.
                             2. Полные квадратные уравнения.
Выведем формулу для решения полных квадратных уравнений:

Сначала разделим обе части уравнения 
[image: image30.wmf]2
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Его корни не изменятся. Для решения получившегося уравнения
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 выделим в левой части полный квадрат
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Для краткости обозначим выражение 
[image: image34.wmf]2

4

bac

-

 через D. Тогда полученное выражение принимает вид:
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Возможны 3 случая:

a) Если число D положительно(D>0), то в этом случае можно извлечь из D квадратный корень и записать D в виде 
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И потому тождество 
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.По формуле разности квадратов выводим:
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В силу теоремы (Если выполняется тождество 
[image: image41.wmf]2
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то квадратное уравнение 
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Следует, что уравнение 
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 а значит и уравнение 
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Имеет два корня: 
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Обычно эти корни записывают одной формулой. 
[image: image53.wmf]1,2
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Пример.               
Решим уравнение 
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Решение.

В данном случае a=4, b=-7, c=3 и, потому, 
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Значит, 
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Ответ: 
[image: image59.wmf]3
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б) Если число D равно нулю, то тождество 
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     Вид 
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. Отсюда следует, что при D=0 уравнение      
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 имеет один корень 
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     Пример.    
     Решим уравнение 
[image: image65.wmf]2
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     Решение.

     Имеем a=4, b=12, c=9 и поэтому 
[image: image66.wmf]22
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     Значит, 
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     Ответ: 
[image: image68.wmf]3
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     Уравнения, где D=0, можно решить путем собирания по формуле

      квадрата суммы или разности, в зависимости от знака переменной b.
      Пример.    
      Решим уравнение 
[image: image69.wmf]2
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      Решение.
 Соберем по формуле квадрат суммы и получим 
[image: image70.wmf]2
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 Получаем 
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 Ответ: 
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в)  Если число D отрицательно (D<0), то –D>0, и потому, выражение
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 является суммой двух слагаемых, одно из

которых неотрицательно(больше или равно нулю), а другое положительно.

Такая сумма не может равняться нулю, поэтому уравнение 
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 не имеет действительных корней. 
Не имеет корней и уравнение 
[image: image76.wmf]2
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Пример.    
Решим уравнение 
[image: image77.wmf]2
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Решение.

Имеем a=1, b=4, c=7 и поэтому 
[image: image78.wmf]2
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уравнение не имеет действительных корней.

Ответ: 
[image: image79.wmf]Æ

.
3. Приведенные квадратные уравнения.

      Приведенные квадратные уравнения решаются тем же способом, что и полные.         

                        Соберем выведенные формулы в таблицу.
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Покажем зависимость корней от дискриминанта с помощью графиков. 
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	  D>0
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 D=0
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	 D<0
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         4.Теорема Виета и ее применение.
Теорема 1. 
Сумма корней квадратного уравнения равна коэффициенту при x,

взятому с противоположным знаком и деленному на коэффициент при 
[image: image89.wmf]2
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; произведение корней этого уравнения равно свободному члену, деленному на

коэффициент при  
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Теорема2(обратная). 
Если выполняются равенства 
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То числа 
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x

 и 
[image: image96.wmf]2

x

 являются корнями квадратного уравнения 
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Доказательство. 
Выше мы вывели тождество 
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Где 
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 - корни квадратного уравнения 
[image: image104.wmf]2

0

axbxc

++=

. Раскроем скобки в правой части этого тождества:
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Отсюда следует, что 
[image: image107.wmf]12

b

xx

a

+=-

 и 
[image: image108.wmf]12

c

xx

a

=

.

По теореме Виета удобнее всего решать приведенные квадратные уравнения.

Пример.   
Решим квадратное уравнение 
[image: image109.wmf]2
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Решение.

a=1, b=-6, c=8, следовательно, 
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Ответ: 2;4.

Пример. 
Решим квадратное уравнение 
[image: image114.wmf]2
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Решение.

a=2, b=-10, c=12, следовательно, 
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Ответ: 2;3.
                         5. Метод “переброски”.
Рассмотрим уравнение 
[image: image119.wmf]2

0

axbxc

++=

,где 
[image: image120.wmf]0

a

¹

.Умножим обе части уравнения на a. Получим 
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. Найдем корни этого уравнения 
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Пример. 
Решим уравнение 
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 методом “переброски”.
Решение.

Умножим обе части уравнения на 2 (a=2) 
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[image: image134.wmf]2
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. Решаем его по теореме Виета и получаем корни

[image: image135.wmf]1
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 и 
[image: image136.wmf]2
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. Подставляем эти корни в уравнение 
[image: image137.wmf]2
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, получаем 

[image: image138.wmf]1
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 и 
[image: image139.wmf]2
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, и отсюда 
[image: image140.wmf]1
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 и 
[image: image141.wmf]2
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Ответ: 
[image: image142.wmf]1
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        6.Решение по сумме коэффициентов.

Возьмем уравнение 
[image: image143.wmf]2
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axbxc
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, где 
[image: image144.wmf]0

a

¹

. Если a+b+c=0, то 
[image: image145.wmf]1
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[image: image146.wmf]2
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А если a-b+c=0, то 
[image: image147.wmf]1
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, а 
[image: image148.wmf]2
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Пример. 
Решим уравнение 
[image: image149.wmf]2
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 по сумме коэффициентов.

Решение.

a+b+c=11-33+22=33-33=0, следовательно 
[image: image150.wmf]1
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, а 
[image: image151.wmf]2
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Ответ: 1;2.

Пример. 
Решим уравнение 
[image: image152.wmf]2
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 по сумме коэффициентов.
Решение.

a-b+c=5-12+7=12-12=0, следовательно 
[image: image153.wmf]1
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, а 
[image: image154.wmf]2
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Ответ: 
[image: image155.wmf]7
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   7.Уравнения с четным коэффициентом при x.

Рассмотрим квадратное уравнение 
[image: image156.wmf]2
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, где p – четное число.

[image: image157.wmf]2
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, отсюда 
[image: image158.wmf]1;2

22

pD

x

=-±

.

Пример.  
Решим уравнение 
[image: image159.wmf]2
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Решение.
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[image: image161.wmf]1;2
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. Отсюда 
[image: image162.wmf]1
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[image: image163.wmf]2
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Ответ: -3;1.

                            8. Графический способ.

Решим квадратное уравнение 
[image: image164.wmf]2
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 графическим способом.
1)Представим уравнение в виде 
[image: image165.wmf]2
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 и построим график функции

[image: image166.wmf]2
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Абсциссы точек пересечения этого графика с осью OX являются корнями этого уравнения.
2) Представим уравнение в виде 
[image: image168.wmf]2
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 и построим графики функций


[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf]2
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Абсциссы точек пересечения этих графиков являются корнями этого уравнения.
3) Представим уравнение в виде 
[image: image172.wmf]82
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 и построим графики функций

[image: image173.wmf]82
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[image: image174.wmf]yx

=

.
[image: image175.png]an
»
&
E
®
0
k2
B3

1

2

2

a0

[

E3

6

72

Elj

¥




Абсциссы точек пересечения этих графиков являются корнями этого уравнения.
4) Представим уравнение в виде 
[image: image176.wmf]2
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 и построим графики функций

[image: image177.wmf]2
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yx

=

.

[image: image179.png]a
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Абсциссы точек пересечения этих графиков являются корнями этого уравнения.
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