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1. Немного о Пифагоре
Пифагор родился в шестом веке до н.э. на греческом острове Самос, где его отец был известным резчиком по камню. Мнесарха считали одним из лучших мастеров в Греции. Естественно, он хотел, чтобы сын освоил и унаследовал его ремесло. Но Пифагор увлекался философией и стал учеником местного философа Ферикида. В юности он испытывал воздействие философии Анаксимандра, по сохранившимся преданиям, он много путешествовал: жил в Египте, Вавилоне, побывал даже в далёкой Индии. По-видимому, именно там он увлекался математикой, которую хорошо знали жрецы египетских храмов. Потом он поселился на юге нынешней Италии, где основал общество философов- пифагорейский союз.

Вернувшись на родину, Пифагор становится учителем, и вскоре у него появляется множество учеников. Вокруг учёного начинают складываться легенды. Рассказывали, в частности, что однажды в театре ветер откинул плащ Пифагора и все увидели, что его кожа сияет как золото. Говорили о том, что он был сыном Гермеса или даже самого Аполлона.

После прихода к власти тирана Поликрата Пифагору пришлось покинуть Самос, и он нашёл вторую родину в небольшом южном итальянском городе Кротоне. Там Пифагор основал свою школу, которая вскоре превратилась в религиозно- философское братство. Учёный считал, что основным свойством мира является всеобщая числовая гармония.
2. Пифагорейцы

Пифагорейцы много занимались наукой, особенно математикой. Самой знаменитой из опубликованных ими теорем стала теорема Пифагора, гласящая, что сумма площадей квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна площади квадрата, построенного на его гипотенузе. Получающуюся при этом картинку школьники с давних пор называли «пифагоровыми штанами».

Пифагорейцы изучили варианты, в которых величины всех сторон прямоугольного треугольника выражаются целыми числами. Вообще, они придавали числам очень большое значение, считая, что через них можно выразить все закономерности в мире. И сами числа они наделяли разнообразными свойствами. Например, они считали, что пять  символизирует цвет, шесть – холод, семь – разум, здоровье и свет, восемь – любовь и дружбу, и так далее.

Числа, равные сумме всех своих делителей, такие как 6,28,496,8128, они считали совершенными. А пары чисел, в которых каждое число равнялось сумме делителей другого, они называли дружественными. Пифагорейцы разделили числа на четные и нечетные и заметили, что если складывать последовательно нечетные числа: 1 + 3 + 5 + 7 + ..., то после каждого сложения будут получаться  полные числовые квадраты: 1, 4, 9, 16 …
К математическим наукам пифагорейцы относили арифметику, геометрию, астрономию… и музыку! Они установили, что высота звучания струны зависит от её длины, то есть опять же числа! И создали первую математическую теорию музыки. 

В качестве символа пифагорейцы избрали пятиконечную звезду, хотя сам Пифагор говорил, что из всех фигур прекраснейшее – круг, а из тел – шар. В то же время среди геометрических теорем пифагорейцев нет теоремы о круге. Они занимались в основном многоугольниками. Например, они умели строить многоугольники, подобный одному из двух заданных многоугольников и одновременно равновеликий второму. 

Постепенно влияние братства Пифагора распространилось по всей южной Италии. Однако местным властям и особенно жрецам вовсе не понравилась популярность Пифагора. Они спровоцировали восстание против философа, в результате которого тому вновь пришлось спасаться бегством. Теперь он обосновался в греческом городе Метапонте, где через несколько лет и умер.

Учение Пифагора представляет собой причудливую смесь научных положений и религиозной ритуалистики. Он полагал, что во всей Вселенной властвуют число, мера и ритм. Небесные светила не движутся беспорядочной толпой. Они восходят и заходят в свой час, совершая предназначенный им путь на десяти огромных хрустальных сферах. Всё в мире подчинено численным закономерностям, везде царит строгий порядок. Даже звуки и те подчинены числам.

Пифагор занимался и прикладными исследованиями. Так, он открыл музыкальный гармонический ряд. Пифагор впервые разделил все созвучия на самые простейшие интервалы: квинту, кварту и октаву.

Учёный экспериментировал с так называемым тетрахордом – струной, которую можно было с помощью зажима разделять на несколько частей. При этом звук её менялся. Позже открытый Пифагором гармонический ряд лёг в основу традиционной гаммы, с которой и сегодня многие начинают своё музыкальное образование.

Изучение численных закономерностей привело и к открытиям в области геометрии. Сейчас не возможно установить, сам ли учёный открыл закономерности соотношения сторон прямоугольного треугольника, или это сделали его ученики. Достоверно известно лишь то, что теорему, названную его именем за много веков до него знали вавилонские математики. Но только Пифагор дал ей законченную формулировку.
3. Великая теорема Пифагора

Трудно найти человека, у которого имя Пифагора не ассоциировалось бы с теоремой Пифагора. Пожалуй, даже те, кто в своей жизни навсегда распрощался с математикой, сохраняют воспоминания о «пифагоровых штанах» - квадрате на гипотенузе, равновеликом двум квадратам на катетах. Причина такой популярности теоремы Пифагора триедина: это простота – красота – значимость. В самом деле, теорема Пифагора проста, но не очевидна. Это сочетание двух противоречивых начал и придаёт ей особую притягательную силу, делает её красивой. Но, кроме того, теорема Пифагора имеет огромное значение: она применяется в геометрии буквально на каждом шагу, и тот факт, что существует около 500 различных доказательств этой теоремы (геометрических, алгебраических, механических и так далее), свидетельствует о гигантском числе её конкретных реализаций.

Открытие теоремы Пифагора окружено ореолом красивых легенд. Прокл, комментируя последнее предложение I книги «Начал» Евклида, пишет: «Если послушать тех, кто любит повторять древние легенды, то придётся сказать, что эта теорема восходит к Пифагору; рассказывают, что он в честь этого открытия принёс в жертву быка». Впрочем, более щедрые сказатели одного быка превратили в одну гекатомбу, а это уже целая сотня. И хотя ещё Цицерон заметил, что всякое пролитие крови было чуждо уставу пифагорейского ордена, легенда эта прочно срослась с теоремой Пифагора и через две тысячи лет продолжала вызывать горячие отклики.

Так, оптимист Михайло Ломоносов (1711 – 1765) писал: «Пифагор за изобретение одного геометрического правила Зевесу принёс на жертву сто волов. Но ежели бы за найденные в нынешние времена от остроумных математиков правила по суеверной его ревности поступать то едва бы в целом свете столько рогатого скота сыскалось». 
А вот ироничный Генрих Гейне (1797 – 1856) видел развитие той же ситуации несколько иначе: «Кто знает! Кто знает! Возможно, душа Пифагора переселилась в беднягу кандидата, который не смог доказать теорему Пифагора и провалился из – за этого а экзаменах, тогда как в его экзаменаторах обитают души тех быков, которых Пифагор, обрадованный открытием своей теоремы, принёс в жертву бессмертным богам».
И хотя сегодня теорема Пифагора обнаружена в различных частных задачах и чертежах: и в египетском треугольнике в папирусе времён фараона Аменемхета I (около 2000 до н. э.), и в вавилонских клинописных табличках эпохи царя Хаммурапи (XVIII в. до н. э.), и в древнейшем китайском трактате «Чжоу – би суань цзинь» («Математических трактат о гноме»), время создания которого точно не известно, но где утверждается, что в. XII в. до н. э. китайцы знали свойства египетского треугольника, а к VI в. до н. э. – и общей вид теоремы, и в древнеиндийском геометрическо – теологическом трактате вв. до н. э. «Сульва сутра» («Правила верёвки»), - несмотря на всё это, имя Пифагора, что сейчас просто невозможно представить, что это словосочетание распадётся. То же относится и к легенде о заклании быков Пифагором. Да и вряд ли нужно препарировать историко – математическим скальпелем красивые древние предании.
Сегодня приятно считать, что Пифагор дал первое доказательство носящей его имя теоремы. Увы, от этого доказательства также не сохранилось никаких следов. Поэтому нам ничего не остаётся, как рассмотреть некоторые классические доказательства теоремы Пифагора, известные из древних трактатов. Сделать это полезно ещё и потому, что в современных школьных учебниках даётся алгебраическое доказательство теоремы. При этом бесследно исчезает первозданная геометрическая аура теоремы, теряется та нить Ариадны, которая вела древних мудрецов к истине, а путь этот почти всегда оказывался всегда кратчайшим и всегда красивым.

  Теорема Пифагора – важнейшее утверждение геометрии. Теорема формулируется так: площадь квадрата, построенного  на гипотенузе прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов, построенных на его катетах.

Обычно открытие этого утверждения приписывают древнегреческому философу и математику Пифагору ( VI  в. до н.э.). Но изучение вавилонских клинописных таблиц и древних китайских рукописей (копий ещё более древних манускриптов) показало, что это утверждение было известно задолго до Пифагора, возможно, за тысячелетия до него. Заслуга же Пифагора состояла в том, что он открыл доказательства этой теоремы.
Вероятно, факт, изложенный в теореме Пифагора, был сначала установлен для равнобедренных прямоугольных треугольников. Достаточно взглянуть на мозаику из чёрных и светлых треугольников, изображённую на рис.1, чтобы убедиться в справедливости теоремы для треугольника АВС: квадрат, построенный на гипотенузе, содержит 4 треугольника, а на каждом катете построен квадрат, содержащий 2 треугольника. Для доказательства общего случая в Древней Индии располагали двумя способами: в квадрате со стороной a + b изображали четыре прямоугольных треугольника с катетами длин a и b (рис. 2,а и 2,b), после чего писали одно слово «Смотри!». И действительно, взглянув на эти рисунки, видим, что слева свободна от треугольников фигура, состоящая из двух квадратов со сторонами a и b, соответственно её площадь равна a2 + b2, а справа – квадрат со стороной с – его площадь равна с2. Значит, a2+b2=c2,что и составляет утверждение теоремы Пифагора, 
Рис.1
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    Рис. 2 а, б
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 Однако в течение двух тысячелетий применяли не это наглядное доказательство, а более сложное доказательство, придуманное Евклидом, которое помещено в его знаменитой книге «Начала». Евклид опускал высоту ВН из вершины прямого угла на гипотенузу и доказывал, что её положение делит построенный на гипотенузе квадрат на два прямоугольника, площади которых равны площадям соответствующих квадратов, построенных на катетах (рис. 3). Чертёж, применяемый при доказательстве этой теоремы, в шутку называют «пифагоровы штаны». В течение долгого времени он считался одним из символов математической науки.
Рис. 3

[image: image4.jpg]



4. ГИППОКРАТОВЫ ЛУНОЧКИ
Гиппократовы луночки – фигуры, ограниченные дугами двух окружностей, и при том такие, что по радиусам и длине общей хорды этих окружностей с помощью циркуля и линейки можно построить равновеликие им квадраты.

Из обобщения теоремы Пифагора на полукруги следует, что сумма площадей розовых луночек, изображенных на рисунке слева, равна площади голубого треугольника. Поэтому, если взять равнобедренный прямоугольный треугольник, то получатся две луночки, площадь каждой из которых будет равна половине площади треугольника. Пытаясь решить задачу о квадрате круга, древнегреческий математик Гиппократ нашёл ещё несколько луночек, площади которых выражены через площади прямолинейных фигур.

Полный перечень гиппократовых луночек был получен лишь в XIX – XX вв. благодаря использованию методов теории Галуа.

Рис1.
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В наши дни известно несколько десятков различных доказательств теоремы Пифагора. Одни из них основаны на разбиении квадратов, при котором квадрат, построенный на гипотенузе, состоит из частей, входящих в разбиения квадратов, построенных на катетах; другие – на дополнении до равных фигур; третьи – на том, что высота, опущенная из вершины прямого угла на гипотенузу, делит прямоугольный треугольник на два подобных ему треугольника.

 Теорема Пифагора лежит в основе множества геометрических вычислений. Ещё в Древнем Вавилоне с её помощью вычисляли длину высоты равнобедренного треугольника по длинам основания и боковой стороны, стрелку сегмента по диаметру окружности и длине хорды, устанавливали соотношения между элементами некоторых правильных многоугольниках. С помощью теоремы Пифагора доказывается её обобщение, позволяющие вычислить длину стороны, лежащей против острого или тупого угла:

C2=a2 + b2 – 2ab cos C.                                               (1)
Из этого обобщения следует, что наличие острого угла С в треугольнике АВС является не только достаточным, но и необходимым условием для выполнения равенства c2=a2+b2. Из формулы (1) следует соотношение d 21+ d22=2(a2 + b2) между длинами диагоналей и сторон параллелограмма, с помощью которого легко найти длину медианы треугольника по длинам его сторон.
На основании теоремы Пифагора выводится и формула, выражающая площадь любого треугольника через длины его сторон. Разумеется, теорему Пифагора применяли и для решения разнообразных практических задач.

Вместо квадратов на сторонах прямоугольного треугольника можно строить любые подобные между собой фигуры (равносторонние треугольники, полукруги и т.д.). При этом площадь фигуры, построенной на гипотенузе, равна сумме площадей фигур, построенных на катетах. Другое обобщение связано с переходом от плоскости к пространству. Оно формулируется так: квадрат длины диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов его измерений (длины, ширины и высоты). Аналогичная теорема верна и в многомерном и даже бесконечном случаях.
Теорема Пифагора существует только в евклидовой геометрии. Ни в геометрии Лобачевского, ни в других неевклидовых геометриях она не имеет места. Не имеет места аналог теоремы Пифагора на сфере. Два меридиана, образующие угол 90о, и экватор ограничивают на сфере равносторонней сферический треугольник, все три угла которого прямые. Для него a2 + b2 = 2c2, а не с2, как на плоскости.
С помощью теоремы Пифагора вычисляют расстояние между точками М  (x1, y1) и N(x2, y2) координатой плоскости по формуле                            

MN= 
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После того как была открыта   теорема Пифагора, возник вопрос, как отыскать все тройки натуральных чисел, которые могут быть сторонами треугольников. Они были открыты  ещё пифагорейцами, но  какие – то общие методы отыскания таких троек чисел были известны  еще вавилонянам. Одна из клинописных табличек  содержит 15 троек.  Среди них есть тройки, состоящие из настолько больших чисел, что не может быть и речи о нахождении их путём подбора.
Занимаясь числами, он открыл, что они могут быть чётными и нечётными, пришёл к выводу о существовании иррациональных чисел.

От Пифагора сохранилось лишь несколько философских трактов, которые представляют совой записи бесед, сделанные его учениками. Но нельзя утверждать, что он создал законченную философскую систему взглядов, как, например, это сделал Аристотель или Платон.
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