1. Понятие "фрактал"

          Понятия фрактал и фрактальная геометрия, появившиеся в конце 70-х, с середины 80-х прочно вошли в обиход математиков и программистов. Слово фрактал образовано от латинского fractus и в переводе означает состоящий из фрагментов. Оно было предложено Бенуа Мандельбротом в 1975 году для обозначения нерегулярных, но самоподобных структур, которыми он занимался. Рождение фрактальной геометрии принято связывать с выходом в 1977 году книги Мандельброта `The Fractal Geometry of Nature'. В его работах использованы научные результаты других ученых, работавших в период 1875-1925 годов в той же области (Пуанкаре, Фату, Жюлиа, Кантор, Хаусдорф). Но только в наше время удалось объединить их работы в единую систему.  Гораздо легче описать фракталы, чем определить их. Ключевое свойство, характеризующее фракталы – самоподобие. Поэтому фрактал можно определить как геометрическую фигуру, в которой один и тот же фрагмент повторяется при каждом уменьшении масштаба. 
     Фракталы, обладающие этим свойством и получающиеся в результате простой рекурсивной процедуры (комбинации линейных преобразований), называются конструктивными фракталами. Таким образом, конструктивный фрактал – это множество, получающиеся в результате линейных (аффинных) сжимающих отображений подобия. Результирующее сжимающее отображение  обладает устойчивой "точкой" – фракталом. 
     Но наряду с конструктивными фракталами обнаружены множества, которые очень похожи на фракталы, они, как правило, возникают в нелинейных динамических системах и в дискретных динамических системах. Построение этих множеств не так просто, как в случае конструктивных фракталов, и они могут обладать масштабной инвариантностью лишь приближенно. Подобные множества называются динамическими фракталами. 
     В связи с этим вводится другое определение фрактала. Фрактал – это объект, фрактальная размерность которого больше топологической. С этим связано и само слово фрактал: от английского "fractional" – дробный. 
     Чтобы пояснить неточные определения фракталов, укажем основные свойства фрактальных множеств F:
– F имеет тонкую структуру, то есть содержит произвольно малые масштабы;
– F слишком нерегулярное, чтобы быть описанным на традиционном геометрическом языке;
– F имеет некоторую форму самоподобия, допуская приближенную или статистическую;
– обычно фрактальная размерность множества F больше, чем его топологическая размерность;
– в большинстве случаем F определяется очень просто, например, рекурсивно. 

Роль фракталов в машинной графике сегодня достаточно велика. Они приходят на помощь, например, когда требуется, с помощью нескольких коэффициентов, задать линии и поверхности очень сложной формы. С точки зрения машинной графики, фрактальная геометрия незаменима при генерации искусственных облаков, гор, поверхности моря. Фактически найден способ легкого представления сложных неевклидовых объектов, образы которых весьма похожи на природные. 

Одним из основных свойств фракталов является самоподобие. В самом простом случае небольшая часть фрактала содержит информацию о всем фрактале. 

Определение фрактала, данное Мандельбротом, звучит так: "Фракталом называется структура, состоящая из частей, которые в каком-то смысле подобны целому". 

2. Классификация фракталов

        Для того чтобы представить все многообразие фракталов удобно прибегнуть к их общепринятой классификации. 

2.1 Геометрические фракталы

       Фракталы этого класса самые наглядные. В двухмерном случае их получают с помощью некоторой ломаной (или поверхности в трехмерном случае), называемой генератором. За один шаг алгоритма каждый из отрезков, составляющих ломаную, заменяется на ломаную-генератор, в соответствующем масштабе. В результате бесконечного повторения этой процедуры, получается геометрический фрактал. 


        Рассмотрим один из таких фрактальных объектов – 
триадную кривую Кох.
 Построение кривой начинается с отрезка единичной длины (рис.1) - это 0-е поколение кривой Кох. Далее каждое звено (в нулевом поколении один отрезок) заменяется на образующий элемент, обозначенный на рис.1 через n=1. В результате такой замены получается следующее поколение кривой Кох. В 1-ом поколении - это кривая из четырех прямолинейных звеньев, каждое длиной по 1/3. Для получения 3-го поколения проделываются те же действия - каждое звено заменяется на уменьшенный образующий элемент. Итак, для получения каждого последующего поколения, все звенья предыдущего поколения необходимо заменить уменьшенным образующим элементом. Кривая n-го поколения при любом конечном n называется предфракталом. 
 На рис.1 представлены пять поколений кривой. При n стремящемся к бесконечности кривая Кох становится фрактальным объектом. 
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Рис 2. Построение "дракона" Хартера-Хейтуэя. 

Для получения другого фрактального объекта нужно изменить правила построения. Пусть образующим элементом будут два равных отрезка, соединенных под прямым углом. В нулевом поколении заменим единичный отрезок на этот образующий элемент так, чтобы угол был сверху. Можно сказать, что при такой замене происходит смещение середины звена. При построении следующих поколений выполняется правило: самое первое слева звено заменяется на образующий элемент так, чтобы середина звена смещалась влево от направления движения, а при замене следующих звеньев, направления смещения середин отрезков должны чередоваться. На рис.2 представлены несколько первых поколений и 11-е поколение кривой, построенной по вышеописанному принципу. Предельная фрактальная кривая (при n стремящемся к бесконечности) называется драконом Хартера-Хейтуэя. 
           В машинной графике использование геометрических фракталов необходимо при получении изображений деревьев, кустов, береговой линии. Двухмерные геометрические фракталы используются для создания объемных текстур (рисунка на поверхности объекта). 

2.2 Алгебраические фракталы

        Это самая крупная группа фракталов. Получают их с помощью нелинейных процессов в n-мерных пространствах. Наиболее изучены двухмерные процессы. Интерпретируя нелинейный итерационный процесс, как дискретную динамическую систему, можно пользоваться терминологией теории этих систем: фазовый портрет, установившийся процесс, аттрактор и т.д. 

Известно, что нелинейные динамические системы обладают несколькими устойчивыми состояниями. То состояние, в котором оказалась динамическая система после некоторого числа итераций, зависит от ее начального состояния. Поэтому каждое устойчивое состояние (или как говорят - аттрактор) обладает некоторой областью начальных состояний, из которых система обязательно попадет в рассматриваемые конечные состояния. Таким образом, фазовое пространство системы разбивается на области притяжения аттракторов. Если фазовым является двухмерное пространство, то окрашивая области притяжения различными цветами, можно получить цветовой фазовый портрет этой системы (итерационного процесса). Меняя алгоритм выбора цвета, можно получить сложные фрактальные картины с причудливыми многоцветными узорами. Неожиданностью для математиков стала возможность с помощью примитивных алгоритмов порождать очень сложные нетривиальные структуры. 
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Рис 3. Множество Мандельброта. 

В качестве примера рассмотрим множество Мандельброта (см. pис.3 и рис.4). Алгоритм его построения достаточно прост и основан на простом итеративном выражении: 

Z[i+1] = Z[i] * Z[i] + C, 

где Zi и C - комплексные переменные. Итерации выполняются для каждой стартовой точки C прямоугольной или квадратной области - подмножестве комплексной плоскости. Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока Z[i] не выйдет за пределы окружности радиуса 2, центр которой лежит в точке (0,0), (это означает, что аттрактор динамической системы находится в бесконечности), или после достаточно большого числа итераций (например 200-500) Z[i] сойдется к какой-нибудь точке окружности. В зависимости от количества итераций, в течении которых Z[i] оставалась внутри окружности, можно установить цвет точки C (если Z[i] остается внутри окружности в течение достаточно большого количества итераций, итерационный процесс прекращается и эта точка растра окрашивается в черный цвет). 
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Рис 4. Участок границы множества Мандельброта, увеличенный в 200 pаз. 

Вышеописанный алгоритм дает приближение к так называемому множеству Мандельброта. Множеству Мандельброта принадлежат точки, которые в течение бесконечного числа итераций не уходят в бесконечность (точки, имеющие черный цвет). Точки, принадлежащие границе множества (именно там возникает сложные структуры) уходят в бесконечность за конечное число итераций, а точки лежащие за пределами множества, уходят в бесконечность через несколько итераций (белый фон). 

2.3 Стохастические фракталы

        Еще одним известным классом фракталов являются стохастические фракталы, которые получаются в том случае, если в итерационном процессе случайным образом менять какие-либо его параметры. При этом получаются объекты очень похожие на природные - несимметричные деревья, изрезанные береговые линии и т.д. Двумерные стохастические фракталы используются при моделировании рельефа местности и поверхности моря.       
Звездные фракталы
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          Звездный фрактал состоит из правильной пятиконечной звезды и гирляндой из пяти меньших образцов. Каждая из этих пяти более мелких звезд несет на своих четырех свободных концах еще более мелкие звезды. Этот процесс можно продолжать бесконечно, и в результате мы получим звездный фрактал изображенный на рисунке. Этот фрактал строится, как замкнутая ломаная линия последовательные отрезки всегда пересекаются под одним и тем же углом. Фрагмент с α = 4π/5 изображен на рисунке ниже. 
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Предположим, что отрезки пронумерованы от 0 до n = 1279. Если первый отрезок с индексом n = 0 имеет направление φ = 0, то направление произвольного отрезка с индексом n будет αn. При построении такого фрактала мы должны иметь правило, по которому определяется длина n-ого отрезка, если мы знаем длину (n-1)-го отрезка. Для случая, изображенного на рисунке, имеем 5 различных длин: 1, r, r2, r3, r4, где r – показатель уменьшения.
     Правило, на котором основано построение будет следующее:

	n = 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, ...
	длина r4

	n = 4, 8, 12, 20, 24, 28, 36, 40, 44, 52, ...
	длина r3

	n = 16, 32, 48, 80, 96, 112, ...
	длина r2

	n = 64, 128, 192, 320, 384, 448, ...
	длина r1

	n = 0, 256, 512, 768, 1024, ...
	длина r0


  Отсюда следует, что длина отрезка с индексом n зависит от числа множителей 4 в n. 
Приведем программу, реализующую данный алгоритм: 

Program Zvezda;

Uses Crt, Graph;

Const
  it = 1280;

  r = 0.35;

  l = 300;

  da = 4*pi/5;

  v = 4;

Var
   gd,gm : Integer;

   a     : Real;

   x, y  : Real;

   xn,yn : Real;

   i     : Integer;

Function Mn(nn: Integer): Real;

Begin
  If nn mod (v*v*v*v) = 0 then Mn:=1     Else
  If nn mod (v*v*v)   = 0 then Mn:=r     Else
  If nn mod (v*v)     = 0 then Mn:=r*r   Else
  If nn mod (v)       = 0 then Mn:=r*r*r Else
                               Mn:=r*r*r*r;

End;

begin
   gd := Detect;

   InitGraph(gd,gm,'c:\bp\bgi');

   a:=0;

   x:=200;

   y:=320;

   For i:=0 to it Do Begin
     xn:=x+sin(a)*l*Mn(i);

     yn:=y-cos(a)*l*Mn(i);

     Line(Round(x), Round(y), Round(xn), Round(yn));

     x:=xn;

     y:=yn;

     a:=a+da;

   End;

   ReadKey;

   closegraph;

end.

 Т.к.строим только приближение или как еще называют предфрактал, то вообще-то в последнем случае должны вычитать некую маленькую величину, зависящую от приближения – R(p) = rp/(1-r), во избежание некрасивых эффектов, проявляющихся в том, что последняя звездочка больше чем предпоследняя.
     Теперь обобщим это правило так, чтобы можно было построить другой звездный фрактал. Обозначим число шагов через p и возьмем произвольное число ν вместо 4. Тогда  получим следующее правило: 

	n не имеет множителя ν
	длина rp-1

	n имеет один множитель ν
	длина rp-2

	...
	...

	n имеет, по крайней мере, (p-1) множителей ν
	длина r0



     В общем случае индекс отрезка меняется от 0 до (ν + 1)νp-1. Их ровно ν + 1 отрезков самой большой длины 1; 
(ν + 1)(ν - 1) - длины r; (ν + 1)(ν2 - ν) - длины r2 и.т.д.
     Если положить p = 7, ν = 3, α = π/2, r = 0.47, то получим квадратичный звездный фрактал. Звездные фракталы, полученные с различными параметрами, приведены на рисунках ниже. 
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Семейство драконов
    Проделаем следующее: сложим полоску бумаги поперек вдвое. Повторим это пару раз. После развертывания получим полоску, состоящую из восьми кусков. Посмотрев на эту полоску в профиль, мы увидим ломаную линию. Этот эксперимент можно и продолжать и дальше, но не очень долго, вследствие конечной толщины бумаги. 

[image: image9.png]



      Предположим, что угол в каждом сгибе один и тот же. Обозначим этот угол через α. Заметим, что на каждой вкладке мы поворачиваем либо "влево", либо "вправо". Поэтому введем параметр d, который принимает значение 1, когда мы поворачиваем влево и -1, когда вправо. После этого мы получим следующие последовательности: 

	{n}
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	{d}
	1
	1
	-1
	1
	1
	-1
	-1
	1
	1
	1
	-1
	-1
	1
	-1
	-1
	1



Тогда 
d(16) = d(8) = d(4) = d(2) = d(1) = 1
d(12) = d(6) = d(3) = -1
d(10) = d(5) = 1
Следовательно, имеет следующие правила:
d(n) = 1, n = 1 + 4m, m = 0,1,2,3,...
d(n) = -1, n = 3 + 4m, m = 0,1,2,3,...
d(n) = d(n/2), n = 2m, m = 0,1,2,3,...
    
 Следуя этому правилу,  можно нарисовать ломанную линию, которая получается в результате сгибания полоски любое число раз. На рисунке ниже приведена прямая с α = 110°. 
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А если положить α = 90°, то получим дракон Хартера-Хейтуэя (Harter-Heightway dragon). Он представляет собой своеобразную гирлянду в форме двухсторонней правой спирали, состоящую из подобных друг другу спиралевидных звеньев, непрерывно уменьшающихся в размерах от центра к периферии. 
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       Эта линия показалась похожей ее первооткрывателю Дж.Хейтуэю на китайских драконов, поэтому она и получила такое название. Эта ломаная интересна тем, что не пересекает саму себя и, кроме того, она регулярно заполняет часть плоскости (т.к. фрактальная размерность дракона равна 2).
     Можно также немного закруглять углы: 
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     Приведем программу для построения кривой Дракона приведенным выше алгоритмом. 
Program Dragon;

Uses Graph, Crt;

Const
   c = 1024*16;

   d = 3;

   da =pi/2;

Var
   i   : Integer;

   gd, gm   : Integer;

   a,x,y : Real;

procedure lineto1(x,y,l,u:real);

begin
  line(Round(x),round(y),round(x+l*cos(u)),

       Round(y-l*sin(u)));

end;

function opra(n:integer):integer;

Label
  nach;

Var
  j:integer;

Begin
 j:=n;

 nach:

 if (j-1) mod 4 = 0 then opra:=-1

 else if (j-3) mod 4 = 0 then opra:=1

 else Begin
   j:=j div 2;

   goto nach;

 End;

End;

Begin
   gd:=Detect;

   InitGraph(gd,gm,'e:\bp\bgi');

   x:=150;

   y:=150;

   a:=pi/2;

   For i:=1 to c+1 do Begin
     lineto1(x,y,d,a);

     x:=x+d*cos(a);

     y:=y-d*sin(a);

     a:=a-da*opra(i);

   End;

   Readkey;

   CloseGraph;

end.

     Рассмотрим еще один способ генерации последовательности {d}. Но при этом (для удобства)  будем использовать не 1 и -1, а 1 и 0. Пусть 1 отвечает за поворот влево, а 0 – за поворот вправо. Кривую первого порядка обозначим 1. Для кривых более высокого порядка добавляем единицу в конце, затем предшествующую ей строку цифр копируем в конец, а среднюю цифру меняем. Например, для кривой второго порядка (1)1 → (1)1(0) → 110, для кривой третьего порядка: (110)1 → (110)1(100) → 1101100. Продолжая далее, получим: 110110011100100... Сравните полученную последовательность с приведенной выше.
     Для того чтобы понять, как строится Дракон с помощью L-систем, рассмотрим более подробно сам метод построения. Сначала берется отрезок единичной длины. Затем он заменяется на два отрезка, образующих боковые стороны равнобедренного прямоугольного треугольника, для которых исходный отрезок является гипотенузой. В результате отрезок как бы прогибается под прямым углом. Направление прогиба чередуется. Первый отрезок прогибается вправо (по ходу движения слева направо), второй – влево, третий – опять вправо и т.д. Таким образом, после каждого шага число имеющихся отрезков удваивается, а длина каждого соответственно уменьшается в √2 раз. Поэтому получаем следующий набор порождающих правил: 

axiom = FX

newf = F

newx = X+YF+

newy = -FX-Y

     Для построения дракона Хартера-Хейтуэя с помощью IFS, используются следущие преобразования:

Dragon_2 {

 0.5 -0.5 0.5  0.5 0    0   0.5

-0.5 -0.5 0.5 -0.5 1.5 -0.5 0.5

}
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     Если два одинаковых дракона Хартера-Хейтуэя состыковать так, чтобы один был повернут относительно другого на 180,° и между ними не было пробелов, то получится фигура, называемая двойным драконом (twindragon). Одним из интересных свойств двойного дракона является то, что его можно покрыть четырьмя уменьшиными копиями его самого.
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СИФ выглядит следующим образом: 

Dragon_3 {

 0.5 -0.5  0.5  0.5 0   0   0.5

-0.5  0.5 -0.5 -0.5 1.5 0.5 0.5

}
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	Снежинка Коха после одной итерации 

	Снежинка Коха после двух итераций
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	Снежинка Коха после трех итераций 

	Снежинка Коха после четырех итераций 
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	Снежинка Коха после пяти итераций 

	Множество Кантора 
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	Множество Кантора 

	Папоротник после 50000 итераций 
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	Множество Мандельброта 

	Ковер Серпинского 
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	Деревья, полученные как фрактальные объекты 

	Триадная кривая Коха после первой и второй итераций 
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	Триадная кривая Коха 

	Множество Мандельброта. 
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	Множество Мандельброта. Дракон 

	Классическое множество Мандельброта 
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	Обои Б.Мартина. (В отличие от методов Мандельброта, Мартин применил итерирующий алгоритм к обычным действительным числам) 

	Обои Дж.Коннета для формулы x*x+y*y. В отличие от Мандельброта Коннет применяет сканирование плоскости. 
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	Обои Дж.Коннета для формулы x*x-y*y. 

	Обои Дж.Коннета для формулы x*y. 
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	Обои Дж.Коннета для формулы exp(x*y/20000). 


При написании реферата использовалась следующая литература и ресурсы Интернета:

1.Морозов А.Д. Введение в теорию фракталов;
2.http://mathworld.wolfram.com/StarFractal.html.
3.Божокин С.В. Паршин Д.А. Фракталы и мультифракталы;
4.Кроновер Р.М. Фракталы и хаос в динамических системах;
5. http://mathworld.wolfram.com/DragonCurve.html.
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