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Введение.

Просматривая различные пособия и сборники задач для поступающих в ВУЗ, я обратил внимание на то, что практически везде в них присутствуют примеры с параметрами. Однако в школьном курсе математики этим задачам отводится незначительное место.
А ведь при решении уравнений и неравенств с параметрами развивается вариативное мышление, т.к. приходится разбирать все возможные способы решения для того, чтобы найти такие значения  параметров, при которых общее решение уравнения или неравенства обладает некоторыми свойствами. Эта тема меня заинтересовала еще тем, что умение решать такие задачи необходимо мне для успешной сдачи экзамена по математике при поступлении в ВУЗ.
Цель моего проекта – научится решать уравнения и неравенства с параметрами, использую различные способы решения и подходы к примерам. Поскольку данная тема очень обширна, и охватить ее в одной работе нереально, я решил разобрать три типа задач:

- простые линейные уравнения с параметрами,

- системы линейных уравнений,

- квадратные уравнения с параметрами.

Знакомство с параметром.

ПАРАМЕТР ( от греческого 
[image: image1.wmf]parametrvi

-отмеривающий) – величина, значения которой служат для различения элементов некоторого множества между собой. Например, в декартовых прямоугольных координатах уравнением 
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 определяется множество всех окружностей радиуса 1 на плоскости x0y; полагая, например, что a=3, b=4, выделяют из этого множества вполне определенную окружность с центром (3,4), следовательно, a и b суть параметра окружности в рассматриваемом множестве.

Решить уравнение или неравенство с параметром – значит для всех допустимых значений параметра найти множество всех решений этого уравнения или неравенства. Причем, существенным этапом решения задач с параметрами является запись ответа. Особенно это относится к тем задачам, в которых возможны разные варианты ответов в зависимости от значений параметра (иногда говорят, что решение «ветвится» в зависимости от параметра). 
В курсе школьной математики с параметрами мы встречаемся при введении некоторых понятий:

- функция прямая пропорциональность: 
[image: image3.wmf]kx
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 (x, y – переменные; k – параметр, 
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); 
- линейная функция: y=kx+b (x, y – переменные; k, b – параметры);

- линейное уравнение: ax+b=0 (x – переменная; a, b – параметры);

- уравнение первой степени: ax+b=0 ( x – переменная; a, b –переменные;  
[image: image5.wmf]0

¹

a

);

- квадратное уравнение: 
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[image: image7.wmf]0

¹

a

).
К задачам с параметрами можно отнести и поиск решений линейных и квадратных уравнений в общем виде, исследование количества их корней в зависимости от значений параметров.

Параметр, будучи фиксированным, но неизвестным числом,
имеет как бы двойственную природу. Во-первых, предполагаемая известность позволяет «общаться» с параметром как с числом, а во-вторых, степень свободы общения ограничиваемся его неизвестностью. Так, деление на выражение, содержащее параметр, извлечение корня четной степени из подобных выражений требуют предварительных исследований. Как правило, результаты этих исследований влияют и на решение и на ответ.
Основное, что нужно усвоить при знакомстве с параметром – это необходимость осторожного, даже деликатного обращения с фиксированным, но неизвестным числом.

Алгоритм решения линейных уравнений с параметром.

Рассмотрим алгоритм на данном примере
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1) Перенесем все слагаемые с неизвестной переменной x в левую часть, остальные в правую.
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2)  В левой части вынесем x за скобки.
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Получаем уравнение вида: 
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Отсюда, найдем сколько решений имеет данное уравнение:

	Условия для поиска значений параметра
	Характеристика множества значений корней

	K(a) – не имеет корней
	Корней нет
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	Корней нет
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	Один корень 
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	x – любое число


На что следует обратить внимание:

1) Рассмотрите случай, когда коэффициент K(a)  в уравнении вида K(a)x=b(a) равен нулю.

2) Укажите все случаи, когда коэффициент K(a)  в уравнении K(a)x=b(a)  не равен нулю

3) Проверяйте правильность переноса слагаемых из одной части уравнения в другую

4) Проверяйте правильность применения распределительного закона.

5) Проверяйте, является ли данное число единственным корнем уравнения при каждом найденном значении параметра a.

Рассмотрим несколько примеров на эту тему: 

Пример 1: При каждом значении параметра a решить уравнение
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Переписав уравнение в виде (a+3)x=2(a+3), рассмотрим два случая:
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Если 
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является корнем уравнения (1)

Если же 
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, то уравнение (1) имеет единственный корень 
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Ответ: 
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Пример 2: Найти все значения параметра а, при каждом из которых число 7 является единственным корнем уравнения 
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Данное уравнение, возможно, решить двумя способами.

1способ: Если для некоторого значения параметра a число 7 является корнем уравнения (2), то для этого значения a справедливо равенство
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или равенство
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которое справедливо при 
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ВНИМАНИЕ! Мы еще не получили ответа, так как нашли два значения а, предполагая, что число 7 является корнем уравнения. Требуется, чтобы этот корень был единственным корнем уравнения (2) при 
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Если 
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, то уравнение перепишем в виде
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При 
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 число 7 является единственным корнем уравнения.

Если же 
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, то уравнение (2) перепишем в виде 
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При 
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 любое действительное число x  является корнем уравнения (2).
2способ: Перепишем уравнение (2) в виде
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При корнем уравнения (3) является любое число, т.е. число 7 не является единственным корнем уравнения. Поэтому 
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 , но тогда это уравнение имеет единственный корень 
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. Условие задачи будет выполнено, если этот единственный корень есть число 7:
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то есть при 
[image: image45.wmf]0

=

a


Ответ: 
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Решение системы линейных уравнений с параметром.

Пусть дана система линейных уравнений:
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1) Для начала определим сколько решений имеет система:

  а) Если 
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, то система имеет единственное решение

      (Если x и y второго уравнения не равны нулю).
  б) Если 
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      множество решений

      (Если 
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  в) Если 
[image: image55.wmf]2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a

¹

=

, то система не имеет решений

      (Если 
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В данный системе хотя бы один из коэффициентов 
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    2) Выразим х из второго уравнения (т.к. 
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    3) Подставим полученное выражение в первое

    4) Полученное уравнение преобразуем к виду
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А далее следуем алгоритму решения линейных уравнений с параметром.


Для закрепления рассмотрим следующие примеры:

Пример 1: Определите все значения параметра а, при которых система уравнений
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имеет единственное решение?

Если 
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, то система имеет единственное решение при выполнении условия 
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Так как 
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 имеет два корня 
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 выполняется условие (2), то есть система (1) имеет единственное решение.

Ответ: при 
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Пример 2: Определите все значения параметра а, при которых система уравнений
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имеет бесконечно много решений?

Прежде всего заметим, что 
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, то есть все коэффициенты второго уравнения (3) отличны от нуля.

Тогда система (3) имеет бесконечно много решений при условии 
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Так как уравнение 
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справедливо равенство 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]2
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, то система (3) имеет бесконечно много решений только при 
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Ответ: при 
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Пример 3: При каком значении параметра а, система уравнений 
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не имеет решений?

Система (4) не имеет решений при выполнении условий 
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Уравнение 
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Ответ: при 
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Квадратные уравнения с параметром.
Функция вида 
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- квадратный трехчлен), где 
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, в школьном курсе математики придается большое значение. Для нее строго доказываются все свойства, нужные в теории и для решения задач.

Безукоризненное знание необходимых свойств квадратного трехчлена требуется от каждого абитуриента, так как квадратный трехчлен с параметром часто включается в варианты письменных работ и в тесты для собеседования на вступительных экзаменах в ВУЗы. Как правило, большая часть абитуриентов с этими задачами не справляется. Значит, им надо уделять больше внимания на факультативных занятиях в школе, на страницах печати.
При решении таких задач приходится работать с тремя типами моделей:

1) вербальная модель – словесное описание задачи;

2) геометрическая модель – график квадратичной функции;

3) аналитическая модель – система неравенств, при помощи которой описывается геометрическая модель.

Важно уметь устанавливать связь между этими моделями. Например, если старший коэффициент квадратного трехчлена меньше нуля, то ветви параболы направлены вниз, или, если 
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 (парабола) находится ниже находится ниже оси абсцисс, следовательно, a<0 и D<0. Последнюю геометрическую модель можно описать еще тремя способами: неравенство 
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 не имеет решений; трехчлен не имеет действительных корней и его старший коэффициент отрицателен.
Многие задачи решают по следующему алгоритмическому предписанию:

1) уравнение записывают в виде 
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3) для каждого случая строят параболу ( геометрическую модель);

4) геометрическую модель описывают системой неравенств(аналитическая модель);

5) решают систему неравенств.

С помощью нахождения дискриминанта можно определить количество решений.

1) если D<0, то уравнение не имеет корней;

2) если D=0, то уравнение имеет один единственный корень;

3) если D>0, то уравнение имеет два решения.

Также рассмотрим возможные случаи при решении квадратных уравнений с параметром:
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2) корни лежат по разные стороны от числа А тогда и только тогда, когда

        
[image: image118.wmf]î

í

ì

<

>

0

)

(

0

A

f

a

 или 
[image: image119.wmf]î

í

ì

>

<

0

)

(

0

A

f

a


[image: image120.png]



3) оба коня больше А:
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4) оба корня лежат между числами А и В тогда и только тогда, когда
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5) корни лежат по разные стороны от отрезка [AB] тогда и только тогда, когда
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В некоторых случаях при решении используется теорема Виета:

1. Квадратный трехчлен 
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2. Корни квадратного трехчлена 
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3. Дискриминант квадратного трехчлена 
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В случае четности второго коэффициента 
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4. Теорема 
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6) Уравнение имеет два отрицательных корня при 

     условии:
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7) Уравнение имеет два положительных корня при   

     условии:
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Для закрепления прорешаем несколько примеров:
1.При каких значениях а уравнения 
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Решение: введем следующие обозначения:
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Рассмотрим все возможные геометрические и соответствующие им аналитические модели, удовлетворяющие задаче. Получим шесть случаев.
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 (рис.2)
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 (рис.4)
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Если первый случай объединить со вторым, то получим систему неравенств:
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Третий случай с четвертым, получим систему неравенств:
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Решим систему (1):
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Аналогично решив систему (2), получим
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Если 
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Рассмотрим пятый случай:
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Результат решения системы для шестого случая:
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Ответ: 
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2. Найти все значения параметра а, при которых все корни уравнения 
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Решение: введем следующие обозначения:
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Если 
[image: image173.wmf]2

=

a

, то 
[image: image174.wmf].

2

1

3

2

3

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

=

x

 Чтобы сформулировать нужные условия, представим себе график трехчлена 
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Объединяя эти условия, получим
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Ответ: 
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3. Найдите значения параметра а, при которых корни уравнения
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 положительны.

Решение: При 
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 уравнение квадратное.

Условие существования корней 
[image: image191.wmf]0

4

³

D

, то есть 


[image: image192.wmf].

4

3

0

3

4

0

)

3

)(

1

(

2

-

£

Û

³

-

-

Û

³

+

+

-

a

a

a

a

a


Условие положительности корней определяется условием существования корней и теоремой Виета.
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Учитывая, что при 
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 имеет положительный корень, получаем окончательный ответ.

Ответ: при 
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Заключение

Занимаясь исследованием данной темы, я не только усвоил, что параметр – это величина, значения которой служат для различения элементов некоторого множества между собой, но и то, что он требует к себе осторожного и вдумчивого отношения. Ведь, являясь фиксированным, но неизвестным числом, параметр ограничивает степень общения с ним, что требует предварительных исследований.

Цель моего проекта – научиться решать уравнения с параметрами. Я считаю, что с поставленной задачей справился, так как могу теперь решать простые линейные уравнения с параметрами, системы линейных уравнений и квадратные уравнения с параметрами.

Надеюсь, что приобретенные знания пригодятся мне для успешной сдачи вступительных экзаменов в ВУЗ.
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Примеры для самостоятельной работы. 

1. При каждом значении параметра а решите уравнение 
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2. При каждом значении параметра а решите уравнение 
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3. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых число 5 не является единственным корнем уравнения
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Ответ: 
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4. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравнения
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     имеют общий корень.

Ответ: 
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;

0

=

=

а

а

.

5. При каждом значении параметра а решите уравнение


[image: image210.wmf].

4

5

3

2

х

а

ах

-

=

-


     Ответ: нет корней при 
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6. При каждом значении параметра а решите уравнение
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     Ответ: нет корней при 
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7. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых число -3 является единственным корнем уравнения
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     Ответ: 
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8. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых уравнения 
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     имеют общий корень.

Ответ: 
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9. Укажите все значения параметра а, при которых система уравнений
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     имеет единственное решение.

Ответ: 
[image: image223.wmf]5
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10. Укажите все значения параметра а, при которых система уравнений
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     имеет бесконечное множество решений.

Ответ: 
[image: image225.wmf]2
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11. Укажите все значения параметра а, при которых система уравнений 
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     не имеет решений.

Ответ: 
[image: image227.wmf]3
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12. При всех значениях параметра а решите систему уравнений
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Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]÷
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13. Укажите все значения параметра а, при которых система уравнений
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     имеет единственное решение.

Ответ: 
[image: image235.wmf]4
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14. Укажите все значения параметра а, при которых система уравнений
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     имеет бесконечное множество решений.

Ответ: 
[image: image237.wmf]2
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15. Укажите все значения параметра а, при котором система уравнений
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     не имеет решений.

Ответ: 
[image: image239.wmf]3
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16. При всех значениях параметра а решите систему уравнений
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Ответ: 
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17.Найдите значения параметра а, при которых корни уравнения
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     отрицательны.

Ответ: при 
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18. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
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     имеет два различных положительных корня.

Ответ: при 
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19. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
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     имеет не более одного решения.

Ответ: при 
[image: image250.wmf]÷
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20. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
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          имеет два различных решения.

     Ответ: при 
[image: image252.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

È

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

Î

16

17

9

;

3

1

3

1

;

16

17

9

а

.

21. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
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     имеет не менее одного корня.

Ответ: при 
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