Комбинаторные задачи

В знаменитой басне Крылова «Квартет» «проказница Мартышка, Осёл, Козёл да косолапый Мишка» устроили любопытный эксперимент, они исследовали влияние взаимного расположения музыкантов на качество исполнения. И если бы не вмешался Соловей, участники квартета, наверное, перепробовали бы все возможные варианты. 

Зададимся вопросом: сколько существует способов, чтобы рассадить, например в один ряд, четырех музыкантов? 
Другой случай. Воспетый Маяковским «молоткастый» советский паспорт имел серию и номер, состоящие в общей сложности из трёх частей: 

1) Некоторое число, записанное римскими цифрами; 

2) Две русские буквы; 

3) Шесть арабских цифр.

Например, IX-РГ № 062993. Разумеется, все паспорта должны иметь разные номера. Сколько может быть различных паспортов? 
Третья ситуация. Нас приглашают сыграть в Лото-Миллион. Суть игры в том, что нужно из 49 номеров угадать 6, которые выпадут во время тиража. Для участия в игре следует приобрести специальную карточку и вычеркнуть в ней 6 любых квадратов, пронумерованных числами от 1 до 49. Чтобы выйграть наверняка, можно было бы запастись таким количеством карточек, какое необходимо для вычеркивания 6 номеров всеми возможными способами. Сколько этих способов? 
Общее у всех трёх задач то, что их решением занимается отдельная область математики, называемая комбинаторикой. «Особая примета» комбинаторных задач – вопрос, который всегда можно сформулировать так, чтобы он начинался словами: «Сколькими способами».
В повседневной жизни нередко перед нами возникают про​блемы, которые имеют не одно, а несколько различных вариан​тов решения. Чтобы сделать правильный выбор, очень важно не упустить ни один из них. Для этого надо осуществить перебор всех возможных вариантов или хотя бы подсчитать их число. Такого рода задачи называют комбинаторными.

Задача 1. Сколько двузначных чисел можно составить, используя цифры 1, 4 и 7 ?

Решение. Для того чтобы не пропустить и не повто​рить ни одно из чисел, будем выписывать их в порядке возрастания. Сначала запишем числа, начинающиеся с цифры 1, затем с цифры 2 и, наконец, с цифры 7:

11,14,17,41,44,47,71,74,77.
Таким образом, из трех данных цифр можно составить всего 9 различных двузначных чисел.

Задача 2.В алфавите племени УАУА имеются всего две буквы — "а" и "у". Сколько различных слов по три буквы в каждом можно составить, используя алфавит этого племени?

Решение. Слова удобно выписывать в алфавитном по​рядке. Сначала запишем слова, начинающиеся с буквы "а", потом слова, начинающиеся с буквы "у":

ааа, аау, ауа, ауу, уаа, уау, ууа, ууу.

Получилось 8 слов, и каждое из них состоит из 3 букв.

Дерево возможных вариантов

Мы для каждой из них искали свой способ перебора всех возможных вариантов решения. Однако существует единый подход к реше​нию самых разных комбинаторных задач с помощью составле​ния специальных схем. Внешне такая схема напоминает де​рево, отсюда название — дерево возможных вариантов. При правильном построении дерева ни один из возможных вариан​тов решения не будет потерян.

Вернемся к задаче о составлении двузначных чисел из цифр 1, 4 и 7. Для ее решения построена специальная схема (рис.2.15). 
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Рис. 2.15.
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Рис. 2.16.

Эта схема действительно похожа на дерево, правда, "вверх ногами" и без ствола. Знак * изображает корень дерева, ветви дерева — различные варианты решения. Чтобы получить дву​значное число, надо сначала выбрать первую его цифру, а для этого есть три варианта: 1, 4 или 7. Поэтому из точки * проведены три отрезка и на концах поставлены цифры 1, 4 и 7. Затем надо выбрать вторую цифру, а для этого также есть три варианта: 1, 4 или 7. Поэтому от каждой первой цифры прове​дено по три отрезка, на концах которых снова записано 1, 4 или 7. Итак, получено всего 9 различных двузначных чисел. Других двузначных чисел из этих трех цифр составить невозможно.

Посмотрим, как построение дерева помогает решить самые разные комбинаторные задачи.

Задача 1. Школьники из Волгограда собрались на кани​кулы поехать в Москву, посетив по дороге Нижний Новгород. В справочном бюро они получили следующие сведения: из Волгограда в Нижний Новгород можно отправиться на тепло​ходе или поезде, а из Нижнего Новгорода в Москву — на самолете, теплоходе, поезде или автобусе.                  
Сколькими различными способами могут ребята осущест​вить свое путешествие?

Решение. Изобразим все возможные способы совер​шить путешествие при помощи дерева (рис. 2.16). При построе​нии дерева использованы следующие обозначения: Т — тепло​ход, П — поезд, С — самолет, А — автобус.

Таким образом, имеется 8 возможных способов добраться из Волгограда в Нижний Новгород и затем в Москву. Из них ребята могут выбрать подходящий по времени и по стоимости.

Задача 2. В палатке имеется три сорта мороженого: рожок, брикет и эскимо. Наташа и Данила решили купить по одной порции. Сколько существует вариантов такой по​купки?

Решение. Для ответа на вопрос используем дерево возможных вариантов (рис. 2.17). Наташа может выбрать любой из трех сортов: брикет, рожок или эскимо. Поэтому из вершины дерева проведены три отрезка, на концах которых поставлены буквы Б, Р и Э. Данила также может выбрать любой из трех сортов. Поэтому от каждой из букв Б, Р и Э проведено еще по три отрезка, на концах которых снова поставлены буквы Б, Р и Э.                               
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Рис. 2.17.

Таким образом, имеется 9 вариантов покупки мороже​ного.

С помощью того же дерева можно узнать число вариантов покупки мороженого и в других случаях.

Например, Данила хочет купить две порции мороженого себе. Тогда варианты 2 и 4 для него одинаковы, так как в обоих случаях он взял бы брикет и рожок. Одинаковыми для него являются также варианты 3 и 7 (брикет и эскимо) и варианты 6 и 8 (рожок и эскимо). Таким образом, у Данилы остается для выбора всего 6 вариантов.

Если Данила, решив купить себе две порции мороженого, не хочет, чтобы они были одного сорта, то его не устроят еще и варианты 1, 5 и 9. В этом случае ему остается выбирать только из трех возможных вариантов: брикет и рожок, брикет и эскимо, рожок и эскимо.

Задача 3. Данила, Андрей и Наташа собрались потрени​роваться в бросании мяча в баскетбольную корзину. У них только один мяч, и им надо договориться, кто за кем будет бросать мяч в корзину. Сколькими способами они могут занять очередь друг за другом?
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Рис. 2.18.

Решение. Первым может быть любой из ребят. Пусть первой будет Наташа. Тогда вторым может быть Данила или Андрей. Если вторым будет Данила, то третьим —.Андрей. Если вторым будет Андрей, то третьим — Данила. На при​веденной схеме (рис. 2.18) это первые два способа занять оче​редь.                                              
Таким образом, у ребят всего 6 различных вариантов оче​реди.

Перед выпуском группа учащихся из 30 человек, обменялись фотокарточками. Сколько всего было роздано фотокарточек. Каждый человек из группы должен раздать по 29 карточек. 

Получается: 29 · 30 = 870 (кар.) – Столько карточек было роздано.
Ответ: 870 карточек.

Сколько четырёхзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4. без повторений. 

На каждую первую цифру будет 6 чисел. Например: 1 2 3 4, 1 4 2 3, 

1 3 2 4, 1 3 4 2, 1 2 4 3 то есть нужно взять 6 чисел по 4. 

Получается: 6 · 4 = 24 (ч.) – Столько получается чисел.
Ответ: 24 числа.
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