Краткая аннотация

    В данной работе рассматриваются задачи, которые появились при решении разнообразных задач различной степени сложности с применением различных методов и способов решения задач. Многосюжетность рассматриваемых геометрических задач позволяет находить неожиданные решения, которые по своей оригинальности представляют не меньший интерес, чем известные ранее решения. В работе рассмотрены  новые задачи, которые ранее не встречались. Полученные результаты  представляют практический интерес и позволяет увидеть связь между различными разделами математики  и другими науками. Поиск новых задач и новых оригинальных решений будет продолжен и расширен. 

Введение

     Большой интерес вызывают в геометрии задачи, в которых появляется идея новых способов решения задач. Некоторые являются отправными для появления новых задач.

     При решении задач, рассмотренных в работе, использовались различные методы решения задач, порой сочетаются геометрический и алгебраический методы. Актуальность рассмотренных в работе задач очевидна, так как они несут практическую направленность, дополняя и обогащая предмет геометрии как в учебном плане так и в творческом плане. Геометрия предстает как захватывающая и увлекательная наука, в которой много места для фантазии и воображения, которая помогает увидеть прекрасные картинки новых задач.

    Сюжеты рассмотренных в работе задач появились во время занятий на уроках и на кружке. Условие задач №1и задачи №6 были взяты из материалов олимпиадных задач. При анализе полученного решения появилась идея нового подхода к решению задачи.

    В учебном пособии В.В.Прасолова (1) точки А1, В1 и С1 берутся на продолжениях сторон, и сам треугольник АВС располагается внутри треугольника А1В1С1  (задача 4.4). В пособии Г.И.Зубелевича (2) рассматривается похожая по сюжету задача. В ней треугольник АВС равносторонний, и точки М, К и L берутся на сторонах треугольника (задача №794).

    При решении задачи №1 вторым способом мы пользовались дополнительными построениями, которые помогают решить задачу совершенно неожиданным образом. Сама задача, на наш взгляд, выигрывает от предложенного способа своей оригинальностью решения.

    В пособии А.И.Фетисова (3) приводится похожая задача по конечному результату, но в условии сплелись также элементы физики и алгебры. В ней говорится о движущейся точке М с определенными условиями движения.

    Задача на разбиение фигур, на проведение дополнительных построений, в которых используется подобие фигур и метод площадей, а также задачи на заданную конфигурацию привлекают своей сюжетностью, создают почву для новых задач. В пособии (3) также интересна задача на разбивку четырехугольника.

     В пособиях (1) и (2) приводятся несколько задач с разбиением различного типа четырехугольника ( 4.5 и 4.22 в пособии (1), №№ 793, 798, 843 в пособии (2)). Прекрасно дополняют указанные пособия и пособие Э.Г.Готмана (4), в которой подробно разбираются методы решения геометрических задач. Задачи №364 и №369 из этого пособия составляют хорошее дополнение к указанным задачам.

    Решение сюжетных задач неожиданным образом сплетается в новый сюжет. Решены задачи с треугольником, с четырехугольником, появился новый сюжет с идеей обобщения. На очереди задачи с правильными многоугольниками. Свойства правильных многоугольников, умение выделять и находить необходимые элементы, подробно отражены в книгах В.В.Прасолова (1) и в учебнике по геометрии И.Ф.Шарыгина (5). Широкий охват идей, методов и приемом решения задач делают многоугольник привычным и простым в обращении.

    В предисловии к учебнику И.Ф.Шарыгин пишет, что геометрия – это предмет для тех, кому нравится фантазировать, рисовать и рассматривать картинки, кто умеет наблюдать, замечать и делать выводы. Геометрия – необычайно важный и интересный предмет, и любой человек может найти в ней уголок по душе. В той авторской концепции, в которой построен учебник, видится подтверждение этих слов. В учебнике (5) и в  не менее интересном по содержанию задачнике Р.К.Гордина (6) приводится достаточное количество задач, связанных с элементами пяти – десяти и двенадцатиугольников. Это задача №21 (§7.2), задачи №№2,3,9,10,11 (§10.1) учебник (5) и задачи под номерами 1.105, 1.109, 2.473, 2.495, 2.512, 3.176 из задачника (6).

    Далее Шарыгин добавляет: «Один мудрец сказал: «Высшее проявление духа – это разум. Высшее проявление ума – это геометрия. Клетка геометрии – это треугольник. Он так же неисчерпаем, как и Вселенная. Окружность – душа геометрии. Познайте окружность, и не только познаете душу геометрии, но и возвысите душу свою»».

    Как сделать связь геометрии, с другими разделами математики и с другими науками, более ощутимой? Треугольник и окружность, сочетание фигур, различные формы и конфигурации – все это позволяет находить новые и новые образцы задач. Вложенные друг в друга фигуры, вписанные и описанные многоугольники, нахождение отдельных элементов или отношения площадей сталкивают с большим объемом вычислений, держат в напряжении воображение и в конечном итоге приносят огромное удовлетворение от проделанной работы и полученных результатов. Задачи 2.472 и 3.147 из задачника (6), задача 854 из пособия (2), задача 8 из §10.1 учебника (5), задачи №№162, 186, 205, 285, 311 из пособия И.Ф.Шарыгина (7) позволили получить новые задачи, решения которых рассмотрены в работе. Полученные результаты в виде последовательностей чисел наглядно демонстрирует связь между геометрией и алгеброй.

Постановка задач и их назначение

   Нами геометрия рассматривается как аппарат, с помощью которого изучается окружающий мир. Предложенные нами задачи в той формулировке, в которой они звучат, и найденные решения отличаются от тех, которые присутствуют в перечне указанной литературы. На наш взгляд, в таком виде в каком задачи приводятся в работе, они расширяют представление об окружающем нас мире и делают его многогранным и красочным. Поэтому мы и приводим условия задач в таком виде, в котором они записаны.

   Задача №1 

Внутри треугольника АВС взяты точки  А1, В1, С1 так, что В1 – середина АА1, С1 – середина ВВ1, А1 – середина СС1. Найти площадь треугольника А1В1С1, если площадь треугольника АВС равна 5.  

    Задача №2. (продолжение задачи №1) 

Внутри четырехугольника АВСD взяты точки А1, В1, С1, D1 так, что А1-середина СС1, С1-середина DD1, D1-середина АА1. найти отношение площади четырехугольника А1В1С1D1 к площади четырехугольника ABCD.

    Задача №3 (продолжение задачи №1)

Внутри правильного n-угольника А1А2А3…Аn, где n = 5, 6, 8 и 12взяты точки В1, В2, … , Вn, так, что В1-середина А2В2; В2 – середина А3В3 ; … ; Вn – середина А1В1. найти отношение площади многоугольника  взяты точки В1, В2, … , Вn, к площади многоугольника  А1А2А3…Аn, где n = 5, 6, 8 и 12.

    Задача №4.

Имеем n кругов радиуса R. (при плотном их укладывании ими можно заполнить всю плоскость). Будем укладывать круги круговыми слоями, так, чтобы в каждом слое между кругами не было зазоров. Известно, что вокруг одного круга можно уложить плотно шесть кругов так, чтобы они касались друг друга. Можно ли укладывать так же плотно, без зазоров, вторым, третьим и так далее слоями круги, чтобы они касались друг друга?

    Задача №5 (продолжение задачи №4).

При укладывании кругов радиуса R, круговыми слоями, на плоскости, определить слой на котором добавляется новый круг, помимо кругов кратных шести. Определить, если возможно, закономерность появления в очередных слоях дополнительных кругов. 

    Задача №6.

На стороне АВ равнобедренного треугольника АВС, со стороной основания АС равной α и углом при вершине равны 20° отложили точку М так, что ВМ равна α. Найти величину угла АМС?
    В таком виде, в котором приведены условия задач, они служат нескольким целям. В первую очередь, продемонстрировать научность предмета геометрии, показать связь с другими науками. Для того чтобы получить результаты, необходимо просматривать различные варианты и способы решения задач, применять интуицию, отбросить громоздкие вычисления и искать красивые продолжения. Во вторых, задачи преследуют методическую направленность. Ведь для решения задач необходимо применять разнообразные методы решения задач, которые требуют знания теоретического материала. Сами задачи явились как результат переработки большого количества задач. Их направленность на получение новых результатов и новых задач позволяет пополнить список интересных задач. В третьих, рассматриваемые в работе задачи нацелены показать многосюжетность науки геометрии, ее красочность и связь с окружающим миром. 
Задача №1 

Внутри треугольника АВС взяты точки  А1, В1, С1 так, что В1 – середина АА1, С1 – середина ВВ1, А1 – середина СС1. Найти площадь треугольника А1В1С1, если площадь треугольника АВС равна 5.  

Решение: решим задачу двумя способами.

1 способ: (применение метода площадей). (рис №1) соединим точку В1 с вершиной С, точку А1 с вершиной В и точку С1 с вершиной А треугольника АВС. Получим СВ1 – медиана треугольника АА1С и она делит треугольник АА1С на два равновеликих  треугольника, то есть S∆АВ1С = S∆СА1В1. в треугольнике С1В1С отрезок В1А1 также является медианой треугольника, поэтому В1А1 делит треугольник С1В1С на два равновеликих треугольника, 

или S∆С1В1А1 = S∆В1А1С. то есть, S∆С1В1А1 = S∆АВ1С = S∆В1А1С.

   Рассмотрим треугольник ВС1С. Отрезок ВА1  является медианой и делит треугольник ВС1С на два равновеликих треугольника, или  S∆ВА1С1 = S∆ВА1С. в треугольнике ВВ1А1 отрезок  А1С1 является медианой и также делит треугольник на два равновеликих. Имеем 

S∆С1ВА1 = S∆С1В1А1 = S∆СА1В. 

     Аналогично рассуждая, видим, что отрезки АС1, ВА1, СВ1, ВВ1, АА1, СС1 разбили треугольник АВС на семь равновеликих треугольников. Так как площадь треугольника АВС равна 5, то S∆С1В1А1 = 5/7 (кв.ед.)

Ответ: S∆С1В1А1 = 5/7 (кв.ед.)

2 способ: (применение теоремы Фалеса и средней линии треугольника). (рис №2)

в треугольнике АВС продолжим прямые АА1 до точки А2  на стороне ВС, ВВ1 до точки В2 на стороне АС, СС1 до точки С2  на стороне АВ. Из вершин треугольника А1В1С1  проведем прямые FE, NE и FN параллельно соответственно отрезкам АА2, ВВ2, СС2. Рассмотрим угол   А2АС. Имеем ВВ2║NE. Применим теорему Фалеса. Так как по условию АВ1=А1В1, то АВ2=В2Р. рассмотрим угол ВСС1. так как по условию СА1=С1А1, то ВМ=МС=ВС/2, то есть точка М – середина стороны ВС. Рассмотрим угол С1СА, так как СА1=А1С1, то В2Р=РС, то есть получили АВ2=В2Р=РС=АС/3. 

    Проведем аналогичные рассуждения при параллельных прямых FE и АА2, и мы получим следующие результаты:

    При угле В1ВС имеем, что ВС1=С1В1 и BQ=QA2. При угле В1ВА имеем, что ВС1 = С1В1, и ВL=AL=AB/2 то есть точка L будет серединой стороны AB. При угле С1СВ имеем следующее равенство для отрезков на сторонах угла: 

С1А1=А1С и QA2=A2C. Видим что BQ=QA2=F2C=BC/3. Аналогично получим, что AR=RC2=C2B=AB/3 и АК=КС=АС/2. Рассмотрим FC1A1B1. этот четырехугольник – паралеллограм, и С1В1 делит его на два равновеликих треугольника. Так как точка L-середина АВ, то она также и середина RC2. имеем, что ∆RLF=∆LC1C2,  так как RL=LC2,

Угол FRL = углу LC2C1 и угол FLR = углу C2LC1. Отсюда следует, что 

S∆С1В1А1  = SС2RB1C1.

    Рассмотрим В1С1ЕА1. Этот четырехугольник тоже паралеллограм, и А1С1 делит его на два равновеликих треугольника. Из того, что треугольник QEM равен треугольнику А2МА1, следует, что S∆С1В1А1  = SА1С1QА2 . Аналогично получим, что 
S∆С1В1А1  = SВ1А1РВ2.

В треугольнике АА1Р отрезок В1В2 является средней линией треугольника, и   

S∆АВ1В2  = S∆АА1Р/4 =  SВ2В1А1Р /3 = S∆С1В1А1 /3. В треугольнике  АА1С2 отрезок В1R также является средней линией треугольника, поэтому 

S∆АRВ1 = S∆AА1С2/4 =  SRС2А1В1/3 = 2S∆С1В1А1 /3. Получим, что площадь четырехугольника ARB1B2 равна площади треугольника А1В1С1. В треугольнике СС1Q отрезок А1А2 – средняя линия треугольника, поэтому S∆СА1А2 = 1/4 S∆СС1Q = 1/3 S∆С1В1А1. треугольники СС1В2 отрезок А1Р также является средней линией треугольника, поэтому 

S∆СА1Р =  S∆СС1В2/4 = 2S∆С1В1А1 /3. получим также, что площадь четырехугольника СРА1А2 равна площади треугольника А1В1С1. аналогично получим что 
SВQС1C2 = S∆С1В1А1 . То есть треугольник АВС разбили на семь равновеликих частей, одна из которых есть сам треугольник  

С1В1А1. 

    Окончательно имеем, что 

S∆СВА=S∆АRВ1В2 + SRС2С1В1+SC2ВQС1 + SQС1А1А2 + SА1А2РС+ SРА1В1В2 + S∆С1В1А1  

или  S∆СВА = 7S∆С1В1А1  

поэтому S∆С1В1А1  = 1/7S∆СВА = 5/7 (кв.ед.).

Ответ: 5/7 (кв.ед.).

С помощью предварительного разбиения фигуры была решена задача и для произвольного четырехугольника.

Задача №2. Внутри четырехугольника АВСD взяты точки А1, В1, С1, D1 так, что А1-середина СС1, С1-середина DD1, D1-середина АА1. найти отношение площади четырехугольника А1В1С1D1 к площади четырехугольника ABCD.

   Для решения задачи был применен метод площадей и разбиение четырехугольника на треугольники специальным образом, что позволило сравнительно просто решить задачу. 

Решение: Пусть АВСD – произвольный четырехугольник, и  А1В1С1D1 – внутренний четырехугольник, вершины которого являются серединами сторон ВВ1, СС1, DD1, АА1 

(рис. №3). Имеем: ВD1, СА1, DВ1 и 
АС1 – медианы треугольников АВА1, ССВ1, СDС1 и АDD1 соответственно;  D1B1 и 

C1A1 – диагонали четырехугольника А1В1С1D1. Точка О – точка пересечения диагоналей D1B1 и A1C1. введем обозначения:

S∆D1A1O = x; S∆А1В1O = y; S∆В1С1O = z; S∆D1OC1 = k;

    Используя рассуждения предыдущей задачи, получим

S∆АD1B = S∆D1ВА1 =  S∆D1A1B1 = x + y или S∆АВА1 = 2x + 2y; 
S∆BA1B = S∆CA1B1  =  S∆A1B1C1= y +z или S∆ВCB1 = 2y + 2z;

S∆CDB1 = S∆B1DC1 =  S∆D1C1B1 = k + z или S∆CDC1 = 2k + 2z;

S∆АDC1 = S∆AD1C1 =  S∆A1D1C1 = x + k или S∆АDD1 = 2x + 2k;

    Сложим площади треугольников вместе с площадью четырехугольника  

А1В1С1D1 и получим площадь четырехугольника АВСD, то есть:

SABCD = S∆АВА1 + S∆ВCB1 + S∆CDC1 + S∆АDD1 + SА1В1С1D1  = 

= 2x+2y+2y+2z+2k+2z+2x+2k+x+y+z+k = 5(x+y+z+k)

Получим, что SABCD = 5SА1В1С1D1. Окончательно получим для отношения площадей, что 

SА1В1С1D1/SABCD = 1/5

Ответ: SА1В1С1D1/SABCD = 1/5

     Дальнейший поиск решения задач для других многоугольников привел к увеличению объема вычислений. Помимо этого, трудно было подобрать треугольник или другую фигуру, с помощью которой можно было бы выразить площадь самой фигуры. Поэтому решение задач приводятся только для некоторых правильных n – угольников, где n = 5, 6, 8 и 12

Задача №3

    Внутри правильного n-угольника А1А2А3…Аn, где n = 5, 6, 8 и 12взяты точки В1, В2, … , Вn, так, что В1-середина А2В2; В2 – середина А3В3 ; … ; Вn – середина А1В1. найти отношение площади многоугольника  В1, В2, … , Вn, к площади многоугольника  А1А2А3…Аn, где n = 5, 6, 8 и 12.

    Для всех указанных многоугольников характерно то, что отрезки А1В1, А2В2, … , АnВn равны между собой, и середины указанных отрезков являются вершинами правильных многоугольников. Поэтому указывать на эти характерные особенности построений не будем.

Решение задачи №3. Начнем решение задачи с n  равном 5.

    При n равном 5 имеем пятиугольник А1А2А3А4А5 и В1В2В3В4В5  (рис.№4). Заметим после выполненного построения, что треугольники  А1А2В1, А2А3В2, А3А4В3, А4А5В4, А5А1В5 равны между собой. В пятиугольнике В1В2В3В4В5  проведем диагонали и получим вписанную в пятиугольник звездочку. Видим, чтоВ4В5║В1В3 и В5В1║В4В2, то есть В4В5В1С – ромб, где точка С – точка пересечения диагоналей В2В4 и В1В3. Проведем медиану А1В4 в треугольнике А1В5А5. Получим, что  S∆A1В4В5 = S∆В1В4В5 = S∆A1В5А5/2. Пятиугольник В1В2В3В4В5 состоит из трех равных по площади треугольников:   

S∆В1В4В5 = S∆В1В2В3 = S∆В4В1С и 

треугольника В4СВ3.

Для сравнения площадей треугольников В4В1С  
и В4В3С применим подобие треугольников. Предварительно заметим, что угол В5В1В2 = 108° диагоналями В1В4 и В1В3 делится на углы по 36°. 

    Рассмотрим отдельно треугольник В4В1В3 
(рис. №5). Он равнобедренный с углом при вершине В1 равным 36°. Отрезок В4С является биссектрисой угла В1В4В3 и делит треугольник на два равновеликих треугольника, один из которых треугольник СВ4В3 подобен треугольнику В4В1В3. примем  В4В1 = 1, а В4В3 = x. Тогда В4В3 = В4С = В1С =x, В3С = 1-x. Из подобия имеем, что 

В4В3/В4В1 = В3С/В4В3 или x/1 = (1-x)/x. 

Решая последнее уравнение, получим, что 

x =(√5 – 1)/2, и 1 – x = (3 - √5)/2. 

Попутно установим, что  x² =  1 – x. 

Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия. Имеем, что
 k = x = (√5 – 1)/2, и 1 – x = (3 - √5)/2. 

Значит S∆В4В3С = k² S∆В4В1B3= (1-x)S∆В4В1B3
     Для площади треугольника В4В1С можем написать, что 

S∆В4В1С = S∆В4В1B3 - S∆В3В4С = S∆В4В1B3 - (1-x)S∆В4В1B3 = x* S∆В4В1B3.

найдем отношение площадей треугольников В3В4С и  В4В1С. Имеем 

S∆В3В4С / S∆В4В1С = (1-x) S∆В4В1B3 / (x S∆В4В1B3) = (1-x)/x = (√5 – 1)/2 или 

S∆В3В4С = (√5 – 1) S∆В4В1С/2.

Обозначим площадь треугольника В4В1С через S и выразим площади пятиугольника 

А1А2А3А4А5 и В1В2В3В4В5  через S. Получим, что 

SА1А2А3А4А5 = 13S+(√5 – 1)S/2 = (25+√5)S/2 и 

SВ1В2В3В4В5  = 3S+(√5 – 1)S/2 = (5+√5)S/2.

Окончательно найдем, что отношение площадей меньшего прямоугольника к большему будет равно: SА1А2А3А4А5  / SВ1В2В3В4В5  = (5+√5) (25+√5) =  (6+√5)/31.
    При n равном шести получим шестиугольники А1А2А3А4А5А6 и В1В2В3В4В5В6 (рис. 6).

Проведем медианы А1В5, А2В6, А3В1, А4В2, А5В3, А6В4 и диагонали В1В4, В2В5, В3В6 получим, применяя прежние рассуждения, что 

шестиугольник  А1А2А3А4А5А6
разобьется на 18 равновеликих треугольников, шесть из которых придутся на шестиугольник  В1В2В3В4В5В6. Поэтому отношение площадей шестиугольников будет равно 1/3.

    При n  равном 8 получим восьмиугольники А1А2А3А4А5А6А7А8 и В1В2В3В4В5В6В7В8 (рис. №7). После проведения диагоналей В1В5, В2В6, В3В7, В4В8 замечаем, что площадь треугольника В1ОВ2 равна площади треугольника А2В1А1, так как А2В1= В1В2, и высоты этих треугольников тоже равны. Поэтому восьмиугольник  А1А2А3А4А5А6А7А8  разбивается на 16 равновеликих треугольников, восемь из которых составляет восьмиугольник В1В2В3В4В5В6В7В8. получим, что отношение восьмиугольников будет равно 1/2. 

    При n равном 12 получим двенадцатиугольники  А1А2…А12 и В1В2…В12 (рис. № 8).

Соединим центр описанной вокруг А1А2…А12  окружности О с вершинами В11 и В1. Проведем диагональ В11В1, и медиану А1В11 треугольника А1В11А12. пусть ОВ1 = R, а В11В12 = В12В1 = x. 

    Применяя прежние рассуждения, получим, что S∆А12А1А12 = 2S∆В11В12В1. Треугольник 

В11В12В1 – равнобедренный, сторона В11В1 = R, и угол В11В12В1  равен 150°. По  теореме косинусов получим R² = x²(2+√3) или  x²= R²( 2-√3). Получим, что 

S∆В11В12В1 = x²sin150°/2 = R²( 2-√3)/4. Треугольник ОВ11В1 – равносторонний, и 

S∆ОВ11В1 = R²√3/4.

    Двенадцатиугольник В1В2…В12 можно разбить на шесть равновеликих треугольников, равных по площади треугольнику ОВ11В1, и шесть равнобедренных треугольников, равных по площади треугольнику В11В12В1. А для того, чтобы получить двенадцати-угольник А1А2…А12, потребуется добавить еще двенадцать равных между собой треугольников, каждый из которых равен удвоенной площади треугольника В11В12В1, поэтому площади двенадцати-угольников будут равны следующим величинам, выраженным через R:

SВ1В2…В12 = 6R²√3/4 + 6R²(2-√3)/4 = 3R²(√3+2-√3) /2 = 3R²;

SА1А2…А12 = 12 S∆А1А12В12 + SВ1В2…В12 = 6R²(2-√3) + 3R² = 3R²(5-2√3).

Окончательно получим, что отношение площадей будет равно:

SВ1В2…В12 / SА1А2…А12 = 3R² / (3R²(5-2√3)) = 1/(5-2√3) = (5+2√3)/13.

Ответ задачи №3: (6+√5)/31; 1/3; 1/2; (5+2√3)/13.

Задача №4.

Имеем n кругов радиуса R. (при плотном их укладывании ими можно заполнить всю плоскость). Будем укладывать круги круговыми слоями так, чтобы в каждом слое между кругами не было зазоров. Известно, что вокруг одного круга можно уложить плотно шесть кругов так, чтобы они касались друг друга. Можно ли укладывать так же плотно, без зазоров, вторым, третьим и так далее слоями круги, чтобы они касались друг друга?

Решение задачи №4:

Начнем укладывать круги вокруг одного из кругов. Каждый из 6 кругов, расположенных по кругу касается друг друга. Такое расположение кругов будем считать плотным.

    Рассмотрим на какую величину по длине, отличаются периметры многоугольников двух соседних слоев. Имеем для k-го слоя Rk = 2kR, а для k-1 слоя Rk-1 = 2(k-1)R. Для длины окружности получим следующие выражения:

Lk = 2Rkπ = 4kRπ  и Lk-1 = 4(k-1)Rπ. 

Получим следующую разность длин:  

Lk - Lk-1 = 4(k-k+1)Rπ = 4Rπ.

    Эта разность длин равна длине окружности первого слоя, уложенного вокруг центрального круга. То есть, начиная со второго слоя количество кругов, укладываемых в очередном слое возрастает на величину чуть-чуть большую, чем шесть кругов.

    Следующий, второй слой кругов, состоящий из двенадцати кругов плотно располагаться уже не будет. Докажем это. Для доказательства будем рассматривать три круга, расположенных один над другим (рис. №9).

Точка О – центр центрального круга. Точка О1 – центр круга первого слоя. Точка О2 – центр круга второго слоя.

    Угол О1ОР1 = 30°, где ОР1 – касательная к кругу с центром О1. Имеем,

что ∆ОО1Р1 – прямоугольный, ОО1 = 2R и O1P1 = R и угол О1Р1О – прямой.

    Рассмотрим ∆ОО2Р2 , обозначим его через α2, ОР2 – касательная ко второму кругу и угол О2Р2О = 90°. Видим из рисунка, что ОО2 = 4R а О2Р2 = R, и треугольник ОО2Р2 – прямоугольный. Получим, что 

sinα2 = О2Р2/ОО2 = 1/4. 

    Для того, чтобы круги плотно прилегали друг к другу требуется, чтобы угол О2ОР2
был равен 15°. Сравним углы α2 и 15°. Для этого будем сравнивать значения их синусов.

Имеем: 

sin15° = sin(45°-30°) = sin45°cos30° - sin30°cos45° = √2/2 * (√3/2 – 1/2 ) = √2(√3 – 1)/4

Ответим на вопрос, что больше sin15° или 1/4;

√2(√3 – 1)/4 или 1/4 <=> √2(√3 – 1) или 1 <=> √6-√2 или 1 <=> 6-2√12 +2 или 1 <=> 

7 или 2√12  <=> 49 > 48.

Получим, что sin15° > sinα2. Значит, если поместить во второй слой 12 кругов радиуса R, то они поместятся не плотно, останется зазор, между ними.

    Для определения величины зазора будем считать, что круги расположены плотно в слое и, если соединить центры кругов отрезками, то мы получим многоугольник (рис №10) вершины которого лежат на окружности радиуса R2 , где R2 = 4R = 2(2R). Заметим, что чем больше радиус окружности, тем более периметр многоугольника, построенного на  очередном слое, будет по форме мало, чем отличаться от окружности. Во втором слое можно поместить 12 кругов, но возникает вопрос, а можно ли уложить 13 кругов, такого же радиуса, как и центральный круг?

    Далее, укладывая слой за слоем, появится ли слой, в котором можно будет уложить еще один дополнительный круг. А если можно это сделать, то найти закономерность по номеру слоя. Поэтому решим следующую задачу.

Задача №5 (продолжение задачи №4).

При укладывании кругов радиуса R, круговыми слоями, на плоскости, определить слой на котором добавляется новый круг, помимо кругов кратных шести. Определить, если возможно, закономерность появления в очередных слоях дополнительных кругов. 

Решение задачи №5.
Для решения поставленной задачи будем определять расстояния от центра центрального круга до одного из центра кругов в очередном круговом слое. Для удобства будем брать круги, которые расположены друг над другом и попарно касаются друг друга. Одновременно будем находить сумму длин диаметров кругов, принимая эту сумму за длину ломаной многозвенной линии очередного слоя, и будем сравнивать длину окружности, проведенного через центры кругов с длиной полученной ломанной. Рассмотрим в общем случае для k-го кругового слоя положение двух кругов – центрального и одного из кругов k-го слоя (рис №11) 

    Расстояние между их центрами будет равно Pk = 2kR, и это будет также радиусом окружности на котором расположены центры кругов k-го слоя, то есть вершины предполагаемой многозвенной ломанной. С каждым новым слоем добавляется 6 новых кругов и новое небольшое увеличение зазора между кругами.

   Введем обозначения: 
Pk = kd = 2R; Lk = 2Pkπ = 2πdk, где d = 2R – диаметр круга, 

Lk – длина окружности k-го слоя. Тk =6kd – длина ломанной состоящей из диаметров кругов, расположенных в k-ом слое, не включающих дополнительных кругов.

    Определим величину зазора. Для этого в k-ом слое 6k кругов расположим плотно друг к другу. Обозначим  αk – угол, под которым виде из центра центрального круга отрезок длины R в k-ом круговом слое. 

    Тогда:   sin αk = R/2kR = 1/(2k) и αk = arcsin(1/2k).

Таких отрезков, составляющих разные звенья ломаной линии 12k. Поэтому получим угол  βk = 12k и αk = 12k arcsin(1/2k)

Длина дуги окружности будет равна Sk = βk*Pk = 12k*2kR*arcsin(1/2k) или 

Sk = 24k²Rarcsin(1/2k). 

Обозначим величину зазора через Аk. Тогда получим, что Аk = Lk – Sk  или 

Аk =πdk - 24 k²Rarcsin(1/2k) = 2kd(π – 6k*arcsin(1/2k)).

Если k=1 имеем первый круговой слой и А1 = 2d(π – 6arcsin(1/2)) = 2d(π – 6*π/6) = 0. 

Если k=2, то А2= 4d(π – 12arcsin(1/4)). 

    Ранее мы получили, что sin15° больше sinα2  равного 1/4. Поэтому 12arcsin(1/4) < π
и Аk ≠ 0.

    С ростом числа k, возрастает количество кругов в слое и увеличится величина зазора.

В определенном слое наступает момент, когда вместо шести кругов добавляется на один круг больше. Попробуем найти закономерность появления дополнительного круга. Имеем  Lk = 2kdπ – длина окружности k-го слоя. Далее имеем, что Тk = 6kd – длина ломанной. Тогда Аk  > Lk  - Tk = 2kdπ – 6kd = 2kd(π-3).

    Так как Аk  = Lk  - Sk < Lk  - Tk = 2kd(π-3),  то мы увеличим хоть и незначительно величину зазора. Это увеличение зазора достаточно мало, что можно найти необходимое количество слоев когда добавляется помимо шести кругов, еще один дополнительный седьмой круг. 

    Для того, чтобы подсчитать величину зазора воспользуемся одним из приближений числа π, найденного еще в 5 веке до нашей эры знаменитым китайским астроном Цю Шунь-ши. Это дробь 355/113, которая позволяет вычислить число π с точностью до седьмого знака 355/113 = 3+16/113, а 16/113 = 0,1415929…

Поэтому Lk  - Tk ≈2kd*16/113.

    Учитывая, что kd – это количество кругов в слое, а 32/113 ≈ 0,283…, то только после третьего слоя, в очередном новом слое вместо шести кругов нужно будет уложить седьмой круг. Если 32/113 умножить на семь, то получим: 7*32/113 = 1,9823…≈ 2.

    С небольшой погрешностью можно считать, что на каждые семь слоев при укладке кругов еще нужно уложить два дополнительных круга. 

Задача №6.

На стороне АВ равнобедренного треугольника АВС, со стороной основания АС равной α и углом при вершине равном 20° отложили точку М так, что ВМ равна α. Найти величину угла АМС?
Решение задачи №6.

1  способ: проведем через точку М прямую параллельную основанию АС треугольника АВС (рис. 12). Через середину отрезка ВМ точку Р проведем прямую перпендикулярную отрезку ВМ. Обозначим точку пересечения прямых  через О. 

    Тогда имеем МО║АС; ОР ┴ ВМ и треугольник

ВМК – равнобедренный и подобен треугольнику АВС. 

    Соединим точку О с точкой В, тогда получим, что треугольник ВОМ равнобедренный, так как ОР – высота треугольника ВОМ и она проведена  к середине основания. У треугольника ВОМ углы при основании равны и углы ОВМ = ВМО = 80°, поэтому угол ВОМ равен 20° и треугольники 
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АВС.  Из равенства треугольников следует, что ВО = МО = ВС. Соединим точку О с вершиной С треугольника АВС получим, что треугольник ВОС – равносторонний и углы (ОВС =(ОСВ = 60°. Учитывая, что угол ВОС = 20° и, что треугольник МОС тоже равнобедренный найдем все углы треугольника МОС. Получим, что угол( МОС = (ВОС - (ВОМ = 60(– 20(  = 40°. Тогда углы при основании равнобедренного треугольника МОС равны 70°. То есть угол ОМС=70°. Найдем, чему равен угол АМС: 

(АМС = 180° - (ВМО - (ОМС = 180° - 80° - 70°=30°

Ответ: 30°

2  способ:
В треугольнике АВС по условию АВ = ВС. АС – основание треугольника и АС = ВМ = α. Далее  углы (ВАС = (ВСА = 80°. Отложим точку L на стороне АВ так, что АС = LC, тогда ( LAC = 20°,  а угол ВСL = 60°. Отложим на стороне ВС точку К так, что LK = LC = α.  Тогда треугольник LKC – равносторонний и 

LK = CK = α. Также получим, что угол 

(BLK = 180° - ((CLA –( CLK) = 180° – 140° = 40°.

     На стороне АВ возьмем точку Р так, чтобы РК = LK = α. 

То есть треугольник LKP – равнобедренный с углами при основании равными 40° и угол LKP равен 100°.

    Рассмотрим треугольник ВКР. У этого треугольника известны угол РВК = 20° и сторона РК = α. Найдем угол РВК. Имеем ( РВК = 180° - (LKP – (LKC = 180°- 100°- 60°- 20°. Получим, что треугольник ВКР тоже равнобедренный и 
РК = ВР = α. Но по условию 

ВМ = α, поэтому точка Р совпадает С точкой М. Рассмотрим треугольник  МКС. Так как МК = КС = α, то треугольник МКС равнобедренный. Угол при вершине треугольника МКС будет равен (LKM +( LKC = 160°. Тогда угол СМК = 10° и угол (АМС = (LMK – (CVR = = 30°.

Ответ: 30°

Заключение
   Задачи, рассмотренные в работе, появились как продолжения задач, рассматриваемые на уроках геометрии и на кружковых занятиях при изучении большого количества материала. Полученные результаты интересны тем, что требуют дальнейшего поиска решения новых задач. Для решения задач №1, №2, №3 использовано большое количество методических приемов решения задач и знания теоретического материала. Привлекает внимание  полученные результаты отношений площадей многоугольников: 1/7, 1/5, (6+√5)/31; 1/3; ½; (5+2√3)/13.

   Видим, что в знаменателях дробей стоят простые числа. Как продолжение задач можно предложить проверить отношения площадей других многоугольников на возможность получения других чисел в построенных отношениях. Другого рода класс задач, появляющихся при решениях задач – это те появляющиеся упрощения в ходе решения конкретной задачи и разнообразные варианты решения задач. Предложенные в работе решения задач покажутся спорными, и есть, конечно, более красивые и, возможно, простые решения, но, на наш взгляд, те решения, которые приведены в работе, являются не менее оригинальными и полезными в учебном плане. 

      В целях обобщения, можно привести порядок исследования проблемных задач, приведенных в работе, по следующей схеме:

1. Постановка проблемной задачи. Задача должна появиться в ходе изучения учебного и олимпиадного материала.

2. Изучение материала по данной задаче. Для этого был просмотрен значительный объем задач из различных источников.

3. Анализ полученных результатов. Сопоставление задач друг с другом и нахождение возможных продолжений. Выискивание общих закономерностей в рассмотренных задачах.

4. Преследование методических целей. Можно решать задачи ради самих задач, но мы старались последовательно придерживаться указанных методов решения задач.
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