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2. Решение систем линейных алгебраических 
уравнений с помощью обратной матрицы.
2.1. Свойства прямоугольных матриц.

Матрица – прямоугольная таблица, составленная из чисел.


Матрицы считаются равными, если они одинакового размера (число строк и столбцов соответственно равны).


Наиболее часто рассматриваются матрицы, элементами которых являются числа – действительные или комплексные. Соответственно матрицы называются действительными, комплексными.


Если А – комплексная матрица, то матрица, получающаяся из А заменой ее элементов комплексно сопряженными, называется комплексно сопряженной с А и обозначается 
[image: image1.wmf]A

.

Матрица, получающаяся из матрицы А заменой строк столбцами, называется транспонированной матрицей по отношению к А и обозначается Aт.


Если же элементы транспортированной матрицы Ат заменяют на комплексно сопряженные им числа, то получают матрицу 
[image: image2.wmf]*
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, называется сопряженной с А.


Рассмотрим квадратную матрицу порядка n.
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Диагональ, содержащая элементы а11, a22…, ann, называют главной, а диагональ, содержащую элементы а1n, a2n-1, an1 – побочной (или вспомогательной).


Среди квадратных матриц выделим матрицы, у которых отличны от нуля только элементы, находящиеся на главной диагонали:
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Если у диагональной матрицы все 
числа главной диагонали равны между собой, то есть а11= a22 =… = ann, то такая диагональная матрица называется скамерной.


Если в скамерной матрице все числа главной диагонали равны единице, то матрица называется единичной и обозначается буквой Е:
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Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей и обозначается так:
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В прямоугольной матрице типа m(n возможен случай, когда m = 1. При этом получается матрица-строка:


[image: image7.wmf])
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В случае, когда n = 1, получаем матрицу-столбец:
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Такие матрицы-строки и матрицы-столбцы иначе называются векторами.

Две матрицы называются равными , если они имеют одинаковое количество строк m и их столбцов n и их соответствующие элементы равны:

Так, матрицы
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 равны, если равны между собой элементы, располагающиеся на пересечении соответствующих строк и столбцов матриц.
Равные матрицы обязательно имеют одно и то же строение: либо они обе прямоугольные, либо квадратные одного и того же порядка n.

Если в матрице типа m(n, имеющей вид
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переставить строки со столбцами, получим матрицу типа m(n, которую будем называть транспонированной матрицей: 
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В том случае, когда матрица состоит из одной строки (матрица‑строка), то транспонированная матрица является матрицей‑столбцом.
2.2. Линейные операции над матрицами.

1) Суммой матриц А и В называется такая матрица, элементы которой равны сумме соответствующих элементов матриц А и В. Складывать можно только матрицы, имеющие одинаковое строение: или прямоугольные, или квадратные порядка n.

Пусть
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Тогда сумма матриц С = А + В имеет вид
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На сложение матриц распространяются важнейшие свойства чисел:

1) переместительный закон сложения: А+В = В+А, где А и В – либо квадратные матрицы одного порядка n, либо прямоугольные матрицы;

2) сочетательный закон сложения: (А + В) + С = А + (В + С), где А, В, С – либо квадратные матрицы одного порядка n, либо прямоугольные матрицы одного типа m(n.

3) А + 0 = А, то есть существует такая нулевая матрица (того же порядка или типа), что её сумма с матрицей А любого типа равна матрице А.

4) Для любой матрицы А существует матрица –А, такая, А + (‑А) = 0, то есть матрица, противоположная А.

2) Произведением матрицы А на число k называется такая матрица kA, каждый элемент которой равен kaij, то есть

Если 
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Таким образом, умножение матрицы на число сводится к умножению на это число всех элементов матрицы.

3) Умножение матриц.

Рассмотрим умножение квадратных матриц второго порядка.

Пусть

[image: image19.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11

a

a

a

a

A

, 
[image: image20.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11

b

b

b

b

B


Произведением этих матриц называется матрица 
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Чтобы найти элемент с11 первой строки и первого столбца матрицы С, нужно каждый элемент первой строки матрицы А умножить на соответствующий элемент первого столбца матрицы В и полученные произведения сложить: с11=a11b11+a12b21. Аналогично находятся остальные элементы матрицы C.
Вообще говоря, чтобы получить элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы-произведения, нужно все элементы i-й строки матрицы А умножить на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В и полученные произведения сложить.

Пример 2.1. Найти произведение матриц А и В, если
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Решение. 
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Следует заметить, что произведение определено для двух прямоугольных матриц A и B в том случае, когда число строк матрицы A равно числу столбцов матрицы B, т.е. Amk ( Bkn = Cmn. Из существования произведения AB не следует существование BA. В случае его существования, как правило, BA ( AB. Если AB = BA, то матрицы A и B называются перестановочными.
Пример 2.2. Найти AB и BA, если
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Решение. Имеем: 
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Итак, AB ( BA.
2.3. Обратные матрицы. Элементарные преобразования.

Квадратная матрица порядка n
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 (1)
называется невырожденной, если ее определитель (детерминант) отличен от нуля:
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В случае, когда det A = 0, матрица A называется вырожденной.
Только для квадратной невырожденной матрицы A вводится понятие обратной матрицы A–1. Матрица A–1 называется обратной для квадратной невырожденной матрицы A, если AA–1 = A–1A = E, где E – единичная матрица порядка n:
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 (3)

Известно, что для A существует единственная обратная матрица A–1, которая определяется формулой
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 (4)

Матрица A* называется присоединенной, ее элементами являются алгебраические дополнения Aij транспонированной матрицы Aт, т.е. матрицы, полученной из данной матрицы A заменой ее строк столбцами с теми же номерами:
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 (5)
Пример 2.3. Дана матрица A. Убедиться, что она невырожденная, найти обратную ей матрицу A–1 и проверить выполнимость равенств 
AA–1 = A–1A = E, если
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Решение. 
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2.4. Матричный метод решения СЛАУ.

Пусть задана система линейных алгебраических уравнений в следующем виде:
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Пусть матрица A коэффициентов {aij} невырожденная, т.е. det A ( 0. Тогда для A существует единственная обратная матрица A–1, определяемая формулой (1). Введем в рассмотрение матрицы-столбцы для неизвестных и свободных членов:
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Тогда систему можно записать в матричной форме: AX = B. Умножим это матричное уравнение слева на A–1, получим A–1AX = A–1B, откуда 
EX = X = A–1B. Следовательно, матрица-решение находится как произведение A–1 и B.
Пример 2.4. Решить систему уравнений матричным методом:
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Решение.
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Далее находим матрицу-столбец решений X:
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Таким образом, x = 2, y = 0, z = –1.
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