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Введение.

До начала 20 века фракталы и автоподобные фигуры совершенно не изучались. Считалось, что  они не являются полноправными математическими объектами, и поэтому их изучение отбрасывалось. Но идеи изучения автоподобных фигур были развиты Б. Мандельбротом. Он же в 1975 году ввёл слово «фрактал» (от латинского fractus, от которого позднее произошли английские термины fraction, fractional – дробь, дробный).


Данная тема сегодня очень актуальна, поскольку в современной математике развивается новый раздел – фрактальная геометрия. Фракталы успели занять полноправное место не только в математике, но и в других областях науки, а красивые рисунки, выполненные с помощью компьютерной графики, привлекают к ним даже людей, далёких от науки. Обнаруживается самоподобие и в природе: например,

в организме человека каждый нерв подобен другому, альвеолы лёгких подобны друг другу, клетки ткани также подобны одна другой. Автоподобные фигуры применяют и в технике.


Вот что писал Мандельброт, сопоставляя классическую геометрию с фрактальной: « Почему геометрию часто называют холодной и сухой? Одна из причин заключается в её неспособности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака – это не сферы, линии берега – не окружности, кора негладкая, и молния не распространяется по прямой. Природа демонстрирует нам не просто более высокую степень, а совсем другой уровень сложности. Число различных масштабов длин в структурах всегда бесконечно. Существование этих структур бросает нам вызов в виде трудной задачи изучения тех форм, которые Евклид отбросил как бесформенные, - задачи исследования морфологии аморфного».


Эта работа призвана дать представление о фракталах и автоподобных фигурах, а также об их роли в современной математике и других областях науки.






Обзор литературы.


Сейчас существует большое количество как научно-популярных книг, так и монографий, посвященных фракталам и фрактальной геометрии. Например, сведения о них встречаются в книгах: «БЭС: математический словарь», «Соросовская энциклопедия. Том 6. Математика и механика». Упоминаются фракталы также в книгах: «Энциклопедия Аванта+. Математика», и в книге В. Г. Болтянского и В. А. Ефремовича «Наглядная топология» (в этой книге рассказывается о кривой Пеано, с которой мы впоследствии познакомимся).  Ещё есть хорошая книга Х. О. Пайтгена и П. Х. Рихтера «Красота фракталов» - там подробно рассказано об этих объектах.

Цель работы.

 Цель данной работы – рассмотреть виды фракталов и автоподобных фигур, исследовать их свойства  и рассмотреть применение фракталов и автоподобных фигур в математике, физике, биологии, технике и искусстве.

Задачи работы.

1. Дать определение фракталу и автоподобной фигуре.

2. Рассмотреть понятие размерности фигуры и дробной меры множества.

3. Рассмотреть построение множеств дробной размерности и исследовать их свойства.

4. Рассмотреть некоторые сведения о множествах.

5. Классифицировать фракталы и автоподобные фигуры.

6. Рассмотреть самоподобное канторово множество.

7.  Рассмотреть виды автоподобных фигур в отдельности.

8. Найти применение фракталов и автоподобных фигур в науке, технике, искусстве.

9. Сделать соответствующие выводы.

Часть 1.

Что такое фракталы и автоподобные фигуры.

Фрактал – это множество дробной размерности. Как уже упоминалось, оно было введено в 1975 году Б. Мандельбротом. Автоподобная фигура –

это фигура, части которой подобны целому. У всякой фигуры есть особое число, называемое размерностью. Например, у точки размерность 0, у отрезка и окружности – размерность 1, у круга и сферы – размерность 2. Попробуем найти значение размерности для некоторых фигур. Построим обычный отрезок на плоскости, разбитой на квадраты одинаковой величины. Для обычных отрезков, число N квадратов, покрывающих отрезок, пропорционально величине 1\ d, где d – размер стороны квадрата. Но для кривой Пеано (которую мы рассмотрим ниже) эта величина N пропорциональна 1\d2. Существуют также береговые линии, длина L которых пропорциональна 1/dгде d – длина стороны квадрата масштабной сетки,  - показатель изрезанности берега. Например, для Австралии =1,24; для Англии =1,13 и т. д.

Если число N пропорционально 1/d, то является размерностью объекта. На практике размерность определяют, построив график зависимости функции lnN от –lnd. Это будет прямая, тангенс угла наклона которой и будет размерностью .


В 1919 году Ф. Хаусдорф определил  дробную - меру для любого и на этой основе  поставил каждому множеству в пространстве Е3 число, названное им метрической размерностью. Дробную размерность имеют канторово множество, кривая Кох и некоторые другие объекты. 

Мандельброт уделил внимание интересному свойству фракталов. Дело в том, что если фрактал разбить на малые части, то каждая часть будет уменьшенной копией целого. Это свойство самоподобия резко отличает фракталы от других объектов геометрии. Они упрощаются при уменьшении, «в малом» они линейны. Фракталам же присуща «внутренняя бесконечность».

Часть 2.

Классификация фракталов.

Фракталы подразделяются на три класса: геометрические, алгебраические и стохастические фракталы. С геометрическими фракталами мы познакомимся ниже. Рассмотрим сейчас алгебраические и стохастические фракталы. Простой пример алгебраических фракталов – это геометрическая прогрессия 

1, 2, 4, 8, 16, 32, …,2n, 2n+1, … Если в ней отбросить первые три члена, то получится последовательность 8, 16, 32, …, 2n, 2n+1, … Это также геометрическая прогрессия, причем с тем же знаменателем. Кроме того, её можно получить из первоначальной прогрессии умножением всех членов на 8. Она «подобна» исходной прогрессии с коэффициентом 8. Конечно, аналогичный эффект автоподобия останется верным и при отбрасывании любого числа начальных членов.


Другой пример алгебраических фракталов – это геометрическая прогрессия   …, 
[image: image1.wmf]27

1

, 
[image: image2.wmf]9

1

, 
[image: image3.wmf]3

1

, 1, 3, 9, 27, … Умножив каждый член этой прогрессии на 3, получим последовательность …, 
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, 1, 3, 9, 27, 81, …, которая оказалась той же самой прогрессией.


Ещё один из простых примеров алгебраических фракталов – это отрезок [0; 1]. Разделим его пополам. Получим два отрезка: [0; 
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; 1]. Умножим абсциссу каждой точки отрезка [0; 
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] на 2 и мы получим первоначальный отрезок [0; 1].


Стохастические фракталы – это случайные последовательности, состоящие из бесконечно большого числа случайных событий и обладающие свойством автоподобия. Это значит, что каждый достаточно длинный конечный  отрезок случайной последовательности будет иметь приблизительно те же характеристики, что и вся последовательность в целом.

Часть 3.

Основные типы геометрических фракталов.

Это золотая (логарифмическая) спираль,  кривая и звезда Кох, кривая Пеано, салфетка и ковёр Серпинского, кривая дракона, собственно фракталы (множества Жюлиа и Мандельброта), пыль Фату.

Часть 4.

Свойство автоподобия.

Всякий фрактал есть автоподобная фигура.

Основным множеством дробной размерности является множество Мандельброта. Его разновидность – это множество Жюлиа.

Построение множества Жюлиа и множества Мандельброта основано на применении итерации (повторного применения математической операции):

z’ =z2+C, где

z=x+iy – точка на комплексной плоскости ,C=C1+iC2 – комплексное число-константа. Аналогично эту итерацию можно записать для координат x и y точки z на комплексной плоскости :

x’=x2-y2+C1 ,

y’=2xy+C2 .

Каждая последующая точка x’ получается, если подставить точку x. Фрактальные границы множества Жюлиа приобретают разнообразные формы, зависящие только от значений параметра С.

Если зафиксировать x и последовательно перебирать разные значения С, то мы можем прийти к множеству Мандельброта. Каждое комплексное C либо попадает в «чёрную» область, либо нет. В первом случае множества Жюлиа во множестве Мандельброта будут связными структурами, во втором – распадутся в пыль Фату.

Замечание : Фигура в данном случае является связной, если на ней можно нарисовать петлю, а затем стянуть её в точку.

В Е2 фрактал представляется замысловатой кривой, в Е3 – в виде искривлённого конуса, кривых плоскостей и точек на них.

Часть 5.

Некоторые сведения о множествах.

Понятие «множество» относится к основным неопределяемым

понятиям математики. Евклид определял его как «совокупность нескольких

элементов».

Множества бывают конечные и бесконечные. Множество натуральных чисел {1, 2, 3… бесконечно. Бесконечное множество А называется счётным, если его элементы можно пронумеровать числами N, иначе говоря, «выстроить в бесконечную очередь»:

А=х1, х2,…,xk,… }.

Существуют также несчётные множества:

отрезок 0, 1 несчётен.

Множество Т всех бесконечных телеграмм несчётно.

Бесконечная телеграмма – это бесконечная последовательность из 2 символов (точка и тире, 1 и –1). Например: 1, -1, 1, 1, -1, -1, 1 … Общий вид бесконечной телеграммы таков:

=(…)

( …)

=(…)

…………………… ,

где верхний индекс указывает номер телеграммы.

Но телеграмма …) никак не может находиться в этом списке.

Она не совпадает с (у них на первой позиции стоят разные символы), с 2
(у них на второй позиции стоят разные символы) и т. д. Полный список телеграмм составить невозможно, множество Т несчётно.

Аналогично доказывается, что отрезок 0, 1 несчётен, здесь нужно использовать представление числа х0, 1в виде бесконечной десятичной дроби.

Если каждый элемент множества А есть также элемент множества В, то пишем АВ, и говорим что А – часть или подмножество В. Последовательность множеств A0,A1,A2, … называется убывающей, если:

A0 A1 A2…

Совокупность А элементов, принадлежащих всем множествам A0,A1,…,An,… образует пересечение этих множеств:

А= An= A0 A1…

Введём понятие замкнутого множества. Пусть А – множество на числовой прямой. Точка х называется предельной точкой множества А, если х=limn
xn для некоторой последовательности точек xnA. Множество А замкнуто, если оно содержит все свои предельные точки. Отрезок 0, 1 замкнут, а интервал (0, 1) – нет. Пересечение любого числа замкнутых множеств замкнуто. Пустое множество считается замкнутым.

Часть 6.
Канторово множество.

Пусть множество К0 – отрезок 0, 1Делим его на три равные части и, выбросив средний интервал (1\3, 2\3), получаем множество К1, состоящее из двух отрезков 0, 1\3] и [2\3, 1] длины 1\3. Применяем к каждому из них ту же операцию: выбрасываем средние интервалы (1\9, 2\9) и (7\9, 8\9). Останется множество К2, состоящее из четырёх отрезков длины (1\3)2 каждый. Продолжая этот процесс, получаем убывающую последовательность замкнутых множеств:

К0К1К2…

Множество Kn состоит из 2n отрезков длины (1\3)n каждый, так что

(длина Kn)=(2\3)n.        (*)

Оно называется предканторовым, а само канторово множество определяется как пересечение предканторовых:

К=Kn.

Итак, канторово множество получено из 0, 1 выбрасыванием счётного числа интервалов. Дополнительное к нему множество есть объединение этих интервалов.

Из (*) следует, что «длина» множества К равна нулю. В этом можно убедиться, просуммировав геометрическую прогрессию длин выбранных интервалов:

 1\3+2\32+2\33+…=1\3\1-2\3=1.

По построению множеству К принадлежат точки 0, 1, 1\3, 2\3, 1\9, 2\9, 7\9, 8\9, … - концы выбрасываемых интервалов. Легко видеть, что такие концы образуют бесконечное, но счётное множество. Однако множество К не исчерпывается этими точками, оно несчётно. Докажем это, прибегнув к троичной системе счисления, где всего три цифры: 0, 1 и 2.

В этой системе некоторые числа (a\3k, а  Z) допускают двоякую запись, например,:

1\3=0,100…=0,0222…

Посмотрим, как выглядят в троичной системе точки, удалённые из отрезка 0, 1.

1.Мы выбросили интервал (1\3, 2\3). Троичное разложение точки х из этого интервала содержит цифру 1 на первой позиции после запятой, х=0,1…, а точки из отрезков 0, 1\3, 2\3, 1 могут быть записаны как 0,0… и 0,2…

2.На втором шаге мы выбросили интервалы (1\9, 2\9) и (7\9, 8\9). Троичное разложение этих интервалов содержит цифру 1 на второй позиции, а остальные могут содержать в разложении цифру 0 или 2 на этой позиции.

3.Продолжая этот процесс до бесконечности, приходим к выводу, что хК, тогда, когда его можно представить троичной дробью, используя лишь числа 0 и 2. Тогда получается, что канторово множество совпадает с множеством Т бесконечных телеграмм, где символы – 0 и 2.

Канторово множество автоподобно. Действительно, по бокам первого выбранного интервала находятся две его части, подобные целому канторову множеству с коэффициентом подобия k=1\3. Аналогичным свойством обладают части этого множества в отдельности.
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Часть 7.

Основные типы автоподобных фигур.

Золотая или логарифмическая спираль.

Уравнение, задающее логарифмическую спираль в полярных координатах, выглядит:

R =aгде а – некоторое фиксированное положительное число, - угол, измеряемый в радианах. Каждый виток этой спирали подобен предыдущему. Если угол увеличивается в 2 раз, то есть точка делает один оборот против часовой стрелки, то радиус увеличивается в а2 раз. Значит, следующий виток подобен предыдущему, и коэффициент подобия k = а2 .

В любой точке спирали угол между касательной к ней и радиус-вектором сохраняет постоянное значение. Напомним, что касательной к кривой в точке А называется предельное положение секущей АА1 при А1, стремящейся к А.

Пусть точки В, В1 получены поворотом лучей ОА и ОА1 на угол. Тогда + ОАА1 подобен +ОВВ1, и поэтому ∟ОАА1=∟ОВВ1. При А1, стремящейся к А, эти углы дадут углы между касательными и радиус – векторами в точках А и В соответственно. Значит, угол между касательной и радиус – вектором не зависит от положения точек, то есть постоянен.

Кривая и звезда Кох.

 
Для построения звезды Кох берут равносторонний треугольник, и последовательно добавляют к нему новые, подобные ему треугольники. На первом шаге стороны правильного треугольника разбиваются на три равные части и их середины заменяются на правильные треугольники, подобные исходному. В результате получается правильный звёздчатый шестиугольник.

Стороны этого шестиугольника разбиваются на три равные части, и их середины заменяются  правильными треугольниками. Повторяя этот процесс, получают всё более сложные многоугольники, всё более приближающиеся к предельному положению – звезде Кох. Найдём длину кривой Кох, ограничивающей звезду Кох. Предположим, что сторона исходного равностороннего треугольника равна единице и, следовательно, его периметр равен 3. На следующем шаге число сторон увеличивается в 4 раза, и длина каждой из них в 3 раза меньше исходной. Поэтому периметр правильного звёздчатого шестиугольника будет равен 34\3=4. Аналогично, на каждом следующем шаге периметр многоугольника увеличивается в 4\3 раза, становясь всё больше и больше. Следовательно, кривая Кох, к которой приближаются многоугольники, будет иметь бесконечную длину.

Вычислим площадь звезды Кох. Пусть площадь исходного равностороннего треугольника равна 1. На первом шаге мы добавляем три равносторонних треугольника, со сторонами, в 3 раза меньшими исходных. Площадь каждого такого треугольника равна 1\9. Следовательно, площадь правильного звёздчатого шестиугольника равна 1+3\9=4\3. На следующем шаге добавляется 12 треугольников суммарной площади 12\81. Поскольку длины сторон треугольников на каждом шаге уменьшаются в 3 раза, их площадь уменьшается в 9 раз. Число добавляемых треугольников равно числу сторон многоугольника и на каждом шаге увеличивается в 4 раза. Поэтому площадь S звезды Кох представляет собой площадь исходного треугольника плюс сумма геометрической прогрессии с начальным членом 3\9 и знаменателем 4\9. По формуле суммы геометрической прогрессии находим S=1+3\5=8\5.

Ещё один вариант звезды Кох можно построить из квадратов

 последовательным добавлением к исходному квадрату подобных ему квадратов.

На первом шаге стороны квадрата разбиваются на три равные части и их середины заменяются на квадраты, подобные исходному. Стороны получившегося многоугольника снова разбиваются на 3 равные части, и их середины заменяются  квадратами. Повторяя этот процесс, будем получать всё более сложные многоугольники, всё более приближающиеся к искомой фигуре.

  
Аналогично можно построить звезду Кох из окружностей. 

Кривая Пеано.
Для построения кривой Пеано разобьем данный квадрат на 4 равных квадрата и соединим их центры 3 отрезками. Уберём внутренние стороны  квадратов и из 4 их копий составим фигуру, показанную на рисунке в конце главы. Снова уберём внутренние стороны квадратов и соединим 3 отрезками концы ломаных. Повторяя описанную процедуру, будем получать всё более сложные ломаные, приближающиеся к кривой Пеано. Отметим, что ломаные, участвующие в построении кривой Пеано, на каждом этапе проходят через все квадраты, а сами квадраты уменьшаются, стягиваются к точкам исходного квадрата. Поэтому кривая Пеано будет проходить через все точки исходного квадрата, то есть, она полностью заполняет весь исходный квадрат. Конечно, она имеет бесконечную длину.

[image: image10.png](1T

N

TocTpoeHue kpuEo# Meato.




Салфетка и ковёр Серпинского.

Правильный треугольник делим средними линиями на 4 равных треугольника и внутренность центрального выбрасываем. С 3 оставшимися треугольниками делаем то же самое и так далее до бесконечности. После счётного числа выбрасываний остаётся множество S, называемое салфеткой Серпинского.

Эта салфетка достаточно необычна. Во-первых, она содержит бесконечную сетку – каркас, образованный сторонами всех участвовавших в построении треугольников. Однако кроме этого видимого каркаса салфетка S содержит несчётное множество других точек аналогично тому, как канторово множество К не исчерпывается концами выбрасываемых интервалов. Во-вторых, салфетка самоподобна – она состоит из 3 кусков, каждый из которых подобен целому с коэффициентом подобия 1\2. «Выколем» точки, в которых эти куски соединяются – середины сторон исходного треугольника. Тогда салфетка распадаётся на 3 салфетки меньшего размера. С ними проделаем то же самое. Продолжим этот процесс до бесконечности, «выколов» счётное множество точек. Салфетка полностью рассыплется! 

Рассмотрим процесс её построения подробнее. Пусть S0 – исходный правильный треугольник со стороной 1. Средние линии делят его на 4 равных треугольника, и после выбрасывания внутренности центрального из них мы получим множество   S1, состоящее из 3 треугольников со стороной 1\2. На следующем этапе ту же операцию осуществим для каждого из этих 3 треугольников и т. д. В результате возникает убывающая последовательность замкнутых множеств Sn , и салфетка S есть их пересечение. Множество Sn состоит из 3n правильных треугольников, стороны которых имеют длину 2-n и принадлежит S по построению (они образуют часть каркаса). Легко видеть, что при n→ сумма периметров треугольников, входящих в Sn стремится к бесконечности, а сумма их площадей – к нулю. Поэтому общая длина каркаса бесконечна, площадь же салфетка равна нулю.

Рассмотрим ковер Серпинского. Он получается из квадрата последовательным вырезанием серединных квадратов. А именно, разделим данный квадрат на 9 равных квадратов и серединный квадрат вырежем. Получим квадрат с дыркой. Для оставшихся 8 квадратов повторим указанную процедуру. Разделим каждый из них на 9 равных и серединные квадраты вырежем. Повторяя эту процедуру, будем получать все более «дырявую» фигуру. То, что остается после всех вырезаний, и будет искомым ковром Серпинского. Отметим, что поскольку вырезаемые квадраты располагаются все более часто, в результате на ковре Серпинского не будет ни одного, даже самого маленького, квадрата без дырки.

Вычислим площадь ковра Серпинского, считая исходный квадрат единичным. Для этого достаточно вычислить площадь вырезаемых квадратов. На первом шаге вырезаем квадратов площади 1\9. На втором шаге вырезаем 8 квадратов, каждый из которых имеет площадь 1\81. На каждом следующем шаге число вырезаемых квадратов увеличивается в 8 раз, а площадь каждого из них уменьшается в 9 раз. Таким образом, общая площадь вырезаемых квадратов представляет собой сумму геометрической прогрессии с начальным членом 1\9 и знаменателем 8\9. По формуле суммы геометрической прогрессии находим, что это число равно единице, то есть площадь ковра Серпинского равна 0.

Возьмём теперь квадрат площадью, равной 2, и вырежем из него квадрат с тем же центром площадью 1\2. Оставшуюся часть представим в виде 8 прямоугольников и в каждом из них вырежем квадрат с тем же центром площади 1\32. Таким образом, суммарная площадь маленьких квадратов будет равна 1\4. Повторяя эту процедуру, будем получать всё более «дырявую» фигуру, которую также называют ковром Серпинского.

Также как и раньше, в этом ковре Серпинского не будет ни одного, даже самого маленького квадрата без дырки. Однако, в отличие от обычного ковра Серпинского, его площадь отлична от нуля. Действительно, площадь вырезаемых квадратов представляет собой сумму геометрической прогрессии с начальным членом 1\2 и знаменателем 1\2, то есть, равна 1. Поэтому площадь оставшейся части равна единице.

Кривая дракона.

Кривая дракона является интересным примером автоподобной кривой. Для её построения возьмём отрезок. Повернём его на 90) вокруг одной из вершин и добавим полученный отрезок к исходному. Получим угол из 2 отрезков. Повторим описанную процедуру. Повернём угол на 90) вокруг вершины и добавим полученную ломаную к исходной. Повторяя описанную процедуру и уменьшая ломаные, будем получать всё более сложные ломаные, напоминающие дракона.

Результаты и их обсуждение.
 
Мы рассмотрели основные типы фракталов и автоподобных фигур. Фракталы и автоподобные фигуры имеют широкое применение в науке, технике и искусстве. В науке фракталы применяются в первую очередь в математике и в физике. В математике интенсивно развивается новое научное направление – фрактальная геометрия, исследующая рассмотренные нами типы фигур и их свойства. В физике фракталы применяются для изучения свойств самоподобных природных объектов. В биологии фракталы моделируют самоподобие в живой природе – ведь клетки тканей подобны друг другу, отдельные части внутренних органов подобны целому органу, каждый лист растения подобен другому. В мире элементарных частиц тоже имеется самоподобие – одна частица определённого вида подобна другой, а наименьшие составляющие элементарных частиц – кварки, подобны всей элементарной частице. В технике также применяют свойство самоподобия – например, по логарифмической спирали закручиваются вращающиеся ножи, что позволяет сохранить при вращении постоянный угол резания. По логарифмической спирали изгибают трубу, подводящую воду к лопастям турбины, что позволяет использовать напор воды с большей производительностью. В искусстве широко используют орнаменты в виде звезды и кривой Кох, салфетки и ковра Серпинского, кривой Пеано, кривой дракона, а также графики множеств Жюлиа и Мандельброта, пыли Фату, выполненные в цвете с помощью компьютера.

Выводы.

Таким образом, фракталы и автоподобные фигуры весьма широко используются.  Они находят применение не только в самой математике, но и в физике, биологии, технике, искусстве.

 
В математике активно развивается новое направление – фрактальная геометрия, изучающая свойства автоподобных фигур. Возможно, во фрактальной геометрии со временем будут появляться новые результаты: будут открыты новые типы самоподобных множеств, фракталов и автоподобных фигур, будут обнаружены какие-либо их новые свойства. Возможно, будет найдена новая область применения автоподобных фигур.

Таким образом, у фрактальной геометрии большое будущее. Это одна из самых активно развивающихся математических наук.
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