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  « Геометрия является  самым 
могущественным  средством для

изощрения  наших умственных

способностей и дает нам возможность

правильно мыслить и рассуждать»

Г.Галилей.

 Геометрия - удивительная наука. Ее история насчитывает не одно тысячелетие, но каждая встреча с ней способна  одарить и обогатить ( как ученика, так и учителя)  волнующей  новизной маленького открытия , изумляющей радостью творчества. Действительно, любая задача элементарной геометрии является , по существу,  теоремой, а е решение – скромной ( а иногда и огромной) математической победой.
          Простейший из многогранников – треугольник  - играет в геометрии особую роль. Без преувеличения можно сказать, что вся (или почти вся) геометрия со времен «Начал» Евклида покоится на «трех китах» - трех признаках равенства треугольников. Лишь на рубеже XIX – XX вв. математики научились строить геометрию на основе более фундаментального и общего, чем равенство  треугольников, понятия геометрического преобразования .
           За несколько  тысячелетий геометры  столь подробно изучали треугольник, что иногда говорят о  «геометрии треугольника» как о самостоятельном  разделе  элементарной геометрии. В треугольнике выделяют 6 основных элементов – 3(внутренних) угла А,В,С и 3 соответственно противолежащие им стороны а, b, с.  Кроме того ,элементы треугольника нельзя задать произвольно. Необходимо чтобы выполнялись три « неравенства треугольника»: a<b+с;  b<а+с ; с<а+b.
Углы треугольника связаны более жестким соотношением: А+В+С+=180°

           Центральное место в геометрии треугольника занимают  так называемые  замечательные линии и  точки. К числу таких  линий, изучаемых в школьном курсе геометрии, относятся:  
    • высоты треугольника;

    • медианы треугольника;
    • биссектрисы треугольника.
Добавим к ним  другие   линии:

    • прямая Эйлера;
    • прямая Симсона.
С каждым треугольником связаны четыре точки:
    • точка пересечения серединных перпендикуляров ( центр описанной окружности);

    • точка пересечения высот (ортоцентр);
    • точка пересечения медиан (центр тяжести треугольника);
    • точка пересечения биссектрис (центр вписанной окружности). 
Эти четыре точки называют замечательными точками треугольника.
Добавим к ним некоторые другие  точки:
    • точка Торричелли;
    • окружность девяти точек;
    • точка Брокара.
Замечательные линии треугольника
Высотой треугольника называется перпендикуляр, опущенный из любой вершины треугольника на противолежащую сторону или на  ее продолжение( сторона, на которую опускается перпендикуляр, называется в этом случае основанием  треугольника).   Любой треугольник   имеет три высоты.
В тупоугольном треугольнике АВС ( рис.1 ) две высоты СF и ВЕ падают на продолжение сторон и лежат вне треугольника; третья АД – внутри треугольника.

                                                                                 АD, ВЕ, СF – высоты ∆ АВС.
                                                                                 Высота тр-ка опущенная на сторону а,  ha
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                                                                                  ha=2√p(p-a)(p-b(p-c)  ,       p=a+b+c
                                                                                                   a                                2
             Рис.1

В остроугольном треугольнике  (рис.2 ) все три высоты лежат внутри треугольника.
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            Рис.2

В прямоугольном треугольнике (рис.3) катеты  служат и высотами.
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           Рис.3

Медианой треугольника называется отрезок, соединяющий любую вершину треугольника с серединой  противоположной стороны. Любой  треугольник имеет три медианы.
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                                                                                                 АD, ВЕ, СF – медианы ∆ АВС.
                                                                                                 Медиана, соединяющая вершину А с                                   
                                                                                                  серединой стороны а,  ma.
                                                                                                   ma=1/2√2b2+2c2-a2

         Рис.4
Биссектрисой треугольника называется отрезок биссектрисы любого угла от вершины до пересечения с противоположной стороной. Любой треугольник имеет три биссектрисы.
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                                                                                                СF, АD, BE - биссектрисы ∆ АВС.  

                                                                                                 Биссектриса угла  А,  la.
                                                                                                   la =   _2___ √bcp(p-a),   

                                                                                                           b+c                                                                                                                                                      
 Рис.5
Биссектриса делит противоположную сторону на части, пропорциональные прилежащим к ней сторонам.

                  АЕ:ЕС=АВ:ВС

Малоизвестное  свойство  биссектрисы треугольника

   Теорема. Пусть биссектрисы AL1,BL2,CL3 треугольника  АВС (рис.1)  пересекаются в точке I (договоримся точку пересечения биссектрис треугольника далее  обозначать этой буквой). Тогда

                          AL = b+c ,      BL = a+c  ,     CL = a+b

                          I L1        a          I L2      b          I L3       c

Доказательство.
АI1 – биссектриса треугольника АВС. Известно ,что  b  =    x         ,откуда   х=   ab
                                                                                          c        a-x                             b+c
Из того , что СI – биссектриса треугольника AI1C , используя полученное выражение для  х,

Получим:

                  AI = b = b(b+c) = b+c
                  I L1  x       ab          b    .
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                                                        Рис.1

Теорема о медианах треугольника

Теорема. Медианы  треугольника делят его на шесть треугольников, площади  которых равны. 

                                                                                                      [image: image7.png]



Дано: ∆АВС,  АА1, ВВ1, СС1 – медианы.

Доказать: S1 = S2 =S3 =S4 = S5 =S6.

Доказательство.
1.Рассмотрим  ∆А1ОВ и ∆А1ОС. Так как  ВА1 = А1С и высота у этих треугольников общая, то 

S1 = S2.  Аналогично S3 =S4 ;  S5 = S6. 

2. Рассмотрим ∆ АВВ1   и  ∆ В1ВС.   Так как АВ1 = В1С         и высота у них общая, то 

S∆ABB1 = S∆B1 BС,  т.е.  S4+S5+S6 = S1+S2+ S3 .

Так как  S3 = S4 ,то  S5 + S6 = S1 +S2. а так как S5 = S6 и S1 = S2, то 2S5 = 2S1 → S5 = S1 или
2S6 = 2S1 →S6 = S1, и S1 = S2  = S5 =S6.
Аналогично, рассмотрев ∆ ВСС1 и ∆ АСС1, получим 

                          S1 = S2 =S3 = S4 =S5 = S6, что и требовалось доказать.

Задачи,  относящиеся к расположению биссектрис, медиан и высот треугольника.

Задача1. По углам А и В треугольника АВС (∟А < ∟В) определите угол между высотой и биссектрисой, проведенными из вершины С.

Решение.

Пусть СD – высота, СЕ – биссектриса, ∟ВСD = 90° - ∟В,  ∟ВСЕ =  180° - ∟А - ∟В
                                                                                                                                 2.

Следовательно ,∟DСЕ = ∟В - ∟А
                                                  2         .

Задача2.Какая из высот треугольника наименьшая?

Решение.
Пусть О – точка пересечения высот треугольника АВС. (рис.2) .Если АС<АВ, то ∟С > ∟В.

Окружность с диаметром ВС пройдет через точки  F и G. Учитывая , что из двух хорд  меньше та, на которую опирается меньший вписанный угол, получаем, что СG < BF, то, есть меньше та высота, которая опущена на большую сторону.
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                                              Рис.2

Задача3. К какой из вершин треугольника ближе расположена точка пересечения биссектрис?

Решение.
Пусть О - точка пересечения биссектрис треугольника АВС. (рис.3)Воспользуемся тем , что

против большей стороны треугольника лежит больший угол. Если АВ>ВС, то ∟А < ∟С и, следовательно, ∟ОАD < ∟ОСD. Поэтому ОС < ОА, то есть центр О вписанной окружности лежит ближе к вершине , расположенной против большей стороны.
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                                            Рис.3

Замечательные точки треугольника

1.Свойства медиан треугольника.
Теорема. Все три медианы треугольника пересекаются в одной точке ( являющейся центром тяжести треугольника).

Пусть в треугольнике АВС (рис.1) АD и ВЕ – медианы, пересекающиеся в точке О. Докажем, что и отрезок NС, проходящий через третью вершину  этого треугольника и точку О,  будет также  медианой, т.е. АN = NВ.

Для доказательства через точку Е проведем ЕF║АD, тогда СF = FD. Разделим отрезок ВD пополам; пусть DК = КВ. получим  n1 = n2 = n3 = n4, как половины равных отрезков СD и ВD.

Через точку К проведем КS║АD; тогда m1= m2 =m3, так как КS║ОD║ЕF и  n4 = n3 = n2.
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   А                                                     С
                                                   Рис.1

Через точки S и Е проведем SР║ОN и ЕQ║ОN, тогда  l4 = l3 = l2, так как  SР║ОN║ЕQ и m3 = m2 =m1. Кроме того, l2 = l1, так как АЕ = ЕС и ЕQ║СN. Отсюда l4 = l3 = l2 = l1, но l4 + l3 =NB, a
l2 + l1 =NA.
Следовательно, АN = NВ, т.е. NС является также медианой треугольника АВС.

Таким образом, все три медианы пересекаются в одной точке.

Кроме, того, мы видим ,что отрезок ОЕ составляет 1/3 ВЕ. Аналогично можно доказать, что отрезок ОN составляет 1/3 СN и отрезок ОD составляет 1/3 АD. Таким образом, точка пересечения медиан в треугольнике отделяет от каждой медианы третью часть, считая от соответствующей стороны.
2.Следствие. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке ( являющейся центром вписанного круга).

Обозначим  буквой О точку пересечения биссектрис АА1 и ВВ1 треугольника АВС и проведем из этой точки перпендикуляры ОК , ОL и ОМ соответственно к прямым АВ,ВС и СА (рис.2).

По теореме( каждая точка биссектрисы неразвернутого угла равноудалена от его сторон.) имеем что ОК = ОМ и ОК = ОL. Поэтому ОМ = ОL, т.е. точка О равноудалена от сторон угла АСВ и ,значит лежит на биссектрисе СС1 этого угла. Следовательно все три биссектрисы треугольника АВС пересекаются в одной точке, что и требовалось доказать.
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                     Рис.2 

3.Следствие. Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке( служащей центром описанного круга) .
Обозначим точкой О точку пересечения серединных перпендикуляров m и n к сторонам АВ и ВС треугольника АВС.(рис3). По теореме( каждая точка серединного перпендикуляра к отрезку равноудалена от концов этого отрезка) ОВ = ОА и ОВ = ОС. Поэтому ОА = ОС, т.е. точка О равно удалена от концов отрезка АС и, Значит , лежит на серединном перпендикуляре p к этому отрезку. Следовательно, все три серединных перпендикуляра m,n,p к сторонам треугольника АВС пересекаются в точке О.
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                                           Рис.3

4.Теорема. Высоты треугольника (или их продолжения) пересекаются в одной точке (называемой ортоцентром; в тупоугольном треугольнике ортоцентр лежит вне тр-ка; в прямоугольном он совпадает с вершиной прямого угла).

Доказательство.

Рассмотрим произвольный треугольник АВС и докажем, что прямые АА1,ВВ1 и СС1 содержащие его высоты пересекаются в одной точке.(рис.4). Проведем через каждую вершину треугольника АВС прямую, параллельную противоположной стороне. Получим треугольник А2В2С2. Точки А, В,и С являются серединами сторон этого треугольника.

Действительно АВ =А2С и АВ =СВ2  как противоположные стороны параллелограммов АВА2С

и АВСВ2, поэтому А2С = СВ2. Аналогично С2А = АВ2и С2В = ВА2. Кроме того, как следует из построения, СС1 | А2В2,  АА1 | В2С2  и ВВ1 | А2С2. Таким образом , прямые АА1, ВВ1 и СС1 являются  серединными перпендикулярами к сторонам треугольника А2В2С2.Следовательно они пересекаются в одной точке.
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                                              Рис.4

Точка Брокара
Как известно, внутри  каждого треугольника АВС существует такая точка Р, что 

∟РАС = ∟РВА =∟РСВ, обозначим этот угол через δ. Известно также, что δ≤30° и 

                           ctgδ = ctgA + ctgB+ctgC/

Нас заинтересовал вопрос, может ли точка Р лежать на биссектрисе, на медиане, на высоте или на двух из них. Легко убедиться в том, что если точка Р – центр описанной окружности, или центр вписанной окружности, или ортоцентр, то то  треугольник правильный. Рассмотрим случай, когда Р – точка пересечения медиан.

Теорема 1. Если точка Брокара Р есть точка пересечения медиан, то треугольник правильный.
Доказательство.
Так как ∆АРD ~ ∆ВАD, то АD: ВD = РD :АD, АD2 = ВD·РD = ВD· ВD ,    ВD = АD√3 и АD = DС.
                                                                                                                    3

Тогда ВD = DС√3 и ВD2 =DС2·3. перепишем последнее равенство в таком виде : 

ВD : DС = DС:ВD

  3                                Из этой пропорции следует, что треугольники DВС и DСР подобны. Значит

∟DВС = ∟DСР. Получаем: ∟В = ∟С и АВ = АС. Аналогично можно доказать , что АВ = ВС.

(рис.5)
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                                            Рис.5

Рассмотрим теперь случай, когда точка Р лежит двух линиях разного названия.

Теорема2. Если точка Брокара Р  является пересечением медианы СМ с биссектрисой АЕ(рис.6), то треугольник АВС правильный.

Доказательство.

Так как ВР =АР, то отрезок РМ в треугольнике АВР служит  как медианой, так и высотой. Но тогда отрезок СМ в треугольнике АВС также служит высотой и медианой, а значит и биссектрисой, следовательно, точка Р – пересечение биссектрис, треугольник АВС правильны
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                                            Рис.6

Теорема3. Если точка Брокара Р является точкой пересечения медианы СМ с высотой ВDто треугольник АВС правильный.

Доказательство.

Из подобия треугольников МВР и МСВ следует, что МВ:МС = МР:МВ или МВ2=МС·МР, но по условию МВ =МА, тогда МА2=МС·МР и МА:МС = МР:МА. Следовательно ∆АМР~ ∆СМА и ∟МАР = ∟МСА, а значит ∟А = ∟С, АВ =ВС, Р – точка пересечения медиан(рис.7), т.е. треугольник АВС правильный.
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                            Рис.7

Окружность девяти точек
Пусть в треугольнике АВС (рис.8) Н –точка пересечения высот треугольника; точки А1, В1, С1 обозначают основания высот; А2,В2,С2, - середины соответствующих сторон; А3, В3,С3  -  АН, ВН, СН.. Тогда точки А1, В1, С1, А2, В2, С2, А3, В3, С3  лежат на одной окружности, называемой окружностью девяти точек или окружностью Эйлера.
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                                                     Рис.8 

Действительно А3В2 – средняя линия треугольника АНС, следовательно А3В2 ║СС1. 
В2А2 – средняя линия треугольника АВС, следовательно, В2А2 ║ АВ. Так как СС1 | АВ, то ∟А3В2А2 = 90°. Аналогично ∟А3С2А2 = 90°. Поэтому точки А2, В2, С2,А3  лежат на одной окружности  с диаметром А2А3. Так как АА1 | ВС, то точка  А1 также принадлежит этой окружности. Таким образом,  точки А1 и А3 лежат на окружности, описанной около треугольника А2В2С2. Аналогичным образом  показывается, что точки В1 и В3, С1 и,С3 лежат на  этой окружности. Значит, все  девять точек лежат на  этой окружности.

Прямая Эйлера.
В треугольнике центр описанной окружности, точка пересечения медиан, точка пересечения высот и центр окружности девяти точек  лежат на одной прямой, называемой прямой Эйлера. При этом центр  окружности девяти точек лежит посередине между  центром пересечения высот и центром описанной окружности .
Действительно, пусть в треугольнике АВС (рис.9) точка О – центр описанной окружности ; G – точка пересечения медиан; Р  -точка пересечения высот. Требуется доказать, что точки G, О, Н – лежат на одной прямой и центр окружности девяти точек  N делит отрезок ОН пополам.                

Рассмотрим гомотетию с центром в точке G и коэффициентом 0,5. Вершины А,В,С треугольника АВС перейдут соответственно в точки А2, В2,С2.Высоты треугольника АВС перейдут  в высоты треугольника А2В2С2, следовательно, точка Н перейдет в точку О. Поэтому 
Точки О, G, Н будут лежать на одной прямой .
Покажем, что середина N отрезка ОН является центром окружности девяти точек. Действительно, С1С2 – хорда окружности девяти точек. Поэтому серединный перпендикуляр к этой хорде является частью диаметра  и пересекает ОН в середине N. Аналогично, серединный перпендикуляр к хорде В1В2 является частью  диаметра и пересекает ОН в той же точке  N. Значит , N – центр окружности девяти точек. 
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