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В работе рассмотрены различные подходы к решению уравнений с модулем.
Определение:  Модулем числа a называется расстояние на координатной прямой от начала отсчета до числа а.

Свойство: │а│=  а ,если а ≥ 0 и │а│=  -а, если а < 0.
Примеры.

1 часть.
№1.  |x| = 3

                                       x
─•───•───•────→
  -3       0        3
         x = 3    или    x = -3

Ответ: 3; -3.
№2.  |x| = 2,5
         x = 2,5    или    х = -2,5

Ответ: 2,5; -2,5.

№3.   |x| = -7
          -7 < 0, значит уравнениене имеет корней.

Ответ: корней нет.

№4.   |2x-8| = 24

2x-8 = 24    или    2x-8 = -24

2x = 32                  2x = -16

x = 16                    x=-8

Ответ: 16; -8.

№5.   |12-5x| = 1

12-5x = 1    или    12-5x = -1
-5x = -11               -5x = -13
x = 2,2                   x = 2,6

Ответ: 2,2; 2,6.

№6.   |10x-2,5| = 46

10x-2,5 = 46    или    10x-2,5 =  -46

10x = 48,5                  10x = -43,5
x = 4,85                      x = -4,35
Ответ: 4,85; -4,35.

2 часть.

№1.   |2x-5|+x = 4          
1) Если 2х-5 ≥ 0,

              2х ≥ 5

              х ≥ 2,5, то  2х-5+х = 4

                                 3х = 9

                                 х = 3 (удовлетворяет условию х ≥ 2,5). 

2) Если 2х-5 < 0

                    х < 2,5, то  -2х+5+х = 4

                                       -х = -1
                                        х = 1 (удовлетворяет условию x < 2,5).
Ответ: 3; 1.

№2.   |7-х|+3х = 9+4х
1) Если 7-х ≥ 0

              х < 7, то  7-х+3х = 9+4х

                              -2х = 2

                               x = -1 (удовлетворяет условию х < 7).
2) Если 7-х < 0
              х > 7, то   х-7+3х = 9+4х

                               0х =16 − ложно, значит уравнение не имеет корней.

Ответ: -1.
№3.    3х-4 = 2-|5х+1| 
1) Если 5х+1 ≥ 0

              5х ≥ -1

              х ≥ -0,2, то  3х-4 = 2-(5х+1)

                                  3х-4 = 2-5х-1
                                  8х = 5

                                  x = 0,625 (удовлетворяет условию х ≥ -0,2).
2) Если 5х+1 < 0

               х < -0,2, то   3х-4 = 2-(-5х-1) 

                                    3х-4 = 2+5х+1

                                    -2х = 7

                                     x = -3,5 (удовлетворяет условию х<-0,2).
Ответ: 0,625; -3,5.

№4.   45-|2х-25|+х=4х               

1) Если 2х-25≥0

              2х≥25 
              х ≥ 12,5, то  45-(2х-25)+х = 4х

                                 45-2х+25+х-4х = 0

                                 -5х =  -70

                                  х = 14 (удовлетворяет условию х ≥ 12,5).
2) Если 2х-25 < 0

               х < 12,5, то  45-(-2х+25)+x = 4х

                                    45+2х-25+х-4х = 0

                                    -х = -20

                                     х = 20 (не удовлетворяет условию х < 12,5, значит не является                       корнем исходного уравнения).
Ответ: 14.

№5.    х+|0,2х-1| = 5

1) Если 0,2х-1 ≥ 0

              0,2х ≥ 1

              х ≥ 5, то   х+0,2х-1= 5

                              1,2х = 6

                               x = 5 (удовлетворяет условию х ≥ 5).
2) Если 0,2х-1 < 0

              х < 5, то  х-0,2х+1= 5
                              0,8х = 4

                              x =5 (не удовлетворяет условию х<5, но является корнем исходного уравнения см. п.1).
Ответ: 5. 

3 часть.

 № 1.  2x+|2-4x|+|x+3| = 9-2x
                2-4x = 0      x+3 = 0

                -4x = -2       x = -3

                x = 0,5

2-4x           +                   +                        -           х         
  ─────────•─────────•───────→                      
                           -3                      0,5                      
x+3             -                   +                        +          х
  ─────────•─────────•───────→
                           -3                      0,5
1) Если x < -3, то |2-4x| = 2-4x и |x+3| = -x-3.
   Получаем     2x+2-4x-x-3 = 9-2x
             -3x+2x = 9+1

             -x = 10 

                          x = -10 (удовлетворяет условию x < -3).
2) Если –3 < x < 0,5, то |2-4x| = 2-4x  и  |x+3| = x+3.
Получаем     2x+2-4x+x+3 = 9-2x
                      -x+2x = 9-5

                      x = 4 (не удовлетворяет условию -3< x <0,5, значит не является корнем исходного уравнения).

3) Если x > 0,5, то |2-4x |= 4x-2 и |x+3| = x+3.
   Получаем     2x+4x-2+x+3 = 9-2x
             7x+2x = 8  

                         9x = 8

                         x = 8/9 (удовлетворяет условию x > 0,5).
Ответ: 8/9;  -10.
№ 2.  |5x-1|+|x-4| = 13

          5x-1= 0            x-4 = 0

          x = 0,2              x = 4

5x – 1        -                   +                       +             х
   ─────────•─────────•───────→     
                           0,2                       4 
x-4             -                    -                       +             х
   ─────────•─────────•───────→                          
                           0,2                       4
1) Если x < 0,2, то |5x-1| = -5x+1 и  |x-4| = 4-x .         

    Получаем     -5x+1+4-x = 13 

                          -6x = 8

                          x = -4/3 (удовлетворяет условию  x<0,2).
2) Если 0,2 < x < 4, то |5x-1| = 5x-1  и  |x-4| = 4-x.
   Получаем     5x-1+4-x = 13

             4x = 10

             x = 2,5 (удовлетворяет условию 0,2 < x < 4).
3) Если x > 4, то |5x-1| = 5x-1 и |x-4| = x-4.
   Получаем     5x-1+x-4 = 13

             6x = 18

             x = 3 (не удовлетворяет условию x >4, значит не является корнем исходного уравнения).

Ответ: -4/3; 2,5. 

№ 3.  |25x-4| = |5x+1|
          25x-4 = 0            5x+1 = 0

          25x = 4               5x = -1   

          x = 0,16              x = -0,2

25x-4          -                      -                   +            х
   ─────────•─────────•───────→              

                          -0,2                     0,16
5x+1          -                     +                     +            х
   ─────────•─────────•───────→
                          -0,2                     0,16   
1) Если x < -0,2, то   |25x-4| = 4-25x и    |5x+1| = -5x-1.
   Получаем     4-25x = -5x-1

                         -20x = -5
                         x = 0,25(не удовлетворяет условию x < -0,2, значит не является корнем исходного уравнения).

2) Если -0,2 < x < 0,16, то    |25x-4| = 4-25x и |5x+1| = 5x+1.
   Получаем     4-25x = 5x+1

                         -30x = -3

                         x = 0,1(удовлетворяет условию -0,2 < x < 0,16).
3) Если x > 0,16, то |25x-4| = 25x-4  и  |5x+1| = 5x+1.
   Получаем     25x-4 = 5x+1

                         20x = 5

                         x = 0,25(удовлетворяет условию x>0,16).

  Ответ:0,1; 0,25.

№4.          |9x-18|+2x = |5x+40|

                 9x-18 = 0       5x+40 = 0

                 9x = 18          5x = -40

                 x = 2              x = -8

9x-18       -                      -                      +             х
   ─────────•─────────•───────→     
                            -8                        2
5x+40      -                      +
                 +            х
   ─────────•─────────•───────→     
                            -8                        2
1) Если x < -8, то |9x-18| = 18-9x и |5x+40| = -5x-40.
   Получаем    18-9x+2x = -5x-40

                        -2x = -58

                         x = 29(не удовлетворяет условию x < -8, значит не является корнем исходного уравнения).

2) Если -8 < x < 2, то |9x-18| = 18-9x  и  |5x+40| = 5x+40.
   Получаем    18-9x+2x=5x+40

                        -7x-5x=40-18

                        -12x=22

                         x=-11/6(удовлетворяет условию -8<x<2).

3) Если x >2 , то |9x-18| = 9x-18   и   |5x+40| = 5x+40.
   Получаем    9x-18+2x = 5x+40

                        11x-5x = 40+18

                        6x = 58

                        x = 29/3(удовлетворяет условию x > 2).
 Ответ: -11/6; 29/3.

№5.    |x-1|+|5x-24 |= 2|x+12|

x-1= 0    5x-24 = 0    и    x+12 = 0

x = 1       x = 4,8              x = -12
х-1         -                      -                          +                     +               х
   ─────────•─────────•─────────•───────→                                  
                           -12                       1                       4,8
5х-24       -                       -                        -                        +            х
   ─────────•─────────•─────────•───────→                                         
                           -12                       1                        4,8      
х+12       -                       +                         +                       +           х  
   ─────────•─────────•─────────•───────→
                           -12                       1                        4,8
1) Если x < -12, то |x-1| = 1-x,   |5x-24| = 24-5x  и  |x+12| = -x-12.
   Получаем    1-x+24-5x = 2(-x-12)

                        -6x+25 = -2x-24

                        -4x = -49

                         x = 12,25(не удовлетворяет условию x < -12, значит не является корнем исходного уравнения).
2) Если -12 < x < 1, то |x-1| = 1-x;   |5x-24| = 24-5x   и  |x+12| = x+12.
   Получаем   1-x+24-5x = 2(x+12)

                       -6x+25 = 2x+24

                       -8x = -1

                        x = 0,125(удовлетворяет условию-12 < x < 1).

3) Если 1 < x < 4,8, то |x-1| = x-1;  |5x-24| = 24-5x   и  |x+12| = x+12.
   Получаем    x-1+24-5x = 2(x+12)

                        -4x+23 = 2x+24

                        -6x = 1

                          x = -1/6(не удовлетворяет условию 1 < x < 4,8).

4) Если x > 4,8, то |x-1| = x-1,  |5x-24| = 5x-24   и  |x+12| = x+12.
  Получаем    x-1+5x-24 = 2x+24

                      4x = 49

                       x = 12,25(удовлетворяет условию x > 4,8).

  Ответ:0,125; 12,25.
4 часть.
№1.  ||x+1|+|x-2|| = 0

         |x+1| > 0,     |x-2| > 0, значит |x+1|+|x-2| > 0, тогда
         |x+1|+|x-2|| = |x+1|+|x-2|.
Получаем    |x+1|+|x-2|=0
                     x+1=0       x-2=0

                     x=-1          x=2
х+1        -                       +                        +           х
   ─────────•─────────•───────→         
                            -1                        2

х-2         -                        -                        +           х
   ─────────•─────────•───────→   
                            -1                        2
1) Если x < -1, то |x+1| = -x-1   и   |x-2‌‌‌‌‌‌‌‌| = -x+2.

    Получаем    -x-1-x+2 = 0

                         -2x = -1

                          х = 0,5(не удовлетворяет условию x<-1, значит не является корнем исходного уравнения).

2) Если -1 < x < 2,  то |x+1| = x+1 и |x-2| = 2-x.

    Получаем    x+1+2-x = 0

                         0x = -3 – уравнение не имеет корней.

3) Если x > 2, то |x+1| = x+1;  |x-2| = x-2.

    Получаем    x+1+x-2 = 0

                         2x = 1

                         х=0,5(не удовлетворяет условию x > 2, значит не является корнем исходного уравнения).

Ответ: уравнение не имеет корней.

№2.  ||x-7|+4| = |x+3|

         |x-7| > 0;     4 > 0, значит |x-7|+4 > 0, тогда
         ||x-7|+4| = |x-7|+4.

Получаем    |x-7|+4 = |x+3|

                     x-7 = 0    x+3 = 0

                     x = 7       x = -3
х-7          -                        -                        +            х
   ─────────•─────────•───────→         
                              -3                        7
х+3           -                       +                       +            х      
      ─────────•─────────•───────→         
                               -3                        7
1) Если x < -3, то |x-7| = 7-x   и  |x+3| = -x-3.
    Получаем     7-x+4 = -x-3

                          0x = -14 – уравнение не имеет корней.

2) Если -3 < x < 7, то |x-7| = 7-x и |x+3| = x+3.
    Получаем.    7-x+4 = x+3

                        -2x = 3-11

                        -2x = -8

                        х = 4(удовлетворяет условию -3 < x < 7).

3) Если x > 7, то |x-7| = x-7 и |x+3| = x+3

    Получаем. x-7+4 = x+3

                     0x = 6 – уравнение не имеет корней.

Ответ: 4.

№3.   |x²+1| = |-6-x²|+5x
1) x² > 0, значит x²+1 > 0, тогда |x²+1| = x²+1.
2) –x² ≤ 0, значит -6-x² < 0, тогда |-6-x²| = 6+x².
Получаем x²+1 = 6+x²+5x
                  x²-x²-5x = 6-1

                  -5x = 5

                  х = -1

Ответ: -1.

№4.   ||x²+10|+x²|+3x = 2x²-x+40

1) |x²+10| > 0; x² ≥ 0, тогда |x²+10|+x² > 0, значит

    ||x²+10|+x²| = |x²+10|+x².

2) x²+10 > 0, тогда |x²+10| = x²+10

Получаем x²+10+x²+3x = 2x²-x+40

                  2x²+3x-2x²+x = 40-10

                  4x = 30

                  x = 7,5

Ответ: 7,5

№5  |||x+5|+x²|+4| = x²+12

1) ||x+5|+x²|+4 > 0, значит |||x+5|+x²|+4| = ||x+5|+x²|+4.
2) |x+5|+x² > 0, значит ||x+5|+x²| = |x+5|+x²

Получаем |x+5|+x²+4 = x²+12

                  |x+5| = 8

x+5 = 8 или x+5 = -8

x = 3            x = -13

Ответ: 3; -13.

5 часть. 
№1.  |3x+48| = 3x+48

|a| = a, если a ≥ 0, значит уравнение равносильно неравенству 3x+48 ≥ 0

                      3x ≥ -48

                      x ≥ -16

Ответ: [-16; +∞)

№2.

|5x+1| = -5x-1

|a| = -a, если a < 0, значит уравнение равносильно неравенству 5x+ < 0

                      5x < -1

                      х < -0,2

Ответ: (-∞; -0,2).

№3.   |12x-3| = 3-12x
|a| = -a, если a < 0, значит уравнение равносильно неравенству 12x-3 < 0

                      12x < 3 
                      х < 0,25
Ответ: (-∞; 0,25).
№4.   |7-21x| = 7-21x
|a| = a, если a ≥ 0, значит уравнение равносильно неравенству 7-21x ≥ 0

                      -21x ≥ -7

                      х ≤ ⅓

Ответ: (-∞; ⅓). 
