1. Разложение на множители 
 (или  на слагаемые)
Задача 1. 
Доказать, что  n3+3n2+5n+3 делится на 3 при любом натуральном n. 

Решение:

представим наш многочлен в виде суммы двух слагаемых:

n3+3n2+5n+3=n3+3n2+2n+3n+3=n(n2+3n+2)+3(n+1)=n(n+1)(n+2)+3(n+1)
2. Исключение целой части
числа
Задача 1.
Найти все целые x и y, удовлетворяющие уравнению x+y=xy.
Решение: 
            x+y=xy, <=> x-xy = -y,

         x(1-y) = -y,

         x = -y/(1-y)

            x=y/(y-1)=(y-1+1)/(y-1)=1+(1/(y-1))

            (1/(y-1)) є Z, если y-1=±1

             y-1=1, y=2   , тогда х=0
             y-1=-1, y=0 , тогда х=2.
Ответ: ( 0 ; 2 ) и ( 2 ; 0 ).
3. Равноостаточные  классы
Задача 1.
Доказать, что разность между   квадратом числа, которое не делится на 3, 

и единицей, делится на 3. 

Решение: 
    (3k+1)2-1= 9k2+6k+1-1=9k2+6k,

 (3k+2)2-1= 9k2+12k+4-1=9k2+12k+3. 

4.  Применение теоремы Безу
Теорема Безу: 

Остаток от деления многочлена a0xn+a1xn-1+a2xn-2+…+an-1x+an на двучлен х-а равен значению этого многочлена при х равном а. 

Задача 1.
Доказать, что выражение 35n-2·5n+11n делится на 6 при любом натуральном n.

Решение:

запишем наше выражение в таком виде: 

35n-2·5n+11n=(35n-5n)+(11n-5n), тогда  35n-5n делится на разность оснований степеней, т.е. на 35-5=30, а следовательно, делится и на 6, 11n-5n также делится на разность оснований 11-5=6.
5. Четность и нечетность чисел
Задача 1.

Доказать, что уравнение x2+1974=y2 не имеет решений в целых числах. 
Решение: 
предположим, что уравнение имеет решения в целых числах. Запишем данное уравнение в таком виде: 1974=y2-x2. Так как 1974 четное число, то, чтобы уравнение имело решение, необходимо, чтобы разность y2-x2 была четным числом, а это возможно только тогда, когда x и у числа одинаковой четности, т.е. x и у одновременно четные, или оба нечетные числа. 

6. Квадрат натурального числа
Задача 1.

Доказать, что уравнение 13х2+6=5у2 не имеет решений в целых числах. 
Решение: 
если х=2а, то у=2b, тогда 13·4а2+6=5·4b2. Если x нечетное, то и у нечетное, тогда имеем: 13·(4а2+4а+1)+6=5(4b2+4b+1) 13·4а2+13·4а+13+6=5·4b2+5·4b+5

14=4(5b2+5b-13a2-13a).

7. Бином Ньютона
(х+а)n=cn0xn+cn1xn-1a+cn2xn-2a2+…+cnkxn-kan+…+cnnan 
Задача 1.

Доказать, что 62n+3n+2+3n делится на 11 при всех натуральных n. 
Решение:

62n+3n(9+1)=36n+10 ·3n=(33+3)n+10·3n=33 ·

·А+3n+10·3n=33 ·A+11 ·3n
8. Малая теорема Ферма

Если р число простое, р и а взаимно просты, то ар-1-1 делится на р.
Задача 1.
   Найти остаток от деления 230 на 13.
 Решение: 

   230=226·24=413·16-16·4+16·4=16(413-4)+64

 Первое слагаемое делится на 13

 по теореме  Ферма, а так как  64=13·4+12,

то  остаток от деления равен 12.
9. Последняя  цифра  числа

Задача 1. 

Какой остаток при делении на 5 дает число 33333? 
Решение: 
33333=33332+1 – число оканчивается цифрой 3, остаток от деления на 5 есть 3.

