Введение.
Цель проекта: 

1. Изучить способы составления магических квадратов любого порядка и научиться самостоятельно их составлять; 

2. Собрать материал о латинских и магических квадратах, их свойствах и значении

3. Подобрать задачи на данную тему;
Актуальность данной темы заключается в привлечении молодёжи к  решению занимательных задач по математике, повышении их интереса к новым и загадочным головоломкам. Одной из самых интересных математических головоломок считаются магические квадраты. Для того, чтобы выяснить, знают ли современные школьники, что такое магические квадраты, а так же Судоку и Какуро был  проведен устный опрос. Было опрошено 50 человек относительно Магических квадратов. Опрос показал, что 3 человека знают и могут дать определение магического квадрата; 18 – слышали о магических квадратах; остальные 29 – понятия не имеют о чём идёт речь. Относительно Судоку и Какуро было опрошено 64 ученика этот опрос показал, что 12 человек знают, что такое Судоку и Какуро, при чём среди них 8 – имеют оценку "5" по математике, 4 – "4", и 2 – "3"; 13 человек знают, что такое Судоку и Какуро, но не решают их, причём имеют 2 – оценку "5", 7 –"4" и 4 – "3"; а остальные 39 не знают, что такое Судоку и Какуро и соответственно не решают, их оценки: 4 – "5", 14 – "3" и остальные 30 – "3". Этот опрос показал, что нынешняя молодёжь довольно мало интересуется решением занимательных задач и редко обращается к материалу, находящемуся за пределами школьной программы.
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Представленные в работе материалы являются результатами изучения различных статей журналов, Интернета и специализированных книг. Полученные материалы были скомпонованы и обработаны на компьютере
Теоретическая часть.

ВОЛШЕБСТВО И МАГИЯ В КВАДРАТЕ

В незапамятные времена, научившись считать, люди познали меру коли​чества — число. Вглядываясь в сочетания чисел, они с изумлением увидели, что числа имеют какую-то самостоятельную жизнь, удивительную и полную тайны; тайны необъяснимой и поэтому загадочной и многозначи​тельной... Оказалось, что, располагая числа правильными рядами, один под другим, в случае удачи можно, складывая их слева направо и сверху вниз, каждый раз получать одно и то же число. Наконец, кто-то придумал раз​делить числа линиями так, что каждое из них оказалось в отдельной клетке, как птицы в доме птицелова. Так посвященные увидели квадрат, населен​ный числами, неизвестно что сулящий его владельцу, но, конечно, обла​дающий магической силой. В наше время магические квадраты продолжа​ют привлекать к себе внимание не только специалистов, но и любителей математических игр и развлечений. За последнее столетие значительно возросло число книг по занимательной матема​тике, в которых содержатся головоломки и задачи, связанные с необычными квадратами. Для их успешного решения требуются не столько специ​альные знания, сколько смекалка и умение под​мечать числовые закономерности. Решение таких задач не только доставит удовольствие тем, кто интересуется математикой, но и послужит пре​красной «гимнастикой для ума».
Глава 1   Магические квадраты

1.1 Что такое «магический квадрат»?

Магическим квадратом n-го порядка называ​ется квадратная таблица размером n х n, за​полненная натуральными числами от 1 до n2, суммы которых по всем строкам, столбцам и обеим диагоналям одинаковы. Различают маги​ческие квадраты четного и нечетного порядка (в зависимости oт четности n), Поля таблицы, в которые записывают числа, называются клетками магического квадрата, а сумма чисел, стоя​щих в любой строке, столбце или на диагонали, - его постоянной.
1.2 Из истории развития магических квадратов
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Священные, волшебные, загадочные, таинственные, совершенные… Как только их не называли. - ”Я не знаю ничего более прекрасного в арифметике, чем эти числа, называемые некото​рыми планетными, а другими - магическими»” - писал о них известный французский математик, один из создателей теории чисел Пьер де Ферма. Привлекающие естественной красотой, напол​ненные внутренней гармонией, доступные, но по-прежнему непостижимые, скрывающие за кажу​щейся простотой множество тайн... Знакомьтесь: магические квадраты - удивительные представи​тели воображаемого мира чисел. 
                                                                 Рисунок 1.1
 Название «магические» квадраты получили от арабов, которые усмотрели в их свойствах нечто мистическое и потому принимали квадраты за своеобразные талисманы, защищавшие тех, кто их носит, от многих несчастий. К удивительным квадратам проявляли интерес и средневековые арабские математики, приводившие их примеры в своих сочинениях.                                                                     
Древние греки были знакомы с простейшим (3-го порядка) магическим квадратом. В одном из арабских манускриптов конца VIII в. упоминается его автор (который па самом деле лишь открыл заново то, что было известно за много ве​ков до него) – философ-новопифагорец Апполон из Тиана, живший в начале нашей эры. 

Европейцев с удивительными числовыми ква​дратами познакомил византийский писатель и языковед Мосхопулос. Его работа была первым специальным сочинением на эту тему и содержа​ла примеры магических квадратов разного поряд​ка, составленных самим автором. 

В средневековой Европе, как и на Востоке, магическим квадратам часто приписывали различ​ные мистические свойства. Поэтому не удиви​тельно, что они пользовались особой популярно​стью у прорицателей, астрологов и врачевателей. Бытовало даже поверье, что выгравированный на серебряной пластине магический квадрат защи​щает от чумы.
В начале XVI в знаменитый немецкий художник Альбрехт Дюрер увековечил магический квадрат в искусстве, изобразив 

его на гравюре «Ме​ланхолия» (рис. 1.1). 

Квадрат Дюрера имеет размер 4 х 4 и состав​лен из шестнадцати первых натуральных чисел, сумма которых в каждой строке, столбце и на диагонали равна 34. Оказывается, 34 равны и суммы других четверок чисел: расположенных в центре, в угловых клетках, по бокам центрально​го квадрата (рис. 1.2, а), а также образующих четы​ре равных квадрата, на которые можно разделить исходный квадрат (рис. 1.2, б). А вот числа 15 и 14 в нижней строке квадрата указывают дату создания гравюры - 1514 г. 
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Рисунок 1.2
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В середине XVI в. в Европе появились первые сочинения, в которых магические квадраты пред​стали в качестве объектов математического ис​следования. Так было положено начало их новой жизни. Затем последовало множество других работ, в частности таких известных математиков, как Штифель, Баше, Паскаль, Ферма, Бесси, Эйлер, Гаусс. 

Например, Баше де Мезириак* описал простой графический способ построении квадратов нечет​ного порядка. Последний не раз переоткрывался и, вероятно, был изобретен еще в древности. Отметим, что в XVI-XV1I вв. составлением магиче​ских квадратов занимались с таким же увлечени​ем, с каким сегодня придумывают и разгадывают кроссворды. Любопытно, что именно в одной из книг Баше магические квадраты впервые пред​стали как математическая забава.
Примерно в то же время Пьер де Ферма разработал общий метод построения квадратов четно​го порядка, а Френикль де Бесси** вычислил и построил все различные квадраты 4-го порядка (всего их насчитывается 880). Дальнейшее разви​тие теории магических квадратов оказалось свя​зано с развитием теории чисел и комбинаторики. 

В наше время магические квадраты продолжа​ют привлекать к себе внимание не только специалистов, но и любителей математических игр и развлечений. За последнее столетие значительно возросло число книг по занимательной матема​тике, в которых содержатся головоломки и задачи, связанные с необычными квадратами. Для их успешного решения требуются не столько специ​альные знания, сколько смекалка и умение под​мечать числовые закономерности. Решение таких задач не только доставит удовольствие тем, кто интересуется математикой, но и послужит пре​красной «гимнастикой для ума».

 Магические квадраты возникли в глубокой древности в Китае. Вероятно, самым «старым» из дошедших до нас магических квадратов является таблица Ло Шу (ок. 2200 г. до н. э.). Она имеет размер 3x3 и заполнена натуральными числами от 1 до 9. В этом квадрате сумма чисел в каждой строке, столбце и диагонали равна 15 (рис. 1.3, а). Согласно одной из легенд, прообразом Ло Шу стал узор из связанных черных и белых точек (рис. 1.3, б), украшавший панцирь огромной черепахи, кото​рую встретил однажды на берегу реки Ло-Шуй ми​фический прародитель китайской цивилизации Фуси. Жители Поднебесной считали таблицу Ло Шу священной, у них даже не возникало мысли о составлении аналогичных квадратов большего размера, поэтому последние стали появляться только три тысячелетия спустя.
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Название «магические» квадраты получили от арабов, Из Китая магические квадраты распространи​лись сначала в Индию, затем в Японию и другие страны. На востоке их считали волшебными, полными тайного смысла символами, и использовали при заклинаниях. 
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На рис. 1.4 изображен магический квадрат 4-го порядка, известный еще древним индусам. 
Он интересен тем, что сохраняет свойство 
быть магическим после последовательной 
перестановки строк (столбцов).             Рисунок 1.4
1.3 Разновидности магических квадратов.

Среди множества магических квадратов неко​торые выделяются особыми свойствами: числа, из которых они составлены, удовлетворяют раз​личным дополнительным условиям. 
Так, у изображенного на рис. 1.5 магического ква​драта 5-го порядка суммы пятерок чисел в клетках, расположенных на «разломанных» диагоналях (клетки закрашены одним и тем же цветом), равны постоянной магического квадрата - числу 65. Ква​драт с таким свойством называется совершенным.
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Рисунок 1.5
Легко убедиться в том, что квадрат останется совершенным, если подвергнуть его таким пре​образованиям, как поворот и симметрия. Оказы​вается, существуют и другие преобразования, сохраняющие это свойство. Так, квадрат останет​ся совершенным после того, как его верхнюю стро​ку переставить вниз или левый столбец перенести к правой стороне (либо наоборот, нижнюю строку поместить сверху, а правый столбец - слева).
Отметим другое, следующее отсюда свойство: если расположить рядом два одинаковых квадрата так, чтобы у них была общая сторона, полу​чится своеобразный паркет, в котором числа, ока​завшиеся в любой группе клеток размером 5x5, образуют совершенный квадрат (рис. 1.6).
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Рисунок 1.6

Кстати, упоминавшийся ранее древнеиндий​ский квадрат также является совершенным.
Некоторые магические квадраты отличаются симметричным рисунком. Рассмотрим следую​щий квадрат 5-го порядка (рис. 1.7). Что интерес​ного можно заметить и расстановке образующих его чисел? Во-первых, четные и нечетные числа располагаются симметрично как относительно центра квадрата, так и относительно каждой из его осей симметрии. 
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Рисунок 1.7

Во-вторых, суммы пар чисел, занимающих цен​трально - симметричные клетки, одинаковы и вдвое больше числа, стоящего в центре* (рис. 1.8).
И это не случайно. Натуральные числа   1, 2… 25 являются членами арифметической прогрес​сии. Как известно, суммы членов, равноудаленных от концов прогрессии, равны:
а1 + аn = а2 + аn-1 = ... .
Но именно по этому принципу построены все двенадцать пар чисел. 
Имеем:
1 + 25= 2 + 24 = ... = 12 + 14 = 26 = n2 + 1.
Наконец, оставшееся число 13 - непарное и помещается в центре квадрата. Кроме того, это единственное из двадцати пяти чисел, которое совпадает с номером своей клетки (если прону​меровать все клетки по порядку построчно сверху вниз). 
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Рисунок 1.8
Аналогичными свойствами обладают таблица Ло  Шу и квадрат Дюрера. Вообще квадрат, в котором любые два числа, расположенные симме​трично относительно его центра, дают в сумме одно и то же число, называется симметрическим. (Причем неважно, какого он порядка: четного или нечетного.) Неверно было бы говорить о том, что именно симметрия строения является основным признаком магического квадрата. Вместе с тем она часто определяет его свойства и широко используется при построении магических квадратов.
Укажем, наконец, еще одну интересную осо​бенность выбранного для примера магического квадрата. Все пятерки чисел, стоящих на его «раз​ломанных» диагоналях (рис. 1.9), являются члена​ми арифметических прогрессий с одной и той же разностью d=5, совпадающей с порядком ква​драта (кстати, их суммы обладают таким же свой​ством).
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Рисунок 1.9

Найдите на рис.1.9 еще две пятерки располо​женных рядом чисел, из которых можно соста​вить арифметические прогрессии с разностями d1и d2, отличными от 1. Как связаны между собой числа d, d1 и d2?
Многими интересными свойствами обладает и изображенный на рис. 1.10 магический квадрат 8-го порядка. Например, он делится па четыре рав​ные части - квадраты 4-го порядка, у каждого из которых суммы чисел по всем строкам, столбцам и обеим диагоналям одинаковы и равны 130, что вдвое меньше постоянной магического квадрата.
Его можно разбить также на четыре пары прямоугольников размером 4x2 каждый, располо​женных симметрично относительно центра квад​рата (на рис. 1.10 они закрашены одним и тем же цветом). Суммы пар чисел в соответствующих столбиках таких прямоугольников одинаковы и равны 57 или 73 (например, 1 + 56 = 54 + 3, 46 + 27 = 25 + 48), что дает в сумме 130. А если составить из полученных чисел прямоугольную таблицу, они распределятся в ней симметрично (рис. 1.11).
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Рисунок 1.10
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Рисунок 1.11

Рассмотрим теперь левый верхний квадрат 4-го порядка (рис. 1.10). Сложим числа, располо​женные симметрично относительно его горизон​тальной, а также вертикальной осей симметрии. Суммы снова повторяются и закономерно распо​лагаются в таблицах (рис. 1.12), «скрывая в себе» числа130 и 260.
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Аналогичными свойствами обладают и осталь​ные квадраты, получающиеся при разбиении ис​ходного квадрата на четыре равные части. При​чем с каждым из них связан свой набор из вось​ми чисел, принадлежащих множеству; (43, 47, 51, 55, 56, 58. 72, 74, 75, 79, 83, 87). Легко видеть, что сумма двух любых чисел, «равноудаленных» от его концов, раина   130,   а сумма четверок чисел - 260. Все отмеченные свойства данного магического квадрата, включая рассмотренные выше разбие​ния на квадраты и прямоугольники, являются проявлением особенностей его внутреннего стро​ения, подчиненного закону центральной симме​трии.

Теперь вы и сами можете найти немало инте​ресных свойств этого магического квадрата, раз​бивая его на другие фигуры, например на шест​надцать квадратов размером 2x2, складывая числа, расположенные не в столбик, а по диаго​нали, и т.д.
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Возникают самые разные вопросы, связанные с магическими квадратами. На одни из них отве​ты давно найдены, на другие только предстоит найти. Остановимся подробнее на некоторых про​блемах. 

Ранее отмечалось, что квадрат 3-го порядка яв​ляется самым простым. А почему не существует магический квадрат 2-го порядка?
Квадрат размером 2x2 должен был бы состо​ять из чисел 1, 2, 3, 4, а его постоянная - рав​няться 5. У такого квадрата по две строки, столб​ца и диагонали. Итого шесть. Чтобы квадрат стал магическим, надо представить число 5 в виде суммы двух данных чисел шестью различными способами*, но это сделать невозможно! Ведь та​ких комбинаций всего две: 1+4 и 2 + 3. Как ни расставляй числа в клетках таблицы, их сумма будет равна 5 либо в каждой строке, либо в обо​их столбцах, либо по диагоналям (рис. 1.13), но никак не одновременно.                    
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Рисунок 1.13

Рассматривая магические квадраты разного по​рядка, мы указывали их постоянные, которые, как легко догадаться, однозначно определяются раз​мером соответствующей таблицы. Конечно, при наличии квадрата для небольших значений n заветную сумму можно вычислить непосредствен​но. Но даже нескольких приведенных ранее примеров достаточно, чтобы понять, с увеличением n она быстро растет. А что делать в том случае, когда квадрат еще не построен? Или если нужно проверить, является ли данный квадрат магическим? Да и как составить сам квадрат, не зная его постоянной?
Выведена  общая  формул, позволяющую вы​числить её для квадрата любого порядка. Пусть в таблице размером n х n располагаются натураль​нее числа от 1 до n!. Их сумма S равна

1+2+3+…+n=((1+n2)* n2)/2
Обозначим постоянную магического квадрата буквой s. Тогда

S=s*n= ((1+n2)* n2)/2
откуда
s= ((1+n2)* n2)/2
С давних пор математики стремились решить две основные задачи, связанные с магическими квадратами: найти общий метод их построения и описать все возможные магические квадраты.
Первая задача предполагает более подробное рассмотрение, и не является вопросом, рассматриваемым в данной работе. Отметим лишь, что основы математической теории построения магических квадратов были заложены французскими учеными в XVII в. Поз​же она стала излюбленной темой исследований многих авторов. И хотя для каждого вида квадрата были найдены свои способы решения задачи, пока не известен общий, пригодный для квадратов любого порядка, метод их построения.
Вторая задача также до сих пор не решена, Отчасти это связано с тем, что с увеличением n число магических квадратов стремительно растет. Напри​мер, доказано, что для n = 4 существует 880 раз​личных магических квадратов, для n = 5 - уже около четверти миллиона, а для больших значе​ний n их общее число не найдено.

Не менее удивительно то, что существует всего один; магический квадрат 3-го порядка! Общее число квадратов, которые можно составить из девяти чисел, равно
9! = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 • 9 = 362 880. Среди них есть такие, которые получаются один из другого с помощью поворота на 900, 1800, 2700 вокруг центра квадрата или при симметрии отно​сительно четырех осей. Если найден один маги​ческий квадрат, то каждый из семи квадратов, полученный из него любым из указанных спосо​бов, не следует рассматривать как новый вариант искомого квадрата. Как известно, от перестановки мест слагаемых сумма не меняется. В данном случае важна сумма, а не порядок расстановки сла​гаемых. Так что все восемь квадратов представля​ют по сути один квадрат. Отбросив все «ложные» варианты, получим интересующее нас число рас​становок чисел в таблице размером 3 х 3, а имен​но 362 880: 8 = 45 360, и только одна из комбина​ций соответствует магическому квадрату!
Как же ее найти? Оказывается, это не такая уж сложная задача. Для начала представим число 15 в виде сумм троек натуральных чисел от 1 до 9. Получим следующие восемь комбинаций.
1+5+9     2+6+7
1+6+8     3+4+8
2+4+9     3+5+7
 2+5+8   4+5+6
Теперь тройки чисел надо разместить соответ​ствующим образом в клетках квадрата. Замечаем, что число 5 входит сразу в четыре суммы. Зна​чит, содержащая его клетка должна находиться на пересечении четырех прямых рядов. В квадра​те размером 3x3 этому условию удовлетворяет только одна клетка - центральная (рис. 1.14, а).
Нетрудно сообразить: любые два числа, попав​шие в одну тройку с числом 5, должны разме​щаться симметрично относительно центра квад​рата. Осталось выяснить, как именно располага​ется конкретная числовая пара: по горизонтали, вертикали или по диагонали?
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Рисунок 1.14
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Будем рассуждать так же, как и раньше. Каж​дое четное число встречается сразу в трех суммах, поэтому четные числа должны попасть в клетки, лежащие на пересечении трех рядов, то есть в углах таблицы (рис. 1.14, б). Наконец, каждое из оставшиеся нечетных чисел входит в суммы  дважды, их место - в средних клетках по краям квад​рата (рис. 1.14 ,в).
Следуя найденным принципам, легко распре​делить все девять чисел. 
Интересны и другие задачи на построение ма​гических квадратов: состоящих из заданных чи​сел, обладающих определенными свойствами и т.д. Такова, например, задача на составление ква​дратов из простых чисел,
Ее возможное решение приведено на рис. 1.15. Любопытно, что все подобранные числа заканчиваются цифрой 7. Сумма чисел, стоящих, в каждой строке, столбце и на обеих диагоналях таблицы, равна 798. Ее нельзя вычислить с по​мощью формулы постоянной s магического ква​драта, поскольку числа не являются членами арифметической прогрессии, и это осложняет поиски решения.
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Рисунок 1.15 Рисунок 1.16
На рис. 1.16 изображен ещё один квадрат из про​стых чисел: одно- и двузначных. Его постоянная выглядит «скромнее» и равна всего 120. -Трудней построить магический квадрат из пер​вых п2 простых чисел. В начале XX в. было дока​зано, что наименьший такой квадрат имеет размер 12 х 12. Правда, при его составлении било сдела​но исключение: число 2 заменено единицей. 
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Иногда рассматривают магические квадраты не с суммами, а с произведениями чисел. Например, изображенный на рис. 17 квадрат 3-го порядка составлен из первых девяти членов геометричес​кой прогрессии 1, 2, ... . В нем произведения чисел по всем строкам, столбцам и обеим диаго​налям одинаковы и равны 4096. Легко видеть, что данный квадрат является симметрическим: произведение двух любых чисел из центрально-симметричных клеток равно 256.
Рисунок 1.17

Задачу можно обобщить на случай магическо​го квадрата, составленного из чисел а, аq, аq2,..., aq8. Как его построить с помощью полученных ранее знаний? Обращает на себя внимание пока​затель степени qm он последовательно прини​мает целые значения от 0 до 8. Сравните их с числами из таблицы Ло шу. Отличие только одно - вместо числа 9 присутствует 0, но оно приводит к следующему предположению: квад​раты аналогичны по структуре и должны стро​иться одним и тем же способом. А он нам уже известен. Составим сначала таблицу из чисел 0, 1, ..., 8 (рис. 1.18, а), затем соответствующий ква​драт из чисел а, аq, аq2, ..., aqs (рис. 1.18, б). Убе​дитесь в том, что он [image: image24.png]
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магический.
            
 Рисунок 1.18

Отметим, что задачу можно было решить иначе. Сначала, опираясь на свойства геометрической прогрессии   (Ьп),  а именно,

b1*bn=b2*bn-1=…и

b2n=bn-m*bn+m, где 1 ≤ m ≤ n – 1

[image: image26.png]


вычислить постоянную s квадрата:

Затем, используя правило умножения степеней с одинаковым основанием, представить выраже​ние а3q12 восемью способами в виде произведе​ния трех из множителей а, аq, aq2, ..., aq8 и рас​пределить последние в клетках квадрата, рассуж​дая подобно тому, как это делалось при постро​ении таблицы Ло Шу.
Помимо квадратов, существуют и другие маги​ческие фигуры. Одна из них - магический шести​угольник 3-го порядка (на каждой его стороне по три числа), составленный из первых девятнадцати натуральных чисел (рис. 1.19). В нем пять рядов и десять диагоналей (по пять в каждом на​правлении), все пятнадцать сумм чисел одинаковы, постоянная шестиугольника S0=(1+2+…+19)/5=38
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                                               Рисунок 1.19

Интересно, что магический шестиугольник 3-го порядка существует в единственном экземп​ляре (с точностью до поворотов и отражений), как и его «младший брат» квадрат. Более того, нельзя построить такой шестиугольник никакого другого  порядка!
Наконец, можно рассматривать трехмерные фигуры из чисел, в частности магический куб – пространственный аналог магического квадрата. Подобный куб размером n х n х n должен быть заполнен натуральными числами от 1 до n3, суммы которых к каждой строке и каждом столб​це произвольного слоя, а также на любой из че​тырех диагоналей куба одинаковы. 
Один из магических кубов 3-го порядка построил Леонард Эйлер. На рис. 1.20 показано, как распреде​лены натуральные числа 1, 2, …, 27 в слоях куба.
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Рисунок 1.20
Глава 2

Заполним магический квадрат.

Известно, что стандартный магический квадрат представляет собой квадратную (n x n) таблицу натуральных чисел от 1 до n2 , расположенных в таком порядке, при котором сумма чисел в каждой строке, каждом столбце и в главных диагоналях равна одному и тому же числу S= n(n2+1)/2, называемому постоянной магического квадрата. Число n называется порядком магического квадрата.

Существует ряд методов построения магических квадратов, один из которых продемонстрируем на примере построения магического квадрата порядка 7 с числами от 1 до 49 (рис. 2.1).
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Рисунок 2.1

Назовём этот метод методом параллельных маршрутов. Он позволяет строить магические квадраты нечётных порядков n≥7, за исключением кратных трем.

[image: image29.png]


[image: image30.png]


[image: image31.png]


[image: image32.wmf](

)

(

)

12

3

3

8

2

3

9

1

q

a

q

a

b

b

S

=

×

=

×

=

Маршруты образуются удлиненными ходами шахматного коня. В начале и конце каждого хода проставляются числа магического  квадрата, как это показано на рисунке 2.2.
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\Очевидно, что прокладка таких маршрутов возможна только на плоскости, превышающей размеры квадрата, сторона которого равна семи клеткам.

Для прокладки маршрута в пределах заданного квадрата поступаем следующим образом.

При пересечении маршрутом стороны квадрата АВ мысленно сворачиваем плоскость в цилиндр, совмещая сторону квадрата АВ со стороной СD. Тогда маршрут, пересекая сторону АВ, одновременно  пересечёт сторону СD и возвратится внутрь квадрата (рис. 2.3, а). При пересечении маршрутом стороны АС поступаем аналогично (рис. 2.3, б). 

После прохождения всех маршрутов (рис. 2.4) клетки внутри квадрата оказываются заполненными, а полученная таблица является интересующим нас магическим квадратом.

Выработать верный маршрут помогает таблица на рис. 2.5.

Она составлена так, что в середине каждой строки стоит число, кратное 7. числа каждого столбца обладают общим свойством: они сравнимы по модулю 7 с первым числом столбца.

   а)      1      3     5     7    2      4      6 

   б)      8    10   12    14   9     11    13

   в)     15   17   19    21  16    18    20
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   е)     36   38   40   42  37    39     41 

   ж)  43  45    47   49  44    46     48 

Рисунок 2.5
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      Рисунок 2.3


Рисунок 2.4.

Каждая строка на рис. 2.5 соответствует схеме, обозначенной той же буквой на рис. 2.4. Так на рис. 2.5 а, б записаны числа 1, 3, 5, 7, 2, 4, 6 и 8, 10, 12, 14, 9, 11, 13. А на рис. 2.4, а, б эти же числа, взятые в той же последовательности, являются остановками первых двух образных маршрутов. Последняя остановка на большинстве схем из рис. 2.4 – это число, кратное 7. Оно выделено шрифтом. На нём осуществляется переход к числу, следующему за тем, что кратно 7: от 7 до 8, от 14 к 15 и т.д. Переходить приходится так же, как ходят шашки, только обязательно из верхней клетки в нижнюю. На рис.2.4 все переходы показаны стрелками от одного числа в кружке до другого. Таким образом, от клетки, где расположено число, кратное 7, открываются две возможности: или «перескочить» к следующему числу и начать от него новый маршрут, или продолжить старый маршрут, ставя на остановках числа соответствующей строки, сравнимые по модулю 7 с числами 2, 4, 6.

Поставив себе цель заполнить квадрат числами так, чтобы он стал магическим, мы совершили запутанное, но увлекательное путешествие по всем клеткам квадрата при этом сами не заметили, как повторили ряд вопросов теории делимости, дойдя до сравнений и непринужденно перескочив с квадрата на цилиндр.

Но с ребятами можно с успехом поиграть в составление магического квадрата. Особенно будет интересен учащимся поиск описанной выше закономерности.

Можно, например, изменить условие построения магического квадрата, поместив начало маршрута не в левом верхнем углу, а в любой другой клетке. Можно направить движение «коня» в другую сторону.

Глава 3
Латинские квадраты
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Латинским квадратом – называется квадрат n x n клеток, в которых написаны числа 1,2,3,…,n, притом, что в каждой строке и каждом столбце встречаются все эти числа по одному разу. На рис. 3.1 изображены два таких латинских квадрата 4 х 4. Они обладают интересной особенностью: если один квадрат наложить на другой, то все пары получившихся чисел оказываются различными. Такие пары 
Рисунок 3.1
латинских квадратов называются ортогональными. Задачу отыскания ортогональных латинских квадратов впервые поставил Л. Эйлер, причем в такой занимательной формулировке: "Среди 36 офицеров поровну уланов, драгунов, гусаров, кирасиров, кавалергардов и кроме того поровну генералов, полковников, майоров, капитанов, поручиков и подпоручиков, причём каждый род войск представлен офицерами всех шести рангов. Можно ли выстроить этих офицеров в каре 6 х 6, так, чтобы в любой колонне и любой шеренге встречались офицеры всех рангов?"

Эйлер не смог найти решения этой задачи. 1901 году было доказано, что такого решения не существует. В то же время Эйлер доказал, ортогональные пары латинских квадратов существуют для всех нечётных значений n которые делятся на 4. Решение задачи Эйлера для 25 офицеров изображено на рис. 3.2. Чин офицера символизирует цвет кружочка в углу каждой из клеток. Здесь особенно хорошо видна связь между задачей Эйлера и латинским квадратом: рода войск соответствуют  числам одного латинского квадрата, а чины (цвета точек) – числа ортогонального ему латинского квадрата. Эйлер выдвинул гипотезу, что для остальных значений n, т.е. если число n при делении на 4 дает остаток 2 ортогонального квадрата не существует. В 1901 году было доказано, что ортогонального квадрата 6 х 6 не существует, и это усиливало справедливость гипотезы Эйлера. Однако в 1959 году с помощью ЭВМ были найдены сначала  ортогональные квадраты 10 : 10 потом 14 : 14, 18 : 18, 22 : 22. А затем было показано, что для любого n кроме6 существует ортогональный квадрат размером n x n.
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Магические и латинские квадраты – близкие родственники. Пусть мы имеем 2 ортогональных латинских квадрата, заполним клетки нового квадрата тех же размеров следующим образом. Поставим туда число  n(a-1)+b, где а – число в такой клетке первого квадрата, а b – число в такой же клетке второго квадрата. Нетрудно понять, что в полученном квадрате суммы чисел в строках и столбцах 
(но не обязательно на диагоналях) будут одинаковы

	Теория латинских квадратов нашла многочисленные  применения как в самой математике, так и в её приложениях. Приведём такой пример: пусть мы хотим испытать 4 сорта пшеницы на урожайность в данной местности, причём хотим учесть влияние степени разреженности посевов и влияние двух видов удобрения. Для этого разобьём квадратный участок земли на 16 делянок (рис.3.3). Первый сорт пшеницы посадим на делянках соответственно сорт – на четырёх делянках соответствующий  следующей полосе и т.д. (на рис. сорт обозначен цветом). При этом максимальная густота посевов пусть на тех делянках, которые соответствуют левому вертикальному столбцу  рисунка и уменьшается при переходе вправо (на рис. этому соответствует уменьшение интенсивности цвета). Цифры те же, стоящие в клетках рис. пусть означают: первая – количество килограмм удобрения первого вида, вносящегося на этот участок, а вторая – количество вносящегося удобрения второго вида. Эти числа на 1 меньше чисел в ортогональном латинском квадрате из рис. 3.1. Нетрудно понять, что при этом реализированны все возможные пары сочетания, как сорта и густоты посева, так и других компонентов: сорта и удобрения, первого вида и второго, густоты и удобрения второго и первого вида. Использование ортогональных латинских квадратов помогает учесть все возможные варианты в экспериментах, в сельском хозяйстве, физике, химии, технике.





























Рисунок 3.2
Глава 
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Судоку и Какуро

4.1Феномен Судоку

Судоку (яп. 数独, дословно означает «числа - рядом») — это головоломка - пазл с числами, ставшая в последнее время очень популярной. Судоку активно публикуют газеты и журналы разных стран мира, сборники судоку издаются большими тиражами. Решение судоку -популярный вид досуга. Судоку - головоломка, получившая огромную популярность совсем недавно. Ее правила предельно просты: дан квадрат из 81 клетки, который в свою очередь состоит из 9 квадратов по 9 клеток. Нужно расставить в клетках числа от 1 до 9 так, чтобы в каждой строке и столбце большого квадрата, а также внутри каждого из малых квадратов числа не повторялись. Часть клеток в начале заполнена, остальное нужно заполнить самостоятельно, используя логику и трезвый расчет. Эта головоломка появилась в американских журналах в конце 70-х годов, в 80-х прижилась в Японии, где получила большое распространение.  В 2004 судоку начали печатать английские газеты, откуда судоку - мания перекинулась на Европу и в Австралию. Наконец, в 2005 эта головоломка триумфально вернулась в США, завершив свой "кругосветный тур". В настоящее время издается множество специализированных журналов и сборников, книг и руководств по их решению, многие газеты печатают судоку наряду с кроссвордами и задачами по шахматам и бриджу.


Так выглядит судоку.

4.2 Правило игры

У головоломки судоку всего одно правило игры. Необходимо заполнить свободные клетки цифрами от 1 до 9 так, чтобы в каждой строке, в каждом столбце и в каждом малом квадрате 3×3 каждая цифра встречалось бы только один раз.

4.3 Разновидности

В последнее время появились и более сложные модификации, чем 9 на 9 клеток. Существуют судоку с размерами 15×15 или даже 16×16, предназначенные для опытных игроков. Кроме того, есть судоку, в которых не указываются отдельные цифры, а только суммы цифр в группах клеток; то есть, само поле разбивается на прямоугольные блоки разных размеров и указывается сумма цифр входящих в каждый блок. Для детей используются судоку меньших размеров, например, 2 на 2.

4.4 Происхождение

Прообраз судоку впервые встречается под именем «Carré latin» («римский квадрат») и был изобретен швейцарским математиком Леонардом Эйлером в 18 веке. Этот квадрат не был разделен на 9 меньших квадратов. Настоящую популярность завоевала судоку (Sūdoku) только в наше время, когда японский журнал Nikoli начал регулярно публиковать на своих страницах эту головоломку. Тогда же она и получила своё сегодняшнее обозначение. С 2005 британская газета «Таймс» стала печатать судоку и прославила её по всей Европе. Сегодня судоку — это обязательный компонент многих газет. Среди них много изданий с многомиллионными тиражами, например, немецкая газета «Цайт» (Die Zeit), австрийский «Стандарт» (Standard). Также публикуют судоку российская газета «Труд» и журнал «Всё ясно».

4.5 Математическая основа

Количество возможных комбинаций в судоку 9×9 составляет по расчётам Бертхама Фельгенхауэра (англ. Bertram Felgenhauer) 6 670 903 752 021 072 936 960.

4.6 Методы поиска решения

Для решения судоку рекомендуется использовать карандаш, поскольку, карандаш можно легко стереть в случае ошибки. Практика решения головоломки приходит постепенно.

Лучший способ решения — записывать числа-кандидаты в вершине левого угла ячейки. После этого можно увидеть именно те числа, которые должны занимать данную ячейку. Играть в судоку нужно медленно, так как это расслабляющая игра. Некоторые головоломки можно решить за несколько минут, но на другие можно потратить часы или, в отдельных случаях, даже дни. Правильно составленная головоломка имеет единственное решение.

Будьте последовательны. Проверяйте ваши действия время от времени. Ошибка в начале может привести к неверному решению всей игры. Если Вы не находите правильного решения, попробуйте решить судоку позже. Иногда решение появляется внезапно, словно озарение.

Сначала смотрите на ряды, столбцы, и блоки 3×3 с наиболее заполненными квадратами: легче решить там, где выбор меньше. При заполнении ячейки, нужно проверить столбец, ряд и блок 3×3. Удостоверьтесь, что все другие 8 чисел, не дублируются. Легче избежать ошибок в начале игры, чем когда в решенной загадке обнаружится противоречие. Если колонка и ряд имеют одну незаполненную ячейку, то заполняйте ее. При заполнении рядов и столбцов, исключите числа, которые уже вписаны.

Когда в судоку несколько открытых ячеек в блоке 3×3 и только одна ячейка подходит для данного числа, то именно это число нужно записать в данную ячейку. Перед заполнением удостоверитесь, что число, которое Вы вписываете в ячейку, не будет встречаться в другой ячейке по столбцу, строке и в блоке 3×3.

Когда три ячейки имеют числа-кандидаты {12, 12, 13}, то число для третьей ячейки должно быть 3. Потому что, если бы это было число 1, то в одной из первых двух ячеек было бы число 2, а в другой не было бы ничего.

Имеются две стратегии, используемые для увеличения скорости решения головоломки. Выберите число, которое было найдено для большинства строк, столбцов или блоков 3×3 в судоку. Для каждого блока 3×3, который не содержит это число, ищутся другие блоки 3×3 в том же самом ряде и столбце блоков 3×3, которые содержат это «наиболее решенное число» и в решаемом блоке, исключаются места, где это число, не может быть вписано в ячейку. Таким образом, найдется единственная ячейка для этого числа.

Пример:
Число 9 встречается шесть раз в 6 блоках 3×3. Таким образом, число 9 можно смело ставить в центральном нижнем блоке 3×3 в верхнем левом углу, а также во втором сверху правом блоке 3×3 в первой ячейке первого ряда. В центральном блоке 3×3 число 9 может стоять только в третьей ячейке второго ряда.

 Пример:
Середина верхнего ряда блоков 3×3 и середина нижнего ряда блоков 3х3 почти полностью заполнены. В середине верхнего блока три нерешенных числа — 1, 4, и 9. Анализируя такую ситуацию, можно вписать число 4 в центр блока, число 1 в правый верхний угол, а число 9 — в левый верхний угол. Аналогично можно поступить в нижним центральным блоком 3×3: в нем отсутствуют числа 6, 8 и 9. Ячейки заполняются последовательно: число 6 ставим в центр, число 9 в нижний правый угол, а число 8 в нижний левый угол. 

Устройте своему мозгу настоящее испытание! Головоломки в стиле судоку вам кажутся элементарными? Тогда протестируйте свой интеллект с еще одной головоломкой японского происхождения – какуро. Какуро считается более сложной головоломкой по сравнению с судоку и требует от игрока отличных математических способностей и умения мыслить логически. 
Ваша цель – вписать цифры от 1 до 9 во все ячейки поля в соответствии с данными подсказками. Цифры в специальных ячейках указывают сумму, которую вы должны составить из вписываемых цифр. Цифры в одной ячейке не должны повторяться! В горизонтальных ячейках цифры должны быть расположены по возрастанию, в вертикальных – по убыванию.
Останавливаться на достигнутом здесь не придется: каждая новая головоломка будет сложнее предыдущей!
Строим сами!

Опираясь на предыдущую главу (№3), используя формулы и способы построения – попробуем составить квадрат 5 – го порядка.
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Просчитав сумму цифр по главным диагоналям, все вертикалям и горизонталям мы получаем число 65. Проверяем по формуле: S= n(n2+1)/2,
Подставляем число являющееся порядком квадрата – в данном случае это-5 (Квадрат 5 – ого порядка):

 S= 5(52+1)/2=65.
Квадрат построен верно!

Но построим квадрат более сложного порядка, на пример одиннадцатого.
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Проверяем: S= 11(112+1)/2=671.

(103+13+55+86+117+27+58+89+10+41+72)=671

Квадрат построен верно!
Глава 5
Гимнастика для ума.

А теперь предлагаем несколько задач на иссле​дование и построение магических фигур.
Волшебные квадраты   4x4
Найдите как можно больше свойств изображен​ных на рис. 21 магических квадратов 4-го порядка.
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                                                 Рисунок 5.1
Магический прямоугольник
Перед вами составленный индийским матема​тиком XIV в. Нарайаной магический прямоуголь​ник размером 4 х 8 (рис. 22). В чем проявляются его магические свойства? Какими еще особенно​стями обладает данный прямоугольник, а также два квадрата размером 4x4, из которых он со​ставлен?
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Арифметическая прогрессия «в квадрате»

Постройте магический квадрат 3-го порядка из первых девяти нечетных чисел. Как построить ана​логичный квадрат из любых девяти последователь​ных членов произвольной арифметической про​грессии, все числа в которой натуральные? Выве​дите формулу постоянной s такого квадрата.
Задача Дьюдени*
Составьте магический квадрат из следующих простых чисел: 1, 7, 13, 31, 37, 43, 61, 67 и 73
Последняя задача и головоломка Франклина – из сборника Г.Э. Дьюдени «Кентербейские головоломки» (1907). Герои книги – паломники, которые, встретившись по воле случая в одной харчевне, желая скоротать время, предлагают друг другу решить занимательные задачи.

Головоломка 

Оксфордского студента

Когда молчаливого и задумчивого Оксфордского студента убедили задать головоломку своим товарищам по путешествию, он сказал:

 - Я тут как–то размышлял над охраняющими от чумы и прочих зол таинственными  талисманами, в которых замешаны магические квадраты. Глубока тайна подобных вещей, а числа таких квадратов воистину можно назвать великими. Но та небольшая загадка, которую я придумал накануне для всей компании, не настолько трудна, чтобы её нельзя было решить, вооружившись немного терпением.
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Затем студент изобразил квадрат (рис. 5.2) и сказал, что его надо разрезать на четыре части (вдоль прямых), из которых можно было бы сложить магический квадрат. 
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Судоку.
Уровень №1
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Уровень №2
Уровень №3
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Уровень №5
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Уровень №4
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Какуро.
Уровень №1
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Заключение

По результатам проведённого мною исследования и полученного материала можно сделать следующие выводы:

1. У чисел есть своя собственная жизнь и свои законы;
2. Магическим квадратом n-го порядка называ​ется квадратная таблица размером n х n, за​полненная натуральными числами от 1 до n2, суммы которых по всем строкам, столбцам и обеим диагоналям одинаковы.
3. Каждый квадрат, определённого порядка строится по своей методике;
4. У каждого квадрата свои свойства и тайны;
5. Латинским квадратом – называется квадрат n x n клеток, в которых написаны числа 1,2,3,…,n, притом, что в каждой строке и каждом столбце встречаются все эти числа по одному разу;
6.Построение магических квадратов является интересным и увлекательным занятием и одновременно служит хорошей гимнастикой для ума, а так же способствует большему интеллектуальному развитию учащихся;
7.Судоку развивает мышление и логику в каждом из нас. Проведенные исследования доказали улучшение памяти, мышления, а также препятствие развитию и даже излечение заболеваний связанных с головным мозгом! (таких, как болезнь Альцгеймера) Поэтому, ученые рекомендуют ежедневно решать головоломки судоку.
Этот проект можно использовать на внеклассных занятиях для более широкого кругозора учеников, и как разминочные задания к началу урока, при подготовке к олимпиадам и интеллектуальным соревнованиям по математике.
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7. Судоку. Спецвыпуск "Какуро" №10 · 20.09.2006
" Клод Гаспар Баше де Мезириак — французский мате�матик. и поэт XVII века. Известен в частности, тем, что перевёл с греческого и издал и 1621 г, "Арифметику* Диофан�та, снабдив книгу подробными комментариями.


" Бернар Френикль де Бесси — французский математик XVII в., занимавшийся в основном теорией чисел.








* Можно сказать иначе; число, стоящее и центральной клетке квадрата, есть среднее арифметическое любой пары чисел из центрально - семеричных клеток.








Слагаемый в сумме не должны повторяться, при этом их порядок не учитывается.








* Генри Эрнест Дьюдени (1857 - 1930) — английский математик, один из основоположников занимательной матема�тики, автор множества увлекательных задач и головоломок.
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    -Откуда лучше начинать
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