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                            Пояснительная записка
        Тема «Решение с модулем» в школьном курсе ограничивается только решением простейших уравнений вида  
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, но встречается в заданиях на ЕНТ и на олимпиадах.  Поэтому возникла необходимость  систематизировать материал по данной теме. Так как  учащимися трудно усваивается определение модуля, как расстояния, и путаются выражение 
«-а» и отрицательное число, то в работе дается геометрическое обоснование понятия «модуля».
Весь материал был собран:

1)  из лекционного курса, пройденного в 6 классе на уроках математики, причем этот курс доступен для усвоения;

2)  из дополнительной литературы.
      3 раздел работы изучен самостоятельно. 

В работе 4 раздела:

1) «Решение уравнений с модулем»: в этом разделе дается определение модуля, нуля модуля;
2) «Решение неравенств, содержащих переменную под знаком модуля»;

3) «Построение графиков функций, содержащих знак модуля»;

4) «Задания для самостоятельного решения», куда вошли тестированные задания, зачетные работы по решению уравнений и неравенств с модулем.

   По структуре разделы состоят из теоретического обоснования решений уравнений, неравенств с модулем, приведены примеры решений и предложены задания для самостоятельной работы. 

    В 4 разделе предложено к самостоятельной работе:

а)  6 уравнений, 2 неравенства, 2 системы и 3 задания на работу с графиками, для которых указаны ответы;
б)  13 заданий разной степени сложности на отработку знаний по теории модулей;

в)   тестированные задания для 5 уравнений, 3 систем уравнений и 4 неравенств с пятью вариантами ответов;

г)   в зачетных работах по решению уравнений и неравенств встречаются задания на «опережение».

   Работа над  прикладным проектом  «Решение с модулем» начата в 6 (политехническом) классе и по мере прохождения тем алгебры материал в работе будет пополняться примерами решений и заданиями для самостоятельной работы.  Прикладной проект планируется завершить в 11 классе.  

              Данный проект ценен тем, что в нем собран теоретический материал по теме, предложены примеры с решениями и  материал для самостоятельной работы. 

   Собранный нами материал будет полезен как учителям, так и ученикам.

                  Решение уравнений с модулем.
Для того чтобы решить любую задачу с модулями, необходимо знать определение модуля числа а (модуль называют абсолютной величиной числа). Его можно дать, например, следующим способом:
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а – называют подмодульным выражением. f(x) и g(x) – функции от х.
Пусть имеем уравнения: 
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 │f(x) │= m
m ≥ 0, то уравнение имеет корни.

m < 0, то уравнение корней не имеет.

· │f(x)│ = g(x)

g(x) ≥ 0, то уравнение имеет корни.

g(x) < 0, то корней нет.

· |f(x)| + │g(x)│ = k
Для решения этого уравнения возникает необходимость ввести определение нуля модуля. Нуль модуля - это значение переменной, при которой подмодульное выражение равно нулю. Нули модуля разбивают прямую на лучи и промежутки, на которых все подмодульные выражения имеют постоянный знак. Надо определить этот знак, и раскрыть все модули, заменяя их подмодульными выражениями то ли со знаком ’’+‘‘, то ли со знаком ’’-‘‘ в зависимости от знака подмодульного выражения. Знак последнего можно определить, подставляя в него точку из промежутка, несовпадающую ни с одним из концов данного промежутка. После этого нужно решить получившееся уравнение (в котором нет модулей) и выбрать решение, принадлежащее данному промежутку. 

Примеры: 1) |9+х|= 5
 Нуль модуля:        9+х = 0

                              х = -9

-(9+х) =5, если х < -9

9+х = 5, если х ≥ -9



         



-(9+х) = 5
9+х = 5

-9-х = 5
х = -9+5

    х = -14(+)
х = -4(+)
Ответ: {-14; -4}   
2)    |х+4|+|х-6|= 7
Нули модулей:    х+4 = 0
х-6 = 0

                            х = -4
 х = 6


-(х-6)-(х+4) = -7, если х ≤ -4
х+4-(х-6) = 7

х+4-(х-6) = 7, если -4 ≤ х < 6
х+4-х+6 = 7

х+4+х-6, если х ≥ 6
0х+10 = 7

-(х+4)-(х-6) = 7
0х = -3(ǿ)

-х-4-х+6 = 7

-2х+2 = 7

-2х = 5

х = -2,5(постор. корень)

х+4+х-6 = 7

2х-2 = 7

х = 4,5(постор. корень)
                          Ответ:  уравнение корней не имеет.

Для того, чтобы решить уравнение вида 
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 нужно исследовать квадратный трёхчлен:

1.  найти нули модуля, т. е. точки, при которых 
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 (х1 и х2 – нули модуля);
2. исследовать знак квадратного трехчлена в зависимости от нулей модуля, разложив его на множители по формуле 
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;
3. в промежутках, в которых он положителен, уравнение приобретает вид: 
[image: image7.wmf](

)

x

f

c

bx

ах

=

+

+

2

,   
[image: image8.wmf]
а в которых отрицателен:  -
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; 
решив эти уравнения, выберем корни в зависимости их принадлежности к промежуткам. 
Пример:   
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Решение:   Нули модулей:  -2; 0; 1; 2.  

При этом 
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  в интервале (-2; 0)  и  
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]0
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 в интервалах (-∞; -2) и (0; +∞); 
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 в интервале (0; 1)  и   
[image: image15.wmf]0

2

f

х

х

+

  в интервалах (-∞; 0) и (1; +∞);
2 – х >0 в интервале  х < 2   и   2 – х< 0  при х > 2.
Таким образом, 
1)  при х ≤-2                
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2)  при 
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3) при 
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, причем  только корень  
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4)  при  
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5)  при х≥2    
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Ответ:   
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Задания:

Записать без знака модуля:

│х+2│; │2+х│; -3│х-4│-х; │6-х│; │6-2х│; │3х-2│+х+2; -2│4-х│+4-х; │х -│х││; │х+2│х││+2х;

 Геометрически модуль а означает расстояние на координатной прямой от точки, изображающей число а, до начала отсчёта. Модуль нуля равен нулю. Если а ≠ 0, то на координатной прямой  2 точки (а) и (-а), равноудалённых от нуля, модули которых равны.

Неравенства, содержащие переменную под знаком модуля.

Пусть А (а) и В (в) – 2 точки координатной прямой. Найдём   

Мы знаем, что, для того, чтобы найти длину отрезка координатной прямой, надо из координаты его правого конца вычесть координату его левого конца. 


Если точка А (а) на координатной прямой расположена левее точки В (в) (рисунок), то в > а и │АВ│= в-а.






Если же точка А (а) находится правее точки В (в) (рисунок), то а >в и │АВ│ = а-в


Если точки А (а) и В (в) совпадают, то а = в и │АВ│ = 0


Эти формулы, учитывая, что модуль │а- в│ = 
│в - а│, можно объединить в одну: 
│АВ│ = │а-в│


Расстояние между двумя точками координатной прямой равно модулю разности координат этих точек.


Пользуясь понятием «расстояние между двумя точками координатной прямой», можно решать неравенства вида:

│х-а│ < в и │х-а│>б
Пример №1.   │х-2│≤3

Сформулируем эту задачу иначе: на координатной прямой найти множество координат точек, расстояние, которых до точки с координатой 2 не больше 3 точек.


Отметим на координатной прямой точку, координата которой равна 2. На 3 единицы от этой точки удалены точки, координаты которых равны -1 и 5 (2-3=-1; 2+3=5).

                      /////////////////

 Все точки заключенные между ними (и только эти точки), удалены от точки с координатой 2 на расстояние меньше, чем 3 единицы. Значит, искомое множество координат точек есть числовой отрезок [-1;5].


Ответ: [-1;5].
Пример № 2 .   │х+3│>5.

Неравенство │х+3│>5 равносильно неравенству │х-(-3)│>5. воспользовавшись координатной прямой, найдём, что на 5 единиц от точки с координатой 3 удалены точки, координаты которых равны -8 и 2. более чем на 5 единиц от точки с координатой -3 удалены те и только те точки, которые расположены левее точки с координатой -8 или правее точки с координатой 2.
/////                                                 //////////



Поэтому множество решений данного неравенства есть объединение двух открытых числовых лучей:[-∞; -8 ] и [2;+∞]

Ответ:[-∞; -8 ] и [2;+∞]
Если рассмотреть решения неравенств в общем виде, то получится следующее:
1)                   | f(х) |< а 
            а>0 

 1 способ:                                                    а<0


найти нули модуля и                                 решений нет, так как

решить 2 системы,                                                       
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  2способ: с помощью 

двойного неравенства 

         -а< f(х)<а

f(х)      f(х)


2)                     | f(х)|>а 


               а>0                                                                        а<0

         1 способ:
найти нуль модуля, решить 2системы                      верно при 
и найти объединение                                                любом  х,  т.е.
 промежутков.                                                             
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2способ: с помощью

2 неравенств.

f(х)>а и f(х)<а
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Задания:

1)  Показать на числовой прямой множество решений уравнения или неравенства.

а)   │х│=  2 (ответ:  х = ±2) ;        б)   │-х│= 2 ответ:  х = ±2);    

     в) │х│<5 (ответ:  х
[image: image31.wmf]Î

(-5; 5);     г)   │х│≤2 (ответ:  Ǿ)

       д)     │х│>-6(вся координатная плоскость)

2)  Где на числовой прямой расположены числа х, если  │х│<2; │х│<3; 2<│х│<3.

Назвать несколько таких чисел и изобразить их на числовой прямой.

Неравенства, содержащие знаки абсолютной величины.

Для решения неравенств вида 


│f1 (x)│+…│fm (x)│- │fm+1(x)│-…-│fn(x)│>g(x)                      (1)
Часто применяется следующий метод (так называемый метод промежутков). Находят ОДЗ неравенство (1), затем находят корни совокупности уравнений (2). Чаще всего эти корни разбивают ОДЗ на некоторое число промежутков. На каждом таком промежутке либо │fI (x)│=

 fI (x), либо │fI (x)│= - fI (x), и = 1, 2…, n. Поэтому на каждом из них неравенство (1) заменяется на другое неравенство, уже не содержащее знаков абсолютной величины и равносильное неравенству (1) в этом промежутке. Затем решают полученные неравенства (каждое на своём промежутке).

Объединение найденных решений даёт все решения неравенства (1). Часто этот метод оформляют так: неравенство (1) равносильно совокупности систем, каждая из которых состоит из условий, задающих промежуток, и неравенства (1). Далее освобождаются от знаков абсолютной величины, учитывая эти условия.
Примеры:

1)   
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Нули модулей:  -1; 2; 3
а)   при х ≤ -1                 
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б)   при  -1≤ х ≤2             -
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в)   при  2 ≤ х ≤ 3            -
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г)   при  х ≥ 3                  
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            Ответ:  
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2)   
[image: image38.wmf]3

3

3

2

2

-

-

-

х

х

х

p

     квадратный трехчлен, стоящий под знаком модуля, обращается в нуль при х = 1; 3. При этом если 
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а)  
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  и при пересечении интервалов  
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б)  
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учитывая все промежутки этого случая, получим 
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       И при этом, окончательный ответ:  (2;5)
                       Кусочно-заданные функции.
Здесь необходимо повторить:

· определение функции

· область определения и область значения функции

· способы задания функции

· виды функций

Задание № 1.

Изобразить график функций, если известно, что при всех неотрицательных значениях х, значение функции равно 1, а при всех отрицательных значениях, функция равна -1.
(Разрывная функция)


      


Если точку разрыва закрасить, то это не будет график функции.

Задание №2.
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Задание №3.
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у = 2х+3 


у = -2х-3
Задание №4.
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Задание №5.
а) 
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     б) 
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Примеры:

1)  
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2)  С помощью формул  

р =
[image: image54.wmf]ï
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    описано изменение температуры воды в баке (в  °С) как функции времени t (в мин). Найти р(20); р(40); р(50); р(60); р(90). Построить график функции р = f (t). Какой физический смысл имеет рассматриваемый процесс в каждом из промежутков: [0; 40];
[40; 60]; [60; 150]?

Самостоятельная работа:

 у = 
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Домашняя работа № 1:

у = 
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Функции, содержащие знак модуля.
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График изображается в виде «угла».
Задание №1.
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График данной функции получается из графика функции у = │х│ смещением точек на 2 единицы вниз. Таким образом у = │х│+m получается из у = │х│ смещением вниз на m  единиц вдоль оси ОУ, если m < 0 и вверх на  m единиц, если m > 0.
Все вместе решаем  у = │х│+3

Самостоятельная работа (с последующей проверкой)

а)  у = │х│- 7

б)   у = 5 -│х│
Задание № 2.
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            или       
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График данной функции  получается из у = │х│ смещением вдоль оси ОХ на 2 единицы вправо (х-2 = 0 при х = 2); у = │х-n│ получается из 
у = │х│ смещением вдоль оси ОХ на n единиц вправо, если n > 0 и на n единиц влево, если n < 0.
Выполняем все вместе:  а)  у = │5-х│    

                                          б)  у = │3х + 9│   (у = 3│х + 3│)  

Самостоятельная работа: 
а)  у = -4 - │х│

б)  у = 2 + │х│

в) у = │4х - 2│ 

Задание № 3.
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           или      
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Задание № 4.
 у = │х+1│+│х-2│


найдём нули модулей:

х+1 = 0
х-2 = 0

х = -1
х = 2


Разобьем числовую прямую на промежутки нулями модулей и исследуем знаки в каждом из промежутков.


у1 = -(х+1) – (х-2) = -х-1-х+2 = -2х + 1
у2 = х+1+(х-2) = х+1-х+2 = 3

у3 = х+1+х-2 = 2х-1
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Домашняя работа № 2:

а) у = │х│ - х  

б) у = 2│х│ + х

в) у = │х│ + 2х 

г) у = │х-4│+│х│-│х-3│
д)  Найти наименьшее значение функции.

 у =│2х+1│-│х-2│       (-8) 
Задание № 5.
а)  Найти наименьшее значение функции.

 у =│2х-4│+ 
[image: image64.wmf](
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       (1)
б)  │у│-│х│ = 4

рассмотрим все случаи для х и у в зависимости от их знаков.

у > 0; х > 0 (I чет.)   
у-х=4



Задачи повышенной сложности:

а) у+│у│ = х

у ≥ 0, то у+у = х


2у = х


у = 
[image: image65.wmf]2

1

х (прям. пропор.)

у < 0, то у-у = х


х = 0 (нижняя часть оси ОУ)

б)  у = х│у│

у ≥ 0, то у = ху, но это уравнение можно преобразовать следующим образом: у-ху = 0


у(1-х) = 0


у = 0 или 1-х = 0


х = 1 (это прямая, параллельная оси ОУ и прох. через точку(1;0))

у < 0, то у = - ух


у+ху = 0


у (у+х)


1+х = 0
х = -1

(т. к. при у < 0)
(прям, ││ оси ОУ и прох.


через точку (-1;0)) 

Домашняя работа № 3:

1) № 1259 (учебник «Алгебра – 7» под редакцией с. А. Теляковского  Москва 1999)
2) Построить график функций: а)  
[image: image66.wmf]х
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            б)  
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 (определить сходство и различие графиков предложенных функций)

Данные задания необходимо рассмотреть после темы: «Построение графика квадратичной функции».
Построить график функции 
1. 
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Характеристические точки:

1. направление ветвей

2. вершина

3. ось симметрии

4. точки пересечения с осями координат
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[image: image72.wmf]
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2.  
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3. 
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По графику вывести алгоритм:
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Алгоритм:

[image: image79.wmf](
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Для того чтобы построить график нужно:
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   для   х ≥ 0
Например:   
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       1)  
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,   х  ≥ 0
                                                   2) ось симметрии
4. 
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         у = │f (х) │

Алгоритм:

1)  у = f (х);  для любого х


Например:  
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5.  
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План: 1)  
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      2)   
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1 алгоритм:  1) у = f (х);   х ≥ 0
                       2) ОУ – ось симметрии
                      3) ОХ – ось симметрии

План:  1)  
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2 алгоритм:  1)  у = f(х)  для любого х

                      2)  ОХ – ось симметрии
                      3)  ОУ – ось симметрии, х ≥ 0
6.  
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План:  1) 
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2) у ≥ 0 оставим и отобразим симметрично относительно оси ОХ

7.  
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План:   1)   
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2) │у│

8.   
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План:  1)  
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             2)  │у│

9.   
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План:  1)  
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             2)  │у│
Задания для самостоятельного решения:

1)   Решить уравнения:

1)   │х+1│-│2х-5│ = 2                       (ответ: {2;4})

2)   │2х+1│-│х-2│ = 1                       (ответ:  {-4;
[image: image99.wmf]3

2

})

3)   │3-2х│-3│х+4│ = 5х+1
(ответ:  {-1})

4)   │2х-1│ = 3-2│х+1│                     (ответ: [-1; 
[image: image100.wmf]2

1

])

5)   │х-2│-1 = │х-3│                         (ответ: х ≥ 3)

6)   3│2х+1│+│2-х│ = 5│х+1│           (ответ:  [- 
[image: image101.wmf]2

1

;2])

7)    
[image: image102.wmf]5
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                     (ответ:  [-3;-2] и [2;3] )

8)    
[image: image103.wmf]1
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9)    
[image: image104.wmf]0

1

1

2

=

+

+

-

х

х

                         (ответ:  -1)

10)  
[image: image105.wmf]2
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[image: image106.wmf])
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2)   Найти среднее арифметическое всех корней уравнения:
││3х-1│-8│ = 2                              (ответ:  
[image: image107.wmf]3

1

)

3)   Решить неравенства:
1) 2│х+1│ < │х-2│+3х+1           ответ:      (-
[image: image108.wmf]4
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;+∞)

2) │х+5│+1 > │2х-5│                 ответ:      (-
[image: image109.wmf]3
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3)  
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4)  
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ответ:    
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4)   Решить системы уравнений и неравенств:
1)   
[image: image114.wmf]ï
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                        ответ:  
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2)    
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                           ответ:  (2; 1); (0; -3); (-6;9)
3)    
[image: image117.wmf]ï
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                          ответ:  
[image: image118.wmf](
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4)   
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                               ответ: (-3;0] и [8;10)

5)   
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                                ответ:   (-2;1] и [5; 7)                       

5)   Найти наибольшее значение функции:
у = │2х+1│-│х-2│                           (-
[image: image121.wmf]2
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                       6)   Построить графики функций:
         а)    
[image: image122.wmf];
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                б)    
[image: image123.wmf].
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№7.   Укажите на координатной прямой множество точек, расстояние которых от точки С(1):

а) равно 3;

в) больше 3; 
д) не больше 5;
б) меньше 3; 
г) равно 5;
        е) не меньше 5. 

№8.   Известно, что расстояние между точками А(х) и В(3,5) координатной прямой:
а) равно 0,5;
в) больше 0,5;
д) не больше 1,5;
б) меньше 0,5;
г)  равно 1,5;
е) не меньше 1,5.
Запишите это в виде равенства или неравенства, используя знак модуля.

№9.   Решите уравнение и неравенства:

а)│х-1│ = 4;
│х-1│< 4;  
│х-1│>4;
б)│х+3│ = 2;       │х+3│< 2;
│х+3│> 2.
№10.   Решите неравенство:

а) │х-5│≤ 1;
в)│х-4│≥3;
д) │х-9│< 
[image: image124.wmf];
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б)  │х+2│≤ 3;
г)│х+1│≥1;
е) │х+7│< 0,25.
№ 11.   Напишите неравенство вида   а≤х≤в,  равносильное неравенству:
а)│х-2│≤5;
в) │х-9│≤ 
[image: image125.wmf];
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б) │х+3│≤1
;
г) │х+8│≤  
[image: image126.wmf].
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№ 12.   Подберите числа а и в так, чтобы множеством решением неравенства │х-а│≤в был числовой отрезок: 
           а) [1;7]        б) [-4;6]

№ 13.   Решите неравенство:

а) │х-8│≤12;
в) │а-5│<  0,01;
б) │у+105│≤6;
г) │в+3│<  
[image: image127.wmf].
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№14.   Докажите, что:
(│х-2│9 ≤ 
[image: image128.wmf]4
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№ 15.   Решите уравнение:

а)  
[image: image131.wmf];
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             б)   
[image: image132.wmf].
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№16.   Решите неравенство:

                а) 4≤│х│≤7;           б) 2<│х-1│<3.
№17.   Зная точки А(n) и В(n+8) координатной прямой, найдите координату х такой точки С, чтобы:
а) 
[image: image133.wmf];
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      б)  
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      в) 
[image: image135.wmf];
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      г) 
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№18.   Множество решений неравенства вида │х-а│<  в изображено на рисунке. Выразите через а координаты х1 и х2 точек P и Q.
                                b                  b
№19.   На рисунке отмечены точки М и Р. Укажите точку, в которой находится начало координат:


                      а
Предлагаемые задания для тестирования:
I. уравнения

1. │х│= -3х-5

А) 
[image: image137.wmf]7
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  В) -
[image: image138.wmf]2

5

  С) -5   Д) 5   Е) -4
2. │х-1│ = 3

А) {-1;4}   В) {4;-2}   С) {-4;3}   Д) {0;-3}   Е) {2;-4}
3. │5-2х│+│х+3│ = 2-3х

А) Ǿ   В) (-∞;+∞)   С) -3   Д) (-∞;-3]   Е) (-2;-5)
4. │х+3│+│2х-1│ = 8

А) {-3; 
[image: image139.wmf]}
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   В) {-3
[image: image140.wmf]3
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;2}   С) [2;+∞)   Д) (-∞;-3
[image: image141.wmf]3
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]   Е) (-2;-5)
5. │5-х│+│х-3│ = 2

А) (-∞;5]   В) [3;5]   С) [5;+∞)   Д)(3;5)   Е) [3;+∞)
II. системы уравнений:

1.   
[image: image142.wmf]î
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А) (0;-3); 
[image: image143.wmf]÷
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   В) (3;0); 
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   С) (0; 3); 
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   Д)  (-3; 3); (0;0) 

Е) (3;0); 
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А) (-1;3); (7;1)   В) (0;5); (-2;8)   С) (-1;-3); (-5;1)   Д) (-1;0); (5;0)   
Е) (1;-3); (-5;-1)
3. 
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А) (10;-5)   В) (2;5)   С) (0;-5)   Д) (5;-3)   Е) (10;5)
     III.  неравенства:  
1)│2х-3│<5

А) (-4;1)   В) (-∞; -4) и (1;+ ∞)   С) (-1;4)   Д) (-∞; -1)   Е) (4;+ ∞)
2) │2х-3│<6 

А) (-∞; -1,5)   В) (-4,5;4,5)   С) (-4,5;1,5)   Д) (-∞; -4,5)   Е) (-1,5;-4,5)
3) 
[image: image149.wmf]4
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А) (-∞;-8) и [2;+ ∞]   В) [2;+ ∞)   С) (-∞; -4] и [2+∞)    Д) (-∞;-4) и (2;+ ∞)
Е) (-∞;-3) и (3;+ ∞)
4) │3х-1│≤2

А) [-
[image: image150.wmf]3
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;1]   В) Ǿ    С) [-3;2]   Д) (-1;3)   Е) [-
[image: image151.wmf]2
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Зачетная работа по решению уравнений, содержащих знак модуля:
1 вариант.  а)   2х + |х + 1| = 7;      б)   |10 - 2х| + |х + 8| = 2 - 3х;

                     в)   |х - 2| - |5 + х| = 3;    г)   
[image: image152.wmf].
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2 вариант.  а)   |х + 3| - 4х = 13;     б)   |16 – 2х| - |х + 1| =4 – 3х;

                     в)   |х - 3| + |6 + х| = 5;   г)  
[image: image153.wmf].
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Зачетная работа по решению неравенств, содержащих знак модуля
1 вариант.  а)    
[image: image154.wmf]1
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[image: image157.wmf].
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2 вариант.    а)    
[image: image158.wmf];
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2

2

3

£

-

+

х

х


Зачетная работа по построению графиков, содержащих знак модуля:
1)   
[image: image162.wmf](
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3)   
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5)    
[image: image166.wmf]х
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