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Аннотация

Целью исследования данной работы являются обратные тригонометрические функции arcsin х, arcсоs х, arctg х, arсctg х их свойства и графики, являющиеся источником глубоких математических познаний курса тригонометрии. Для реализации этой цели были сформулированы следующие задачи:

с помощью дополнительной литературы учебной и, основанной на исторических фактах, познакомится с определениями обратных тригонометрических функций y = arcsin х, y =arcсоs х, y =arctg х, y =arсctg х; изучить их свойства и графики, а также способы доказательства тождеств, содержащих обратные тригонометрические функции;

изучить материалы Единого Национального тестирования прошлых лет.

Для выполнения исследовательской работы была выдвинута гипотеза: если изучить  обратные тригонометрические функции  более подробно и углубленно и представить изученный материал в виде серии занятий, удобных для самостоятельного изучения, то у заинтересовавшихся ребят повысится интерес к математике и результат по этому предмету на Едином Национальном тестировании. 
В проекте рассматриваются определения обратных тригонометрических функций. Для введения, которых используется следующий прием: если  рассматривать функцию у = sin х на определенном промежутке изменения х, например, на промежутке от – 
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),то между х и у имеет место взаимно однозначное соответствие. Тоже самое можно заметить, если рассматривать функцию у = cos х на промежутке от 0 до π (0≤х≤ π), функцию у = tg х на промежутке от –
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  до 
[image: image5.wmf]2

p

, функцию у = ctg х на промежутке от 0 до π. Что означает, что для этих функций имеются обратные тригонометрические функции. Также изучаются графики и свойства обратных тригонометрических функций, для чего приводится подробное исследование этих функций. В проекте представлено множество доказательств тождеств, содержащих обратных тригонометрических функции. Разобраны материалы Единого Национального тестирования, связанные с обратными тригонометрическими функциями. А также  предлагается  сборник заданий, в решении  которых  используется исследуемый объект. 

Актуальность и выбор темы исследования определены следующими факторами:

во-первых, в учебной литературе предлагается довольно сжатая информация по этой теме, а современные требования профильного образования предусматривают более глубокие знания учащихся;

  во-вторых,  учитывая значимость этой темы для математики в целом,  исследовательская работа сориентирована на особые отношения и интерес к ней в  школьных  программах, связанных с подготовкой к олимпийским турнирам и Единому Национальному тестированию.    

   Этот проект расширит кругозор  ребят, интересующихся обратными тригонометрическими функциями и всем, что связано с тригонометрией и математикой, повлияет на развитие логического, творческого и абстрактного мышления. Рекомендуется в работе с олимпийским резервом и подготовке к Единому Национальному тестированию.    

Введение
 В настоящее время не в достаточном  объеме имеется учебного материала в основной литературе для подробного и углубленного изучения обратных тригонометрических функций. Основные учебные источники содержат только определения, так как этого достаточно для решения тригонометрических уравнений и неравенств, а ведь прием доказательства тождеств, содержащих обратные тригонометрические функции, уникален и в школьной программе ни где не изучается, т.е. аналогов ему нет. Следовательно, учащиеся лишены возможности, познакомится с одним из интереснейших способов доказательства тождеств.

Целью исследования данной работы являются обратные тригонометрические функции arcsin х, arcсоs х, arctg х, arсctg х их свойства и графики, являющиеся источником глубоких математических познаний курса тригонометрии. Поэтому были поставлены были поставлены следующие задачи:

1) с помощью дополнительной литературы учебной и, основанной на исторических фактах, познакомится с определениями обратных тригонометрических функций y=arcsin х, y = arcсоs х, y = arctg х, y = arсctg х;
2) используя научные источники изучить свойства и графики обратных тригонометрических функций, а также способы доказательства тождеств, содержащих обратные тригонометрические функции;

3) изучить и проработать  материалы Единого Национального тестирования прошлых лет.

 Была выдвинута следующая гипотеза: если изучить  обратные тригонометрические функции  более подробно и углубленно и представить изученный материал в виде серии занятий, удобных для самостоятельного изучения, то у заинтересовавшихся ребят повысится интерес к математике и результат по  этому предмету на Едином Национальном тестировании. 
Для выполнения поставленных задач, в-первую очередь, необходимо изучить, обобщить и систематизировать теоретический материал, связанный с обратными тригонометрическими функциями. Во-вторых, познакомившись со способом доказательства тождеств, содержащих  обратные тригонометрические функции, научится доказывать такие тождества и проработать материалы Единого Национального тестирования. В-третьих, составить серию занятий для подробного и углубленного изучения  темы:   «Обратные тригонометрические функции». Этот курс ориентировать на учащихся, углубленно изучающих математику, абитуриентов и выпускников и направить на подготовку к успешной сдаче выпускных экзаменов и экзаменов, предлагаемых при поступлении в ВУЗы, а также на повышение мотивации к изучению обратных тригонометрических функций.  
Историческая справка

Потребность в решении треугольников раньше всего возникла в астрономии, и в течение долгого  времени тригонометрия развивалась и изучалась как один из отделов астрономии.

     Насколько известно, способы решения треугольников (сферических) впервые были письменно изложены  греческим астрономом  Гиппархом в середине 2 века до н.э. Сочинение   Гиппарха до нас не дошли. Наивысшими достижениями греческая тригонометрия  обязана Птолемею, создателю геоцентрической системы мира, господствовавшей до Коперника. 

  Греческие астрономы не знали синусов, косинусов, тангенсов. Вместо таблиц этих величин они употребляли таблицу, позволявшие отыскать  хорду окружности по стягиваемой дуге. Дуги измерялись  градусами и минутам; хорды также измерялись градусами (один градус составлял шестидесятую радиуса), минутами и секундами. Это шестидесятеричное подразделение греки заимствовали у вавилонян, а индийцы заимствовали через греков  вавилонское измерение дуг, но вместо хорд они измеряли линии синусов и косинусов. Кроме линий синусов и косинусов, индийские астрономы ввели еще одну величину: обращенный синус ( термин, переведенный на латынь в 12 веке словами  sinus versus) В отличие от sinus versus европейские математики  12-16 вв.часто называли синус sinus rectus (прямой синус), а радиус тригонометрической   окружности sinus totus, т.е. весь(полный) синус.  Градусным  измерением пользовались и ученые стран Ближнего и Среднего Востока, внесшие большой вклад в  развитие тригонометрии.

        Шестидесятеричное градусное измерение, как и шестидесятеричные, дроби, проникло далеко за пределы ассиро-вавилонского царства и получило широкое распространение в странах Азии, Северной Африки и Западной Европы. Они применялись в астрономии и связанной с ней тригонометрии.

        Гиппарх, Птолемей и другие древнегреческие астрономы использовали таблицы, в которых давались величины хорд, соответствующих данным дугам.

   Таблицы, составленные Птолемеем, содержали  хорды всех дуг  через каждые  ½ градуса, вычисленные с точностью до секунды. С помощью интерполяции по ним можно было найти  с той же точностью хорду любой дуги (для  облегчения интерполяции Птолемей дает поправки на одну минуту). При вычислении таблиц Птолемей опирался на открытую им теорему о диагоналях вписанного четырехугольника.

      Буквенные обозначения (в алгебре они появились в конце 16 века) утвердились в тригонометрии лишь в середине 18 века благодаря русскому академику Эйлеру(1707-1783). Этот великий математик придал всей тригонометрии ее современный вид. Величины sinx , cosx и т.д. он рассматривал как функции числа х – радианные меры соответствующего угла. Эйлер давал числу х  всевозможные значения: положительные, отрицательные и даже комплексные.

Он ввел и обратные тригонометрические функции.
Определения

Из соотношения, выражающего у как функцию от х, в некоторых случаях можно получить обратную зависимость, т. Е. соотношение, выражающее х как функцию от у. Для получения функции, обратной по отношению к данной, необходимо, чтобы каждому действительному значению х соответствовало единственное действительное значение у, и, наоборот, каждому действительному значению у соответствовало единственное действительное значение х, т. е. чтобы между х и у существовало взаимно однозначное соответствие.

Тригонометрическая функция у=sin х при условии, что х принимает все возможные действительные значения, обратной функции не имеет, так как в данном случае нет взаимно однозначного соответствия между х и у. В самом деле, в то время как каждому действительному значению х  (угла ) соответствует одно определенное значение у (sin х), каждому действительному значению у (sin х) соответствует бесчисленное множество значений х.

Если же рассматривать функцию у = sin х на определенном промежутке изменения х. например, на промежутке от – 
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), то между х и у имеет место взаимно однозначное соответствие.

Из графика функции у=sin х видно и из определения этой функции следует, что при изменении х от – 
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 (или-900) до
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 (или 900) функция sin х возрастает от -1 до +1, принимая все промежуточные значения. Это означает, что:

1.Каждому углу из промежутка от – 
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соответствует одно определенное значение sin х и это значение sin х по абсолютной величине меньше или равно единице;

2.Двум любым различным значениям угла х из этого промежутка 
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соответствуют два различных значения sin х( это следует из того, что на указанном промежутке изменения х функция sin х возрастающая);

3.Каково бы ни было число у, по абсолютной величине меньшее  единицы существует, и при том только один, угол х из указанного промежутка

синус которого равен у: 

sin х=у.

Следовательно, по отношению к тригонометрической функции

у=sin х,

где х меняется от–
[image: image15.wmf]2

p

 до 
[image: image16.wmf]2

p

 
[image: image17.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

£

£

-

2

2

p

p

x

   , имеется обратная тригонометрическая функция, функциональная зависимость х от у в данном случае выражается с помощью символа следующим образом: х =arcsin у.

Здесь у - аргумент, а х - функция.

Определение1.Арксинусом числа х (arcsin х) называется угол у из промежутка от: –
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синус которого равен х:

sin у = х.

Из сказанного выше следует, что любому числу х(аргументу), по абсолютной величине меньшему или равному единице, всегда соответствует , и притом только одно, значение arcsin х (функции).

Равенство

y = arcsin х,

Читается так:

« у равен арксинусу х».

Из графика функции у = cos х видно и из определения этой функции следует, что при изменении  х от 0 до π функция cos х убывает от +1 до -1, принимая все промежуточные значения. Это означает, что:

1.Каждому углу из промежутка  от 0 до π:

0≤у≤ π

соответствует одно определенное значение cos х и это значение cos х по абсолютной величине меньше или равно единице;

2.Двум любым различным значениям угла х из этого промежутка соответствуют два различных значения cos х( это следует из того, что на указанном промежутке изменения х функция sin х-убывающая);

3.Каково бы ни было число у, по абсолютной величине меньшее  единицы существует, и при том только один, угол х из указанного промежутка

0≤х≤ π

косинус которого равен у: 

соs х = у.

Между х и у на данном промежутке изменения х существует взаимно однозначное соответствие. А это означает, что по отношению к тригонометрической функции у =cos х на промежутке от 0 до π(0≤х≤ π) существует обратная тригонометрическая функция. Обозначается эта функция так: х = arcсоs у.

Определение 2. Арккосинусом числа х (arcсоs х) называется угол у из промежутка от 0 до π:

0≤у≤ π

косинус которого равен х:

sin у = х.

Из сказанного выше следует, что любому числу х(аргументу), по абсолютной величине меньшему или равному единице, всегда соответствует , и притом только одно, значение arcсоs х (функции).

Равенство

y = arcсоs х,

Читается так:

« у равен арккосинусу х».

Из графика тригонометрической функции у = tg х видно и из определения этой функции следует, что при изменении  х от –
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  до 
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 функция tg х возрастает от -∞ до +∞, принимая все действительные значения. Это означает, что между х и у , связанными уравнением у = tg х и неравенствами 
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существует взаимно однозначное соответствие. Отсюда следует, что по отношению к тригонометрической функции у = tg х имеется обратная тригонометрическая функция, которая записывается в таком виде:

x = arctg у

Определение3.Арктангенсом числа х (arctg х ) называется угол у из промежутка от –
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,

тангенс которого равен х.

Из сказанного выше следует, что любому числу х (аргументу),  всегда соответствует, и притом только одно, значение arctg х (функции).

Равенство

y = arctg х,

Читается так:

« у равен арктангенсу х».

Из рассмотрения графика функции у = ctg х на промежутке от 0 до π (0≤х≤ π) видно, что между х и у существует взаимно однозначное соответствие. Следовательно, по отношению к функции у = ctg х на указанном промежутке имеется обратная тригонометрическая функция 

y = arсctg х.

Определение 4. Арккотангенсом числа х (arсctg х) называется угол у из промежутка от 0 до π:

0<у< π,

котангенс, которого равен х.

Из сказанного выше следует, что любому числу х (аргументу) всегда соответствует, и притом только одно, значение arсctg у (функции).

Равенство

y = arсctg х

читается так: «у равен арккотангенсу х».

Упражнения для закрепления

Вычислите:
1. arcsin 0, 
2. arccos 0,
3.  arcsin 1,
4.  arccos 1,
5.  arcsin (-1),
6.  arccos (-)1,
7.  arcsin 
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8. arccos
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9. arcsin 
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Докажите равенство:
1. arcsin 
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3. sin(arcsin x) = x,

4. cos(arccos x) =x.

Вычислите:

1. сos
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4. arcsin
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5. arccos
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7. tg
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8. tg
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9. tg
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10. sin(2arctg3),

11. sin(arcctg(-2),

12. tg(arctg 1+arctg(-1)),

13. tg
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14. tg(arctg 0+arctg(-
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15. tg(arctg0+arctg
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16. tg( 2arctg 1+2 arctg 
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17. tg( 4arctg(-1)+3arctg
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18. tg
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19. tg( arctg 10),

20. tg
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21. tg
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22. ctr
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23. tg
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24. cos( arctgx).
Сравните числа: 

1. 
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 и 
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2. 
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3. 
[image: image60.wmf]2

1

arctg

 и 
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4. arctg (-3) и arctg(-2).

Контрольные вопросы

1. Что означает геометрически arcsin x?

2. Постройте график функции у = arcsin x? Укажите ее область определения и множество значений.

3. Что означает геометрически arccos х?

4. Постройте график функции у = arccos x? Укажите ее область определения и множество значений.

5. Как изменяется функция у = arccos x на отрезке 
[image: image62.wmf][

]
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;
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+
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?

6. Эквивалентны ли выражения: а) у = arccos x и cosу = х; б) у = arcsin x и sin x = у?

7. Эквивалентны ли выражения: а) у = arctg x и tgу = х; б) у = arcctg x и sin x = у?

8. Что называется: а) арктангенсом: б) арккотангенсом?

9. Какой функцией, возрастающей или убывающей, является: а) арктангенс: б) арккотангенс?
Свойства обратных тригонометрических функций
Функция 
[image: image63.wmf]x
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1. Функция  
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 возрастает и принимает все значения из отрезка 
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. Поэтому функция 
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 на отрезке обратима, т.е. имеет обратную функцию 
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(арксинус). Геометрически 
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 означает величину угла (дуги), заключенного в промежутке 
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, синус которого равен 
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2. отметим свойства функции 
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c) Функция нечетная, т.е. 
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d) Функция возрастающая.

3.  Приведем основные значения функции 
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Функция  
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1. Функция  
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cos
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 на отрезке 
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 убывает и принимает все значения из отрезка 
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. Поэтому функция 
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 на отрезке 
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обратима, т.е. имеет обратную функцию
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 (арккосинус). Геометрически 
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 означает величину угла (дуги), заключенного в промежутке 
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, косинус которого равен 
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2. отметим свойства функции 
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c)   Функция четная, т.е. 
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d)   Функция убывающая.

 Приведем основные значения функции 
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Функция  
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1. Функция  
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 на отрезке 
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 возрастает и принимает все числовые значения, т.е.  
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обратима, т.е. имеет обратную функцию 
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(арктангенс). Геометрически 
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 означает величину угла (дуги), заключенного в промежутке
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2. отметим свойства функции 
[image: image120.wmf]arctgx

y

=

:

a) 
[image: image121.wmf](

)

[

]

¥

¥

-

=

;

arctgx

D


b) 
[image: image122.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

2

;

2

p

p

artgx

E


c) Функция нечетная, т.е. 
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d) Функция возрастающая.

3.  Приведем основные значения функции 
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Функция  
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1. Функция  
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 на отрезке 
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 убывает и принимает все числовые значения, т.е. 
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 обратима, т.е. имеет обратную функцию 
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(арккотангенс). Геометрически 
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 означает величину угла (дуги), заключенного в промежутке 
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2. отметим свойства функции 
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c)     Функция четная, т.е. 
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d)     Функция убывающая.

 Приведем основные значения функции 
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Графики обратных тригонометрических функций

1. Построим синусоиду х = sin y. Значения аргумента у (угла) в данном случае откладывается по оси Оу, а соответствующие значения функции х. т. е. sin у, - по оси Ох (черт 1) Выделим (жирной линией) на полученном графике кусок с концами в точках(-1;-
[image: image154.wmf]2

p

) и (1; 
[image: image155.wmf]2

p

). Этот кусок кривой представляет собою график функции у= arcsin х (черт. 2)

2.. Для получения графика функции у =arcos х строим график функции х =  cos у (черт. 3) и выделим часть его с концами в точках(-1;
[image: image156.wmf]p

) и (1;0) (черт. 4).

3. Графиком функции y = arctg x служит ветвь кривой х = tg у, отвечающая промежутку изменения у от -
[image: image157.wmf]2

p

 до 
[image: image158.wmf]2

p

 (черт. 5).

4. Графиком функции y = arcсtg x служит ветвь кривой х =сtg у, отвечающая промежутку изменения у от 0 до ( (черт. 6).

Графики функций y = arcsin x, y = arcos x, y = arctg x, y = arcctg x  симметричны относительно биссектрисы I и III координатных углов соответственно графикам функций:

у = sin x, где -
[image: image159.wmf]2
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(х(
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 ; y = cos x, где 0 (х((
у = tg x,где -
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<х<
[image: image162.wmf]2
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; y = ctg x, где 0<х<(.
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Упражнения для закрепления

Найдите область определения функции:

1. у = arcsin x,

2. у = arcsin (x-1),

3. y = arccos(2x -1),

4. у = arcsin
[image: image163.wmf]2
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,

5. у = arcsin[image: image164.wmf][image: image165.wmf]1
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6. y = arccos
[image: image166.wmf]1
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7. у = arcsin
[image: image167.wmf](

)

х

х

2

2

-

,

8. y = arccos(x-1),
9. 
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10. 
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Основные тождества
Теорема. Каково бы ни было число х, по абсолютной величине меньшее или равное единице, имеем:

аrcsin x + arccos x = 
[image: image170.wmf]2

p

.

Доказательство:

Пусть 

Arcsin x = (.                                                                                                                       (1)

Из этого равенства следует, что 

sin (= x и -
[image: image171.wmf]2

p

≤(≤
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.                                                                                                          (2)

Но cos (
[image: image173.wmf]2
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 - () также равен х, так как  х, cos (
[image: image174.wmf]2
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 - () = sin( . на основании этого имеем:

cos (
[image: image175.wmf]2
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 - () = х.                                                                                                                    (3)

Но -(заключено в том же промежутке, что и (
-
[image: image176.wmf]2
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≤ -(≤
[image: image177.wmf]2
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.

Прибавляя по 
[image: image178.wmf]2

p

 ко всем  членам этого соотношения, получим 

0≤
[image: image179.wmf]2
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-(≤(.                                                                                                                                     (4)

Из соотношений (3) и (4) следует, что 

arccos x = 
[image: image180.wmf]2

p

 - (.                                                                                                                 (5)

Складывая почленно равенства (2) и (2), получим:

аrcsin x + arccos x = 
[image: image181.wmf]2

p

,

что и требовалось доказать.

Доказательство тождеств. Пусть требуется доказать тождество А=В, где А и В – обратные тригонометрические функции или их комбинация.

Непосредственно(прикидкой) выделяем промежуток, в котором лежат значения А и В, а затем берем ту тригонометрическую функцию, которая монотонна на этом промежутке. Тогда из равенства значений этих функций от аргументов А и В будет следовать равенство А=В. Например, если А и В лежат в промежутке  (0;π), то  берем функцию косинус ( а не котангенс). Тогда из равенства  
[image: image182.wmf]B
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(или 
[image: image183.wmf]ctgB
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) следует, что А=В. 

Из нескольких функций, монотонна на данном промежутке, целесообразно выбрать ту, при которой доказываемое тождество сводится к более  простому.

Поясним сказанное следующим примером.

Докажите тождество:

Доказательство: аrcсos 
[image: image184.wmf]3
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Положим аrcсos 
[image: image187.wmf]3
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 = α, arccos
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 = β, так что сos α = 
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 и сos β = 
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. Каждый   из углов α и β принадлежит первой четверти. Требуется доказать, что α – β = 
[image: image191.wmf]6
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.

Найдем sin(α – β), для чего предварительно вычислим sin α = 
[image: image192.wmf]a
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 и sin β = 
[image: image193.wmf]b
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( перед каждым из радикалов берем только знак плюс, так как α и β принадлежит первой четверти). Находим sin α = 
[image: image194.wmf]3
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 и sin β = 
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6

2

5

-

, так что 
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Докажем, что найденное иррациональное выражение равно 
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. Для этого преобразуем «двойную иррациональность» 
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преобразование можно выполнить по формуле 
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(при А=5, В=24); мы получим 
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 Но проще представить подкоренное выражение  
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 в виде 
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. Поскольку каждый из углов α и β лежит в пределах от 0 до 
[image: image204.wmf]2
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, угол α – β заведомо лежит в пределах от -
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p

 до +
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, а тогда из равенства sin(α – β) = 
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 следует α – β = 
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, что и требовалось доказать.

Упражнения для закрепления:

1. Доказать тождество:

arcsin
[image: image209.wmf]5
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+arcsin
[image: image210.wmf]13
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+arcsin
[image: image211.wmf]65
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2. Доказать тождество:

arccos
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)=arcos(-
[image: image215.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image216.wmf]14

13

)

Теорема. Каково бы ни было число х, имеем:

Arctg x+arcctg x = 
[image: image217.wmf]2
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.

Доказательство:  Полагая

arcctg x = -
[image: image218.wmf]2
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(.                                                                                                                   (6)

находим:

tg ( = x и -
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Но ctg (
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 - () также равен х, так как ctg (
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Из неравенств -
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0(
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А так как котангенс угла 
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 - ( равен х, то имеем:

arcctg x = 
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 - (.                                                                                                                  (7)

Складывая равенства(6) и (7), получим:

Arctg x+arcctg x = 
[image: image228.wmf]2
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.
Упражнения для закрепления
1. Доказать тождество:

Arctg(3+2
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2. Доказать тождество:

2 arctg
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3. Доказать тождество:

arctg
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Применение обратных тригонометрических функций в ЕНТ и вступительных экзаменах
1. Sin(200 arcsin (-0,5)) = sin(200(-
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Ответ: 6
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3. Tg(arcsin(-
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Ответ: 
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4. Укажите в градусах значение угла
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Ответ: 150˚

5. Найти значение  
[image: image276.wmf]arctg0,75
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Обозначим b=arctg0,75-угол, лежащий в первой четверти. Тогда arcctg0,75=b, tgb=0,75, ctgb=
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6. Вычислить 
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Ответ: 
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7. Вычислить 
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Ответ: 
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8. Вычислить 
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Ответ: 
[image: image298.wmf]5

3


9. Вычислить 
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Ответ: -1.
10. Вычислить 
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Ответ: 1 

11. Вычислить 
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Ответ: 
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13. Решить неравенство 
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Ответ:.
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14. Найти сумму корней(или корень, если он один) уравнения 
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15. Найти значение угда (в градусах) 
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Ответ: 
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16. Вычислите
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Ответ: -1

17. Вычислить
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Ответ:1.

18. Вычислить 
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Ответ: 
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19. Вычислить
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Ответ: 
[image: image338.wmf].
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20. Найдите область определения функции 
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Ответ: 
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21. Найти значение угла 
[image: image346.wmf])
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Ответ: 
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22. Найти значение угла 
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Ответ: 
[image: image351.wmf]o
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23. Вычислите; 
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Ответ:.
[image: image354.wmf]5
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24. Найти  область определения функции:

А)  
[image: image355.wmf]2
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arcsin(
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x

x

y

;

Б) у = arccos(x+1) - 
[image: image356.wmf]2
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Решение:

А) 
[image: image357.wmf]2
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Б) у = arccos(x+1) - 
[image: image358.wmf]1
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Ответ: а) х([1;2]; б) х([-1;2].

25. Найти  f(g(
[image: image359.wmf]13

12

)),если f(x) = cosx; g(x) = arcsinx.

Решение:f(g(
[image: image360.wmf]13
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))  = cos(arcsin
[image: image361.wmf]13
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). Обозначим а = arcsin
[image: image362.wmf]13
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 - угол, лежащий в первой четверти. Тогда sinа = 
[image: image363.wmf]13
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; cosа = 
[image: image364.wmf].
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 Отсюда f(g(
[image: image365.wmf]13
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)) = 
[image: image366.wmf].
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Ответ: 
[image: image367.wmf].
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26. Найти  f(g(-
[image: image368.wmf]4

p

)),если f(x) = sinx; g(x) = arccosx.

f(g(-
[image: image369.wmf]4
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)) = arccos(sin(-
[image: image370.wmf]4
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)) = arccos(-
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[image: image372.wmf]4
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Ответ: 
[image: image373.wmf]4
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27. Найти значение угла:

А)arсcos(cos4800)

Б)arctg(tg4800 )

Решение:А)arcсos(cos4800) = arсcos(cos(3600 +1200)) = arсcos(cos 1200) = 1200 .

Б)arctg(tg4800 ) = arctg(tg(3600 +1200)) = arctg(tg1200 ) = arctg(tg(1800 – 600) = arctg(-tg600 ) = arctg(-
[image: image374.wmf]3

) = 1200 .

Ответ: А) 1200 ; Б) 1200 .

28. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg7190)

Б)arcsin(sin4950 ).

Решение:А)arсctg(ctg7190) = arсctg(ctg7200 -10) = arсctg(ctg(-10)) =-10 .

Б)arcsin(sin4950 ) = arcsin(sin(3600 + 1350 )) = arcsin(sin1350 ) = arcsin(sin(1800 + 550 )) = arcsin(sin550 ) =550 .

Ответ: а) -10 ; б) 550 .

29. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg7100)

Б)arcsin(cos4800 ).

А)arсctg(tg7100) = arсctg(tg(7200 -100)) = arсctg(tg( -100)) = arсctg(tg(90 0-1000)) = arсctg(-ctg1000) = -1000 .

Решение:Б)arcsin(cos4800 ) = arcsin(cos(3600 +1200)) = arcsin(cos1200) = arcsin(cos900 + 300) = arcsin(- sin300) =-300 .

Ответ: а) -1000 ; б) -300 .

30. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg4800)


Б)arcсos(sin7100 ).

Решение:А)arсtg(ctg4800) = arсtg(ctg(3600 + 1200)) = arсtg(ctg1200) = arсtg(ctg(900 + 300)) = arсtg(-tg 300) = -  300 .

Б)arcсos(sin7100 ) = arcсos(sin7200 - 100 ) = arcсos(sin (- 100 )) = arcсos(sin (900 - 1000 )) = arcсos(-cos1000 ) = 800 
Ответ: а) -  300; б) 800 .

31. Решить  уравнение:

А) arcsin(2-
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Решение:А) arcsin(2-
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Ответ: а)1; б)-7.

32. Вычислить:

А) sin(
[image: image391.wmf]2
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[image: image392.wmf]6
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Б)сtg(arcsin
[image: image393.wmf]5
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Решение:
А) sin(
[image: image395.wmf]2
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-arctg(-
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)) = -сos(arctg(-
[image: image397.wmf]6
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Б)сtg(arcsin
[image: image403.wmf]5
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). Обозначим а = arcsin
[image: image405.wmf]5
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 - углы, принадлежащие первой четверти. Тогда sin = 
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Ответ: а) 
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; б)-
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33. Вычислить: cos(
[image: image417.wmf]9
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Решение: Обозначим а =arccos
[image: image418.wmf]9
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 - угол, принадлежащий первой четверти. Тогда cos a = 
[image: image419.wmf]9
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Ответ: 
[image: image424.wmf]3
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34. Вычислить: ctg(4arccos0 + 2arctg2).

Решение:ctg(4arccos0 + 2arctg2) = ctg(4*
[image: image425.wmf]2
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+ 2arctg2) = ctg(
[image: image426.wmf]p
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+ 2arctg2) = ctg(2arctg2).  Обозначим а = arctg2. Тогда tgа = 2.Оотсюда ctg(4arccos0 + 2arctg2) = 
[image: image427.wmf]4
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Ответ: -
[image: image428.wmf]4
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35. Вычислить: sin(200arcsin(-
[image: image429.wmf]2
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Решение:sin(200arcsin(-
[image: image430.wmf]2
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Ответ: 
[image: image438.wmf]2
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36. Вычислить: tg(arcсos(-[image: image439.wmf]5
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) + 
[image: image440.wmf]2

p

).
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Зачет.

I вариант

1. Вычислите:
1. arcsin 
[image: image448.wmf]2
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2.  arccos
[image: image449.wmf]2
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3. arccos
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2. Свойства функции 
[image: image451.wmf]x
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3. Докажите тождество: 
[image: image452.wmf]2
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II вариант

1. Вычислите:
1. arcsin 
[image: image453.wmf]2

3

,
2. arccos 
[image: image454.wmf]2
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.
3. arcsin
[image: image455.wmf]÷
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2. Свойства функции 
[image: image456.wmf]x
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3. Докажите тождество:
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Заключение

В ходе проведения исследования получены следующие новые теоретические и практические результаты:

1. Получены новые знания следующего характера: понятия, свойства и графики, основные тождества обратных тригонометрических функций y = arcsin х, y = arcсоs х, 

y = arctg х, y = arсctg х, а также способы  доказательства тождеств, содержащих обратные тригонометрические функции, которые оформлены в виде подготовительного курса по теме «Обратные тригонометрические функции». Этот курс предназначен для учащихся, углубленно изучающих математику, абитуриентов и выпускников и направлен на подготовку к успешной сдаче выпускных экзаменов и экзаменов, предлагаемых при поступлении в ВУЗы, а также на повышение мотивации к изучению обратных тригонометрических функций.  В изложенном курсе в достаточном  объеме имеются сведения по данной теме, включающие приемы доказательства тождеств, содержащих обратные тригонометрические функции, не изучающиеся в школьной программе. Также получены новые сведения о происхождении и применении обратных тригонометрических функций.

.2. Выдвинуты новые гипотезы и идеи: обратные тригонометрические функции, являются интересным источником применения одного из методов доказательства тождеств.
3. Созданы новые творения в виде: задачника-практикума по данной теме, содержащего около ста задач с решениями, в которых используются знания, полученные в ходе изучения  предложенного подготовительного курса, оформленного в виде сборника серии занятий, в которых помимо занятий представлено множество примеров с решением, связанных с данной темой. 
4. Определены новые проблемы (задачи): рассмотреть применение изученного метода доказательства тождеств, в курсе математики.

На основании проведенного исследования и полученных результатов можно сделать следующие выводы:

1. Обратных тригонометрических функций y = arcsin х, y = arcсоs х, y = arctg х,   y = arсctg х  являются интересным источником применения одного из методов доказательства тождеств.
2. Исследуемая тема является одной из важнейших тем для подготовки к успешной сдаче выпускных экзаменов и вступительных экзаменов в ВУЗы, а также Единому Национальному тестированию.

3. Обратные тригонометрические функции в недостаточном объёме изучаются в школьном курсе.
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Приложение
Задачник-практикум
Определения

2. Изобразить на единичной окружности точки, соответствующие углам:

α = arcsin 
[image: image459.wmf]5

2


β= arcsin(-
[image: image460.wmf]5

2

)

γ= arcos 
[image: image461.wmf]5

2


φ= arcos(-
[image: image462.wmf]5

2

)

Решение. Выберем для единичной окружности радиус в 5 клеток. Углы α и β принадлежат промежутку 
[image: image463.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

;

2

p

p

, причем sin α = 
[image: image464.wmf]5

2

, sin β = -
[image: image465.wmf]5

2

. Углы γ и φ принадлежат промежутку 
[image: image466.wmf][
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p

;

0

, причем cos γ = 
[image: image467.wmf]5

2

, cos φ = -
[image: image468.wmf]5

2

. Точки, соответствующие углам α, β, γ, φ, показаны на рисунке 1.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


3. Вычислить: а) arcsin( sin 10); б) arcsin ( cos 0,8π); в) arсcos( cos 10).

Решение.а) Число 10 не принадлежит промежутку 
[image: image469.wmf]ú
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p

, преобразуем sin 10 так, чтобы аргумент синуса принадлежал промежутку 
[image: image470.wmf]ú
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: sin 10 = sin ( 3π – 10) и ( 3π – 10) Є 
[image: image471.wmf]ú
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, поэтому arcsin( sin 10) = arcsin( sin(3π – 10) = 3π – 10.

б) Преобразуем cos0,8π так, чтобы аргумент синуса принадлежал промежутку 
[image: image472.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

;

2

p

p

: cos0,8π = sin( 0,5 π - 0,8π) = sin(-0,3 π) и (-0,3 π) Є 
[image: image473.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

;

2

p

p

, плэтому arcsin ( cos 0,8π) = arcsin sin (-0,3 π) = -0,3 π.

в) Число 10 не принадлежит промежутку 
[image: image474.wmf][

]

p

;

0

, преобразуем cos 10 так, чтобы аргумент косинуса принадлежал промежутку 
[image: image475.wmf][

]

p

;

0

: cos 10 = cos(4π -10) и (4π -10) Є 
[image: image476.wmf][

]

p

;

0

, поэтому arсcos( cos 10). = arccos (cos(4π -10))= 4π -10.

Ответ: а) 3π – 10; б) -0,3 π; в) 4π -10.

4. Найти все углы α, для каждого из которых sin α = 
[image: image477.wmf]3

1

.

Решение. Все такие углы задаются формулами α= arcsin
[image: image478.wmf]3

1

+ 2 πn, n Є Z;

α  = π - arcsin
[image: image479.wmf]3

1

 + 2 πk, k Є Z.

5. Найти все углы α, для каждого из которых sin α = 
[image: image480.wmf]2

1

.

Решение.Все такие углы задаются формулами α = arcsin
[image: image481.wmf]2

1

 + 2 πn, n Є Z;

α = π - arcsin
[image: image482.wmf]2

1

 + 2 πk, k Є Z.

6. Найти все углы α, для каждого из которых sin α = 1.

Решение. Рассмотрим единичную окружность. Прямая у = 1 пересекает ее в единственной точке В( рис.2). При этом вектор ОВ образует с вектором ОА угол 
[image: image483.wmf]2

p

. Условию задачи удовлетворяют лищь углы α = 
[image: image484.wmf]2

p

+ 2 πn, n Є Z.

Ответ: α = 
[image: image485.wmf]2

p

+ 2 πn, n Є Z.

7. Найти все углы α, для каждого из которых sin α = - 1.

Решение. Рассмотрим единичную окружность. Прямая у = -1 пересекает ее в единственной точке С (рис. 2) . При этом вектор ОС образует с вектором ОА угол (-
[image: image486.wmf]2

p

). Условию задачи удовлетворяют лишь углы α = -
[image: image487.wmf]2

p

+ 2 πn, n Є Z.

Ответ: α = -
[image: image488.wmf]2

p

+ 2 πn, n Є Z. α

8. Найти все углы α, для каждого из которых sin α =а(
[image: image489.wmf]1

f

а

).

Решение. Так как 
[image: image490.wmf]1

f

а

, то углов α, удовлетворяющих равенству, не существует.

Ответ. Таких углов не существует.

9. Выразить 
[image: image491.wmf]50

7

arcsin

 через все остальные аркфункции.

Решение. 1 способ. Обозначая 
[image: image492.wmf]50

7

arcsin

=

a

, имеем 
[image: image493.wmf]50

7

sin

=

a

, причем  
[image: image494.wmf]2

0

p

<

<

a

. Найдем остальные тригонометрические функции угла 
[image: image495.wmf]a

:
[image: image496.wmf]7

1

tg

α

1

ctg

α

7,

cos

α

sin

α

tg

α

,

50

1

2

sin

1

cos

=

=

=

=

=

-

=

a

a

.

Отсюда следует, что 
[image: image497.wmf]7

1

arcctg

arctg7

50

1

arccos

=

=

=

a

.

2 способ. Так как  
[image: image498.wmf]2

50

7

arcsin

0

p

<

<

, то 
[image: image499.wmf]50

7

arcsin

 можно рассматривать как радианную меру острого угла в прямоугольном треугольнике, в котором противолежащий ему катет 
[image: image500.wmf]7

=

a

, гипотенуза  
[image: image501.wmf]50

=

с

. По теореме Пифагора находим другой катет 
[image: image502.wmf]1

49

50

2

a

2

c

b

:

b

=

-

=

-

=

. Теперь в треугольнике  нам известны все три стороны. Поэтому тот же угол 
[image: image503.wmf]a

 можно рассматривать как арксинус или арктангенс, или арккотангенс соответствующих чисел. Именно:  
[image: image504.wmf]7

1

,

7

.

50

1

arccos

arccos

=

=

=

=

=

a

b

arcctg

arctg

b

a

arctg

c

b

a

a

a

.

Основные тождества 

9. Найти  f(g(
[image: image505.wmf]13

12

)),если f(x) = cosx; g(x) = arcsinx.

Решение:f(g(
[image: image506.wmf]13

12

))  = cos(arcsin
[image: image507.wmf]13

12

). Обозначим а = arcsin
[image: image508.wmf]13

12

 - угол, лежащий в первой четверти. Тогда sinа = 
[image: image509.wmf]13

12

; cosа = 
[image: image510.wmf].

13

5

169

25

169

144

1

=

=

-

 Отсюда f(g(
[image: image511.wmf]13

12

)) = 
[image: image512.wmf].

13

5

.

Ответ: 
[image: image513.wmf].

13

5

 

10. Найти  f(g(-
[image: image514.wmf]4

p

)),если f(x) = sinx; g(x) = arccosx.

f(g(-
[image: image515.wmf]4

p

)) = arccos(sin(-
[image: image516.wmf]4

p

)) = arccos(-
[image: image517.wmf]2

2

) = 
[image: image518.wmf]4

3

p

.

Ответ: 
[image: image519.wmf]4

3

p

.

11. Найти значение угла:

А)arсcos(cos4800)

Б)arctg(tg4800 )

Решение:А)arcсos(cos4800) = arсcos(cos(3600 +1200)) = arсcos(cos 1200) = 1200 .

Б)arctg(tg4800 ) = arctg(tg(3600 +1200)) = arctg(tg1200 ) = arctg(tg(1800 – 600) = arctg(-tg600 ) = arctg(-
[image: image520.wmf]3

) = 1200 .

Ответ: А) 1200 ; Б) 1200 .

12. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg7190)

Б)arcsin(sin4950 ).

Решение:А)arсctg(ctg7190) = arсctg(ctg7200 -10) = arсctg(ctg(-10)) =-10 .

Б)arcsin(sin4950 ) = arcsin(sin(3600 + 1350 )) = arcsin(sin1350 ) = arcsin(sin(1800 + 550 )) = arcsin(sin550 ) =550 .

Ответ: а) -10 ; б) 550 .

13. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg7100)

Б)arcsin(cos4800 ).

А)arсctg(tg7100) = arсctg(tg(7200 -100)) = arсctg(tg( -100)) = arсctg(tg(90 0-1000)) = arсctg(-ctg1000) = -1000 .

Решение:Б)arcsin(cos4800 ) = arcsin(cos(3600 +1200)) = arcsin(cos1200) = arcsin(cos900 + 300) = arcsin(- sin300) =-300 .

Ответ: а) -1000 ; б) -300 .

14. Найти значение угла:

А)arсctg(ctg4800)


Б)arcсos(sin7100 ).

Решение:А)arсtg(ctg4800) = arсtg(ctg(3600 + 1200)) = arсtg(ctg1200) = arсtg(ctg(900 + 300)) = arсtg(-tg 300) = -  300 .

Б)arcсos(sin7100 ) = arcсos(sin7200 - 100 ) = arcсos(sin (- 100 )) = arcсos(sin (900 - 1000 )) = arcсos(-cos1000 ) = 800 
Ответ: а) -  300; б) 800 .

15. Решить  уравнение:

А) arcsin(2-
[image: image521.wmf]1

2

-

+

х

х

) = -
[image: image522.wmf]6

p

.

Б) 3 arccos(1-
[image: image523.wmf]1

3

3

+

-

х

х

) = (.

Решение:А) arcsin(2-
[image: image524.wmf]1

2

-

+

х

х

) = -
[image: image525.wmf]6

p

.

Sin(-
[image: image526.wmf]6

p

) = 2-
[image: image527.wmf]1

2

-

+

х

х


2-
[image: image528.wmf]1

2

-

+

х

х

 = -
[image: image529.wmf]2

1


4x+4-2x-4-x-1=0

x=1

Б) 3 arccos(1-
[image: image530.wmf]1

3

3

+

-

х

х

) = (.

arccos(1-
[image: image531.wmf]1

3

3

+

-

х

х

) = 
[image: image532.wmf]3

p


cos
[image: image533.wmf]3

p

 = 
[image: image534.wmf]2

1


1-
[image: image535.wmf]1

3

3

+

-

х

х

= 
[image: image536.wmf]2

1


3x+1-6x-2+2x-6=0

X=-7

Ответ: а)1; б)-7.

16. Вычислить:

А) sin(
[image: image537.wmf]2

3

p

-arctg(-
[image: image538.wmf]6

13

)) 


Б)сtg(arcsin
[image: image539.wmf]5

3

-arctg
[image: image540.wmf]3

4


Решение:А) sin(
[image: image541.wmf]2

3

p

-arctg(-
[image: image542.wmf]6

13

)) = -сos(arctg(-
[image: image543.wmf]6

13

)). Обозначим а= arctg(-
[image: image544.wmf]6

13

)- угол, принадлехащий первой четвери. Тогда cosа = 
[image: image545.wmf]7

6

1

36

13

1

=

+

. Отсюда sin(
[image: image546.wmf]2

3

p

-arctg(-
[image: image547.wmf]6

13

)) = 
[image: image548.wmf]7

6

.

Б)сtg(arcsin
[image: image549.wmf]5

3

-arctg
[image: image550.wmf]3

4

). Обозначим а = arcsin
[image: image551.wmf]5

3

 и в = arctg
[image: image552.wmf]3

4

 - углы, принадлежащие первой четверти. Тогда sin = 
[image: image553.wmf]5

3

 ; сtgа = 
[image: image554.wmf]3

4

1

25

9

1

=

-

; tgа =
[image: image555.wmf]4

3

 ; tgв =
[image: image556.wmf]3

4

. Отсюда сtg(arcsin
[image: image557.wmf]5

3

-arctg
[image: image558.wmf]3

4

) = 
[image: image559.wmf]7

12

3

4

4

3

3

4

*

4

3

1

-

=

-

+

 = -
[image: image560.wmf]7

5

1

.

Ответ: а) 
[image: image561.wmf]7

6

; б)-
[image: image562.wmf]7

5

1

.

17. Вычислить: cos(
[image: image563.wmf]9

1

arccos

2

1

).

Решение:Обозначим а =arccos
[image: image564.wmf]9

1

 - угол, принадлежащий первой четверти. Тогда cosa = 
[image: image565.wmf]9

1

; cos
[image: image566.wmf]3

5

2

9

1

1

2

=

+

=

a

cos(
[image: image567.wmf]9

1

arccos

2

1

). Отсюда cos(
[image: image568.wmf]9

1

arccos

2

1

) =
[image: image569.wmf]3

5

.

Ответ: 
[image: image570.wmf]3

5

.

18. Вычислить: ctg(4arccos0 + 2arctg2).

Решение:ctg(4arccos0 + 2arctg2) = ctg(4*
[image: image571.wmf]2

p

+ 2arctg2) = ctg(
[image: image572.wmf]p

2

+ 2arctg2) = ctg(2arctg2).  Обозначим а = arctg2. Тогда tgа = 2.Оотсюда ctg(4arccos0 + 2arctg2) = 
[image: image573.wmf]4

3

4

4

1

-

=

-

.

Ответ: -
[image: image574.wmf]4

3

.

19. Вычислить: sin(200arcsin(-
[image: image575.wmf]2

1

)).

Решение:sin(200arcsin(-
[image: image576.wmf]2

1

)) = sin200*(-
[image: image577.wmf]6

p

) = -sin
[image: image578.wmf]6

1000

p

 = -sin
[image: image579.wmf]3

4

p

 = -2sin
[image: image580.wmf]3

2

p

cos
[image: image581.wmf]3

2

p

 = 2*
[image: image582.wmf]2

1

*

2

3

 = 
[image: image583.wmf]2

3

.

Ответ: 
[image: image584.wmf]2

3

.
20. Вычислить: tg(arcсos(-
[image: image585.wmf]5

5

2

) + 
[image: image586.wmf]2

p

).

Решение:tg(arcсos(-
[image: image587.wmf]5

5

2

) + 
[image: image588.wmf]2

p

) = -ctg(arcсos
[image: image589.wmf]5

5

2

). Обозначим а = arcсos
[image: image590.wmf]5

5

2

 -угол, принадлежащий первой четверти.Тогда сosа = 
[image: image591.wmf]5

5

2

; sina = 
[image: image592.wmf]5

1

25

20

1

=

-

; ctga = 
[image: image593.wmf]2

5

5

*

5

2

sina

сosa

=

=

.

Ответ: 2.

21. Вычислить: cos(arctg(
[image: image594.wmf]4

1

-
[image: image595.wmf]2

3

p

) 

Решение: cos(arctg(
[image: image596.wmf]4

1

-
[image: image597.wmf]2

3

p

) = sin(arctg
[image: image598.wmf]4

1

).Обозначим а = arctg(-
[image: image599.wmf]4

1

). Тогда tgа =-
[image: image600.wmf]4

1

; сtga = -4. Отсюда cos(arctg(
[image: image601.wmf]4

1

-
[image: image602.wmf]2

3

p

) =
[image: image603.wmf]17

17

16

1

1

=

+

.

Ответ:
[image: image604.wmf]17

17

.

22. Найти значение угла 
[image: image605.wmf])
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Ответ: 
[image: image607.wmf]o
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23. Найти значение угла 
[image: image608.wmf])
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[image: image609.wmf]o

o

o

o

o

o

o

140

40

)

40

arccos(cos

)

40

cos

arccos(

)

40

(

arccos(cos

)

220

arccos(cos

)

580

arccos(cos

=

-

=

-

=

=

-

=

+

=

=

p

p

p


Ответ: 
[image: image610.wmf]o

140


24. Вычислите; 
[image: image611.wmf]5

1

arcsin

 

2

cos(

+

p

).

Решение:


[image: image612.wmf]5

1

arcsin

 

2

cos(

+

p

) = -sin(
[image: image613.wmf]5

1

arcsin

) = -
[image: image614.wmf]5

1

.

Ответ: 
[image: image615.wmf]5

1

.

25. Найти сумму корней(или корень, если он один) уравнения 
[image: image616.wmf](

)

.
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Уравнение  
[image: image617.wmf](

)
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  равносильно уравнению 
[image: image618.wmf].

2

sin

8

3x

2

2x

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

+

p

 Корнями квадратного уравнения 
[image: image619.wmf] 
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+

будут числа 
[image: image620.wmf]3

1
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=

 и 
[image: image621.wmf].
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x

Их сумма равна 
[image: image622.wmf]2

3

-

.

Ответ: 
[image: image623.wmf]2
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26. Найти значение угда (в градусах) 
[image: image624.wmf]).
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Ответ: 
[image: image626.wmf]o
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27. Вычислите 
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Ответ: -1

28. Вычислить 
[image: image629.wmf])
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Ответ:1.

29. Вычислить  
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Ответ: 
[image: image633.wmf].
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30. Вычислить 
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[image: image635.wmf].
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Ответ: 
[image: image636.wmf].
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31. Sin(200 arcsin (-0,5)) = sin(200(-
[image: image637.wmf]6

p

)) = - sin
[image: image638.wmf]3

100

p

 =sin(320 + 
[image: image639.wmf]3

4

p

 = sin(
[image: image640.wmf]3

p

p

+

) = - sin
[image: image641.wmf]3

p

 = -
[image: image642.wmf]2

3

.

Ответ: -
[image: image643.wmf]2

3

.

32. 12
[image: image644.wmf]3

cos( arcctg(cos2100+ cos1500) – arccos1) = 12
[image: image645.wmf]3

cos( arcctg(cos(
[image: image646.wmf]6

p

p

+

)+ cos(
[image: image647.wmf]6

p

p

-

)) –0) = 12
[image: image648.wmf]3

cos( arcctg(-cos
[image: image649.wmf]6

p

- cos
[image: image650.wmf]6

p

) ) = 12
[image: image651.wmf]3

cos( arcctg(-
[image: image652.wmf]3

))) = 12
[image: image653.wmf]3

cos(
[image: image654.wmf]3

p

) = 12
[image: image655.wmf]3

*
[image: image656.wmf]2

1

 = 6
[image: image657.wmf]3

.

Ответ: 6
[image: image658.wmf]3

.
33. Tg(arcsin(-
[image: image659.wmf]5

1

) +
[image: image660.wmf]2

p

) = ctg(-arcsin
[image: image661.wmf]5

1

) =- ctg(-arcsin
[image: image662.wmf]5

1

).По определению арксинуса 
[image: image663.wmf]5

1

)

5

1

sin(arcsin

=

. Обозначим а = arcsin
[image: image664.wmf]5

1

- угол, лежащий в первой четверти . При этом  sina=
[image: image665.wmf]5

1

. Тогда 
[image: image666.wmf]6

2

1

1

25

1

1

2

sin

1

a

 

ctg

=

-

*

=

-

=

a

. Отсюда Tg(arcsin(-
[image: image667.wmf]5

1

) +
[image: image668.wmf]2

p

) = 
[image: image669.wmf]6

2

.
Ответ: 
[image: image670.wmf]6

2

.

34. Укажите в градусах значение угла 
[image: image671.wmf])

0

arctg(tg48

o

. 


[image: image672.wmf]o

o

o
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o
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o

o
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=


Ответ: 150˚

35. Найти значение  
[image: image673.wmf]arctg0,75

 

arccos0,6

 

arcsin0,5

+

+

.и записать в соответствующий угол в градусах.


[image: image674.wmf]arctg0,75.

arccos0,6

6

π

arctg0,75

 

arccos0,6

 

arcsin0,5

+

+

=

+

+

Обозначим b=arctg0,75-угол, лежащий в первой четверти. Тогда arcctg0,75=b, tgb=0,75, ctgb=
[image: image675.wmf]3

4

, sinb=
[image: image676.wmf]6

,

0

5

3

1

9

16

1

1

2

ctg

1

=

=

+

=

+

b

, arcsin0,6=b=arctg0,75. Отсюда 
[image: image677.wmf]o
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p


36. Вычислить 
[image: image678.wmf])

5

3

s

sin(2arcco

.


[image: image679.wmf])

5

3

cos(arccos

)

5

3

ccos

2arcsin(ar

)

5

3

s

sin(2arcco

=

. По определению арккосинуса 
[image: image680.wmf]5

3

)

5

3

cos(arccos

=

. Обозначим 
[image: image681.wmf]5

3

arccos

=

a

 - угол, лежащий в первой четверти. При этом 
[image: image682.wmf]5

3

cos

=

a

. Тогда 
[image: image683.wmf]5

4
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1
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=
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ø
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ç
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=

a

. Отсюда 
[image: image684.wmf]25

24

)

5

3

s

sin(2arcco

=

.

Ответ: 
[image: image685.wmf]25

24

.

37. Вычислить 
[image: image686.wmf]))

8

(-

sin(arccos

.

Так как угол 
[image: image687.wmf]))

8

(-

sin(arccos

 лежит во второй четверти, 
[image: image688.wmf]0

))

8

(-

sin(arccos

³

. Воспользуемся одной из основных тригонометрических тождеств  
[image: image689.wmf]x

x

2
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+

, получим 
[image: image690.wmf].
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Ответ: 
[image: image691.wmf]3

1


38. Вычислить 
[image: image692.wmf] 

.
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3
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Так как  
[image: image693.wmf]3
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, то 
[image: image694.wmf] 
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0,6)

 

cos(arccos

0,6)

 

arccos

-

cos(2

.

arccos0,6)

3

cos(6arctg

=

=

=

-

p


Ответ: 
[image: image695.wmf]5
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39. Вычислить 
[image: image696.wmf].
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[image: image697.wmf].
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Ответ: 
[image: image698.wmf].
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40. Вычислить 
[image: image699.wmf] 
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Ответ: 1 

41. Вычислить 
[image: image702.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image703.wmf].
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Обозначим 
[image: image704.wmf]÷
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a

- угол, лежащий в первой четверти. Так как 
[image: image705.wmf],
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2

sin
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a

 то 
[image: image706.wmf]20
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Ответ:
[image: image707.wmf]20
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42. Вычислить 
[image: image708.wmf]÷
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Ответ: 
[image: image710.wmf]13

12

.

43. Вычислить arcsin (sin(- 
[image: image711.wmf]6

p

)).

Решение.Так как - 
[image: image712.wmf]6

p

Є
[image: image713.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

2

;

2

p

p

, то arcsin (sin(- 
[image: image714.wmf]6

p

)) = -
[image: image715.wmf]6

p

.

44. Вычислить arcsin (sin(
[image: image716.wmf]6

13

p

)).

Решение. Так как sin(
[image: image717.wmf]6

13

p

) =  sin
[image: image718.wmf]÷

ø
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ç

è

æ

+

6

2

p

p

 = sin
[image: image719.wmf]6

p

 и 
[image: image720.wmf]6

p

 Є
[image: image721.wmf]ú

û

ù
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é

-

2

;

2

p

p

, то arcsin (sin(
[image: image722.wmf]6

13

p

)) = arcsin (sin
[image: image723.wmf]6

p

) = 
[image: image724.wmf]6

p

.

45. Вычислить arcсos( cos
[image: image725.wmf]p

).

Решение. Так как 
[image: image726.wmf]p

 Є 
[image: image727.wmf][

]

p

;

0

, то arcсos( cos
[image: image728.wmf]p

) = 
[image: image729.wmf]p

.

46. Вычислить arcсos( cos(-6)).

Решение. Так как cos(-6) = cos(2π-6), то arcсos( cos(-6)) = arcсos( cos(2 π -6)). Так как 2 π -6  Є 
[image: image730.wmf][

]

p

;

0

, то arcсos( cos(2 π -6)) = 2 π -6. Следовательно, arcсos( cos(-6)) = 2 π -6.

47. Вычислить arctg( tg( -
[image: image731.wmf]3

p

)).

Решегие. Так как -
[image: image732.wmf]3

p

 Є 
[image: image733.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

;

2

p

p

, то ( tg( -
[image: image734.wmf]3

p

)) = -
[image: image735.wmf]3

p

.

48. Вычислить arctg( tg( 10)).

Решение. Так как tg( 10) = tg( 10 - 3π) и 10 - 3π Є 
[image: image736.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

;

2

p

p

, то arctg( tg( 10)) = arctg( tg( 10- 3π)) = 10 - 3π.

49. Вычислить arcctg (ctg (
[image: image737.wmf]3

p

)).

Решение. Так как  
[image: image738.wmf]3

p

 Є 
[image: image739.wmf](

)

p

;

0

, то arcctg (ctg (
[image: image740.wmf]3

p

)) = 
[image: image741.wmf]3

p

.

50. Вычислить arcctg (ctg (-
[image: image742.wmf]3

p

)).

Решение. Так как ctg (-
[image: image743.wmf]3

p

) = ctg (π-
[image: image744.wmf]3

p

) = ctg 
[image: image745.wmf]3

2

p

 и 
[image: image746.wmf]3

2

p

 Є 
[image: image747.wmf](

)

p

;

0

, то arcctg (ctg (-
[image: image748.wmf]3

p

)) = arcctg (ctg (
[image: image749.wmf]3

2

p

)) = 
[image: image750.wmf]3

2

p

.

51. Вычислить
2 arcsin(-
[image: image751.wmf]2

3

) + arcctg(-1) + arccos
[image: image752.wmf]2

1

 + 
[image: image753.wmf]2

1

arcсos(-1).

Решение. Имеем arcsin(-
[image: image754.wmf]2

3

) = -
[image: image755.wmf]3

p

, arcctg(-1) = 
[image: image756.wmf]4

3

p

, arccos
[image: image757.wmf]2

1

 = 
[image: image758.wmf]4

p

, arcсos(-1). = π.

Ответ:
[image: image759.wmf]6

5

p

.

52. Доказать, что  tg ( aeccos x) = 
[image: image760.wmf]х

х

2

1

-


Доказательство:

Угол φ= arcos х заключен между 0 и 1800  ( по определению главного значения арккосинуса). Значит, sin φ положителен ( или равен нулю). Имеем cos φ =х, откуда sin φ = +
[image: image761.wmf]2

1

х

-

( перед знаком радикала берется только  знак плюс). Следовательно, tg φ = 
[image: image762.wmf]x

x

2

1

-

, т. е. tg ( aeccos x) =
[image: image763.wmf]х

х

2

1

-

, что и требовалось доказать.

53. Доказать, что tg(arcsin х) = 
[image: image764.wmf]2

1

х

х

-

.

Доказательство: См. решение предыдущей задачи.

54. Вычислить: s
[image: image765.wmf]ú
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Решение:Положим 
[image: image766.wmf]÷
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æ
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 = φ, так что ctg φ = -
[image: image767.wmf]4

3

. Угол φ заключен между 900 и 1800 ( ибо главное значение арккотангенса заключено между 0 и 1800  ). Требуется найти 
[image: image768.wmf]2

sin

j

. Применим формулу 
[image: image769.wmf]2

sin

j

 = 
[image: image770.wmf]2

cos

1

j

-

±

, где из двух знпков 
[image: image771.wmf]±

 нужно взять тоько знак + (  ибо угол 
[image: image772.wmf]2

j

 принадлежит первой четверти). Предварительно нужно найти cos φ по формуле 
[image: image773.wmf]a

a

a

2
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cos

ctg
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±

=

; получаем cos φ = 
[image: image774.wmf]5
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-

 ( перед радикалом берем только знак плюс, так как φ принадлежит второй четверти).  Теперь находим 
[image: image775.wmf]5
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Ответ:
[image: image776.wmf]5
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55. Вычислить:
[image: image777.wmf]ú
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Решение: Положим arcsin
[image: image778.wmf]÷
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2

= φ, так что sin φ =-
[image: image779.wmf]3

2

2

. Угол φ заключен в пределах  между – 900   и 00   ( так как главное значение арксинуса заключено между – 900    и 900)) . Требуется найти  
[image: image780.wmf]2

sin

j

. Эта величина – отрицательная. Поэтому в формуле 
[image: image781.wmf]2

sin

j

 = 
[image: image782.wmf]2

cos

1

j

-

±

 нужно удержать только знак минус. Получаем 
[image: image783.wmf]2

sin

j

 = -
[image: image784.wmf]2
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-

, где cos φ 
[image: image785.wmf]3
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.( перед радикалом берем только знак плюс).

Ответ: 
[image: image786.wmf]3
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56. Вычислить:
[image: image787.wmf]ú
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Решение:Угол φ = 
[image: image788.wmf]÷
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заключен между 900 и 1800  (см. решение двух предыдущих задач). Значит, 
[image: image789.wmf]2

j

ctg

 положителен, так что 
[image: image790.wmf]2
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ctg

=
[image: image791.wmf]j
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( перед радикалом берется только знак плюс). Сюда подставляем cos φ = -
[image: image792.wmf]7
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.

Ответ:
[image: image793.wmf]11
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57. Вычислить: 
[image: image794.wmf]÷
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Решение: Так как 
[image: image795.wmf]3

3
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=
[image: image796.wmf]6
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 и 
[image: image797.wmf]3
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, то имеем 
[image: image798.wmf]1
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Ответ:-1.

58. Вычислить: 
[image: image799.wmf]÷
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Решение: Имеем 
[image: image800.wmf]3

3
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arctg

 и 
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59. Вычислить:
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60. Доказать тождество: 

Arctg(3+2
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Доказательство:

Положим 
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α- β=
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Найдем tg(α- β):
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с помощью (1) и (2) получим

tg(α- β)=
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С другой стороны, из (1) и (2) видно, что каждый из углов α и β заведомо лежит между 0 и 
[image: image813.wmf]2
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,  причем α >β(ибо 3+2
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); следовательно, угол α- β заведомо лежит между 0 и 
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, так что из (4) получаем α- β=
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, что и требовалось доказать.

61. Доказать тождество: 

аrcсos 
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Доказательство:
Положим аrcсos 
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. Каждый   из углов α и β принадлежит первой четверти. Требуется доказать, что α – β = 
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Найдем sin(α – β), для чего предварительно вычислим sin α = 
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Докажем, что найденное иррациональное выражение равно 
[image: image831.wmf]2
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. Для этого преобразуем «двойную иррациональность» 
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(при А=5, В=24); мы получим 
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 Но проще представить подкоренное выражение  
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 . Поскольку каждый из углов α и β лежит в пределах от 0 до 
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 следует α – β = 
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, что и требовалось доказать.

62. Доказать тождество: 
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Доказательство: Пусть (см. две предыдущие задачи) arcsin
[image: image847.wmf]5
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 = α, arcsin
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 Оба угла α и β принадлежат первой четверти; поэтому угол α +β заключен между 00 и 1800 , а так как косинус угла α +β положительный, то α +β принадлежит первой четверти. Кроме того, 
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, что и требовалось доказать.

63. Доказать тождество: 
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 EMBED Equation.3  [image: image865.wmf]14
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Доказательство:

Имеем arccos
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. Чтобы доказать справедливость данного тождества нужно еще убедиться в том, что угол 
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. Из этой оценки, однако, еще не следует, что угол 
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, то он лежит во второй четверти. Этим данное тождество доказано.

64. Доказать тождество:

2 arctg
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Доказательство:
Так положим arctg
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65. Доказать тождество:

arctg
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Доказательство:

Положим arctg
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66. Докажите тождество: 
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Доказательство: Заменим данное выражение равносильным 
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 лежат в промежутке 
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67. Докажите тождество: 
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Доказательство: Множество допустимых значений данного выражения состоит из всех действительных значений х, для которых 
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Последнее вытекает из равенства 
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68. Докажите тождество:
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 Доказательство: Оценим выражение А = arctg 
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69. Вычислить: 
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Решение: Пусть 
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70. Вычислить: 
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Решение: 
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71. Вычислить: 
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72. Вычислить: 
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Решение: Обозначая  
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73. Вычислить: arctg(-1)

Решение: Пусть arctg(-1) = 
[image: image1028.wmf]a

, тогда tg
[image: image1029.wmf]a

 = -1 и 
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 EMBED Equation.3 [image: image1031.wmf]÷
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74. Вычислить: arcсtg(-1)

Решение: Пусть arcсtg(-1) = 
[image: image1035.wmf]a
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 EMBED Equation.3 [image: image1038.wmf](
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75. Вычислить: sin( arctg(-
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Решение: Пусть arctg(-
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Пусть arcsin(-1) = β, тогда sin β=-1 и β
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Пусть arctg0 = γ, тогда arctg γ  = 0 и γ
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С учетом найденных значений данное выражение принимает вид: 
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76. Вычислить: 
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Решение: Пусть arcsin(-1)= 
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С учетом найденных значений данное выражение принимает вид :
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77. Упростить: 
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Решение: Пусть  
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78. Упростить: 
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Решение: Пусть  
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[image: image1074.wmf](
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79. Упростить: 
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Решение: Пусть  
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Найдем тангенс: 
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По формуле тангенса двойного угла имеем: 
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80. Упростить: 
[image: image1085.wmf]3

2

arctg

arctg

+

;

Решение: Обозначим  
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Теперь остается найти α по заданному значению тангенса этого аргумента. Для того, чтобы эта задача была однозначной, нужно указать пределы изменения α. Так как 
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81. Решить систему  
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Решение. Выразим все аркфункции через одну, например арккосинус через арксинус. Имеем  
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После упрощения второго уравнения получаем 
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Таким образом,
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 Возвращаясь к неизвестным 
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2) 
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Итак, данная система имеет два решения.

82. Вычислить 
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Решение.
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83. Вычислить 
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Решение: 
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84. Вычислить 
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Решение. Прежде всего преходим от 
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85. Вычислить 
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Решение. Обозначая 
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(перед  радикалом берется знак «+» , так как в указанных пределах  
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86. Вычислить. 
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Решение. Обозначая 
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87. Вычислить 
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Решение. Обозначая 
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Таким образом, задача сводится к отысканию 
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88. Вычислить.  
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Решение. Обозначая искомую величину через А: 
[image: image1158.wmf],

3

2

A

arctg

arctg

=

+

вычислим  
[image: image1159.wmf]tgA

.

Имееем   
[image: image1160.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

3

2

1

3

2

3

2

1

3

2

3

2

-

=

×

-

+

=

×

-

+

=

+

=

arctg

tg

arctg

tg

arctg

ttg

arctg

tg

arctg

arctg

tg

tgA

  Теперь остается найти А  по заданному значению тангенса этого аргумента. Для того, чтобы эта задача была однозначной, нужно указать пределы  изменения А. Так как 
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[image: image1163.wmf].

4

3

p

=

A


89. Вычислить  
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Итак, 
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 Вычисляя эти функции от аргументов, заданных в виде аркфункций, получаем более простое уравнение (например алгебраическое) . Проверка корней необходима, так как из условия равенства одноименных тригонометрических функций не всегда следует равенство их аргументов.

90. Решить уравнение 
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Решение. Область допустимых значений  
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Таким образом, имеем   
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Выделяя корень  x=0, после необходимых преобразований находим  
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91. Решить уравнение 
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Решение. Как легко заметить 
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 . Выделяя корень х=0, после необходимых преобразований получаем 
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 откуда находим х=3 (второе уравнение не имеет действительных корней). Однако это число положительно и не удовлетворяет заданному уравнению. Итак, единственный корень  уравнения х=0 
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92. Решить уравнение 
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Решение. Область допустимых значений – множество всех х, удовлетворяющих неравенствам  
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Приглядимся к уравнению повнимательней.

Так как 
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Последнее выполняется только при  х=0. Итак, х=0 – единственны корень этого уравнения.

93. Решить уравнение. 
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Решение. Используя тождество  
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Полагая  
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, корни которого по абсолютной величине больше 
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Свойства и графики

94. Найти  область определения функции:

А) у = 
[image: image1212.wmf]arcsin

(Х -2) + 
[image: image1213.wmf]2

х

-

;
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А) у = 
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Б) у = arccos(x+1) - 
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Ответ: а) х([1;2]; б) х([-1;2].

95. Найдите область определения функции 
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Ответ: 
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96. Решить неравенство 
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 следует помнить, что  функция арксинус определена и монотонно возрастает на отрезке 
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97. Найти область определения следующих функций:

А)
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Решение.1. Арксинус определен для всех значений аргумента, не превосходящих по абсолютной величине единицы. Следовательно, область определения данной функции состоит из всех значений х, удовлетворяющих неравенству  
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Решая его , находим 
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Итак, область определения функции  
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 EMBED Equation.3  [image: image1234.wmf]есть отрезок 
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2.Область определения  этой функции состоит из всех значений x, для которых 
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 EMBED Equation.3  [image: image1238.wmf]или 
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. Учитывая,  что 
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, последнее неравенство можно переписать в виде 
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.Так как арккосинус монотонно убывает в области своего

 определения, то из  
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 следует, что 
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, то есть 
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, при чем этот орезок содержится в отрезке 
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 Итак, область определения функции     
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Отзыв руководителя проекта

Данная работа является научным исследовательским  проектом лицеистов 31 группы – Савазовой Дианы и Чаюковой Надежды.

Тема: «Обратные тригонометрические функции » была предложена преподавателем, который преследовал  выполнение следующих учебных задач:

1.  Познакомиться с обратными тригонометрическими функциями и их свойствами.

2. Формировать навыки работы с тестовыми заданиями, приемами и способами их решения.

3. Развивать логическое и абстрактное мышление, исследовательские навыки. Развивать математическую речь учащихся и умение пользоваться дополнительной литературой, при этом выделять главное, существенное и находить ему применение.

4. Воспитывать интерес к математике.

 При этом  обучающие цели были конкретизированы  ученицами самостоятельно.

Актуальность и выбор темы исследования определены следующими факторами:

    во-первых, как показывает практика, на Едином Национальном тестировании широко используются задания по указанной теме проекта, а в курсе математики средней школы он изучается только в ознакомительном виде;

   во-вторых, учитывая необходимость в углубленном  изучении данной темы,  исследовательская работа сориентирована на особые отношения и интерес к ней в  школьных  программах, связанных с подготовкой  к Единому Национальному тестированию  и к олимпийским турнирам.    

 Для выполнения проекта Наде и Диане пришлось ознакомиться с большим объемом литературы. Изучить различные варианты определений обратных тригонометрических функций, предложенные  разными математиками. Познакомиться с их свойствами и графиками. Разобрать доказательства тождеств, связанных с обратными тригонометрическими функциями и с их применением для преобразований. Составить серию уроков для углубленного изучения этих функций. Составить небольшой задачник - практикум и сборник тестов по этой теме. 

При выполнении работы девочки проявили самостоятельность и заинтересованность. Помощь учителя потребовалась при подборе литературы. 

Этот проект расширит кругозор  ребят, интересующихся математикой, повлияет на развитие логического, творческого и абстрактного мышления. Рекомендуется в работе с олимпийским резервом и при подготовке к Единому Национальному тестированию .

Руководитель проекта: Слаткова О.М.
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