

Теорема:
Медианы АА
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, ВВ
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 и СС
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 треугольника АВС пересекаются в некоторой точке М, причём каждая из них делится этой точкой в отношении 2:1, считая от вершины:

АМ : МА
[image: image4.wmf]1

 = ВМ : МВ
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=СМ : МС
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= 2.



(1).
Доказательство.
Во всех приводимых доказательствах мы устанавливаем только, что медиана ВВ
[image: image7.wmf]1

 проходит через точку М, которая делит медиану АА
[image: image8.wmf]1

 в отношении 2:1. Если в соответствующем рассуждении заменить ВВ1 на СС1, то мы получим, что и СС1 проходит через М. Этим будет доказано, что все три медианы пересекаются в некоторой точке М, причём АМ : МА1 = 2. Поскольку все медианы равноправны, можно заменить АА1 на ВВ1 или СС1; отсюда вытекает (1).
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Пусть К-середина отрезка АМ, В/- точка пересечения прямой ВМ со стороной АС. Достаточно доказать, что АВ/ = В/С. Через точки К и А1 параллельно прямой ВМ проведём отрезки КL и А1N. Поскольку АК = КМ = МА1 и СА1 = А1В, по теореме Фалеса получаем АL = LВ/ = В/N = NC. Отсюда АВ/ = В/С. 
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Рассмотрим треугольники МАС и МА1С. Их высоты, опущенные  из вершины С, совпадают, а длины противолежащих этой вершине сторон относятся как 2:1, поэтому SAMC = 2SA
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MC.   Аналогично,  SAMB=2SA
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MB. 
  Но SA
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MC = SA
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MB. Следовательно, SAMC = SAMB =  SBMC. Таким образом, треугольники МАВ,  МВС и МСА равновелики. Пусть В/=ВМ 
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 АС. Докажем, что АВ/= В/С. С  одной стороны 
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.  Пользуясь теоремой 
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, отсюда получаем 
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Значит, АВ/=В/С.
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Следовательно, точка М лежит на медиане ВВ
[image: image30.wmf]1

.

[image: image31.wmf].
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Пусть опять В/= ВМ
[image: image33.wmf]I

АС. Применяя теорему синусов сначала к треугольникам  АВ/В и СВ/В, а затем-- к треугольникам АВМ и А1ВМ, и учитывая, что sin 
[image: image34.wmf]Ð

AB/B = sin 
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CB/B , sin 
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AMB = sin
[image: image37.wmf]Ð

A1MB, BC= 2A1B и МА=2МА1, получим 
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Значит, АВ/ = В/С.
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Проведём через точки А и В плоскость α, не содержащую С, и построим в этой плоскости правильный  треугольник АВС/. Из свойств параллельной проекции следует, что параллельная проекция вдоль прямой СС/ переводит ∆АВС в  ∆АВС/, причём медианы треугольника АВС проектируются в медианы треугольника АВС/. Но в правильном треугольнике медианы являются и биссектрисами, а следовательно, пересекаются в одной точке. Легко доказать, что для треугольника АВС/ справедливы равенства (1).
Отсюда вытекает, что наша теорема верна и для ∆АВС.
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