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Введение

     Часто приходится иметь дело с задачами выбора элементов из некоторой совокупности и расположения этих элементов в определенном порядке. Поскольку в таких задачах речь идет о тех или иных комбинациях объектов, их называют комбинаторными задачами. Роль таких задач важна не только в математике, но и физике, химии, биологии, технике и экономике. Комбинаторные задачи приходится рассматривать при определении наиболее выгодных коммуникаций внутри города, при организации автоматической телефонной связи, при выявлении связей внутри сложных молекул, генетического кода, математической статистики и т. д.

     Трудно переоценить значимость той роли, которую играет обучение методам решения комбинаторных задач в общеобразовательной школе. Освоение методов решения таких задач способствует развитию умственных способностей и математического кругозора ученика. Комбинаторные задачи несут широкие возможности для способов решения таких задач, которые могут служить как формы общих методов решения задач.

     Целью нашей работы является содействие в преодолении трудностей и повышение интереса в решении комбинаторных задач.

     Исходя из целей, поставлены следующие задачи:

-изучение истории науки «Комбинаторика»;

-изучение методов решения комбинаторных задач;

-составление задачника для учащихся.

        Использование учащимися сборника задач для развития кругозора и мыслительной деятельности, оказание помощи педагогам при подготовке учащихся к математическим олимпиадам представляют практическую ценность настоящей работы.

     Работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка использованной литературы и приложения. 

      Первая глава затрагивает историю науки «Комбинаторика». Вторая глава включает краткие теоретические сведения и задачи с решениями, задачи для закрепления темы «Комбинаторика. Основной упор делаем на формирование навыков решения комбинаторных задач. Чтобы заинтересовать учащихся, мы постарались составить задачи с разнообразным содержанием.
Глава I
 История науки «Комбинаторика»

     Комбинаторика – ветвь математики, изучающая комбинации и перестановки  предметов, - возникла в XII веке.

     Еще в доисторическую эпоху люди сталкивались с комбинаторными задачами. Выбирать и расположить предметы в определенном порядке, отыскивать среди разных рассположений наилучшее – вот задачи, решаемые в быту, на охоте или в сражениях. По мере усложнения производственных и общественных отношений задачи усложнялись. Комбинаторные задачи встречались, как игры в досуге. Наряду с состязаниями в беге, метании диска, кулачными боями появлялись игры, требовавшие умение мыслить, рассчитывать, составлять планы, опровергать планы противника. Со временем игры усложнились: появились нарды, карты, шашки и шахматы. В таких играх 

приходилось рассчитывать различные ситуации, комбинации сочетания фигур.

     При тайных переписках дипломаты стали применять шифры, которые  были основаны на различных перестановках букв, чисел, заменах букв с использованием ключевых слов и т. д.

      Комбинаторика как наука стала развиваться в XIII в. параллельно с возникновением теории вероятностей. Первые научные исследования по этой теме принадлежат итальянским ученым Дж. Кардано, Н. Чарталье (1499-1557), Г. Галилею (1564-1642) и французским ученым Б.Пискамо (1623-1662) и П. Ферма. Комбинаторику, как самостоятельный раздел математики первым стал рассматривать немецкий ученый Г. Лейбниц в своей работе «Об искусстве комбинаторики», опубликованной в 1666г. Он также впервые ввел термин «Комбинаторика». Значительный вклад в развитие комбинаторики внес Л. Эйлер. В современном обществе с развитием вычислительной техники, комбинаторика  «добилась» новых успехов. Были изданы журналы, книги по комбинаторике. Элементы комбинаторики были включены в школьный курс математики. Затем изъяты из программы. По желанию учителей и учащихся в 80–90 г.г. прошлого столетия основы комбинаторики изучались на факультативных занятиях  старших классов общеобразовательной школы.

     Методической основой данной работы служат учебники «Алгебра и математический анализ» для 11 классов авторов Н. Я. Виленкина, О. С. Ивашева – Мусатова, Е. И. Шварцбурд и «Алгебра. Элементы статистики и теории ве-роятностей» авторов Ю. Н. Макарычева и Н. Г. Миндюк.
   “Именно вероятностно-статистическая линия, или как его стали называть в последнее время,-стохастическая линия, изучение которой невозможно без опоры на процессы, наблюдаемые в окружающем мире, на реальный жизненный опыт ребенка, способна содействовать развитию интереса к предмету “математика”, пропаганде его значимости и универсальности”,-так пишет Е.А.Бунимович в своей статье “Вероятностно-статистическая линия в базовом школьном курсе математики”.

  Анализ данных, основы теории вероятности, описательной и математической статистики в той ли иной форме присуствуют как самостоятельные темы и содержательные линии в курсах школьной математики Франции, Великобритании, Японии, США  практически во всех развитых странах мира. В нашей стране сегодня происходит неизбежный процесс вхождения стохастики в обязательное школьное образование. Если раньше элементы комбинаторики и теории вероятности можно было изучить по учебникам  Н.Я.Виленкина и других для 9-11 классов, то сейчас для внедрения основ стохастики в практику созданы реальные условия; изданы много учебников, вкладышей ранее изданным учебникам общеобразовательных школ. 

Это учебники:

· под редакцией Г.В.Дорофеева, И.Ф.Шарыгина для 5-9 классов,

· под редакцией И.И.Зубарева, А.Г.Мордкович 5,6 классов.

Вкладышей к учебникам:

· А.Г.Мордкович, П.В.Семенов ”События. Вероятность. Статистика.” 7-9кл

· М.В.Ткачева, Н.Е.Федорова “Элементы статистики.” 7 -9кл

Глава II

Решение комбинаторных задач

1. Правило суммы

    Для ознакомления первого правила комбинаторики-правила суммы мы предлагаем разбор следующей задачи:

     Задача 1. На столе лежат 3 черных и 5 красных карандашей. Сколькими способами можно выбрать карандаш любого цвета?

     Решение: Выбрать карандаш любого цвета можно 5+3=8 способами. 

Правило суммы в комбинаторике:

Если элемент а можно выбрать m способами, а элемент в-n способами, причем любой выбор элемента а отличен от любого выбора элементов в, то выбор «а или в» можно сделать m+n способами.

   Задача 2. В классе 10 учащихся занимаются спортом, остальные 6 учащихся посещают танцевальный кружок. 1)Сколько пар учащихся можно выбрать так, чтобы один из пары был спортсменом, другой танцором? 2)Сколько возможностей выбора одного ученика?

    Решение: 1)Возможность выбора спортсменов 10, а на каждого из 10 спортсменов выборов танцора 6. Значит, возможность выбора пар танцора и спортсмена 10·6=60.   

     2)  Возможность выбора одного ученика 10+6=16.

2. Правило произведения

     Рассмотрим решение задачи, через которое сформулируем новое правило – правило произведения, неоднократно используемое при изучении последующего материала.

     Задача 1. Из города А в город В ведут 3 дороги. А из города В в город С ведут 4 дороги. Сколько путей, проходящих через В, ведут из А в С?

     Решение: Можно рассуждать таким образом: для каждой из трех путей из А в В имеется четыре способа выбора дороги из В в С. Всего различных путей из А в С равно произведению 3·4, т.е. 12.

     Правило произведения:

  Пусть нужно выбрать к элементов. Если первый элемент можно выбрать n1  способами, второй – n2 способами и т. д., то число способов к элементов, равно произведению n1· n2·… nк.
     Задача 2. В школьной столовой имеются 2 первых, 5 вторых и 4 третьих блюд. Сколькими способами ученик может выбрать обед, состоящий из первых, вторых и третьих блюд?

     Решение: Первое блюдо можно выбрать 2 способами. Для каждого выбора первого блюда существует 5 вторых блюд. Первые два блюда можно выбрать 2·5=10 способами. И, наконец, для каждой 10 этих выборов имеются четыре возможности выбора третьего блюда, т. е. Существует 2·5·4 способов составления обеда из трех блюд. Итак, обед может быть составлен 40 способами.

3. Перестановки

     Простейшими комбинациями, которые можно составить из элементов конечного множества, являются перестановки.

     Рассмотрим на примере перестановку без повторений. 

     Задача: На полке лежат 3 книги. В каком порядке можно расставить эти книги?

     Решение: Обозначим их буквами а, в, с. Эти книги можно расставить на полке по – разному:

     авс, асв, вас, вса, сав, сва.

     Каждое из этих рассположений называют перестановкой из трех элементов.

     При решении этой задачи можно воспользоваться правилом умножения. Выбор первого места на полке три. Для каждого выбора первого места есть две  возможности выбора второго места. Из трех книг один выбран для первого места. Остаются 2 остальные книги. Наконец, для каждого выбора первых, вторых мест только один выбор третьего места.

     Опредление: Перестановкой из n элементов называется каждое расположение этих элементов в определенном порядке.

     Число перестановок из n элементов обозначается символом Рn.

     Пусть мы имеем n элементов. На первое место можно поставить любой из них всего п выборов. На второе место любой из оставшихся, т. е. n-1 выбор. На третьем месте любой из оставшихся после первых двух выборов, т. е. n-2 выбора и т. д. В результате получим: Рn = n·(n-1)·(n-2)…2·1.

     Если произведение обозначим 1·2·3…(n-1)·n = n!, то число всевозможных перестановок из к элементов вычисляется по формуле:

     Рп = n!

          Задачи:

1. Сколькими способами можно расставить 7 бегунов на 7 дорожках?

Решение: Р7 =1·2·3·4·5·6·7=5040          Ответ: 5040 способов.

2. Сколько различных пятизначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, если 

цифры не повторяются?             

Решение: Так какнатуральное число не может начинаться с цифры 0, исключаем те числа, которые начинаются с цифры 0. Количество таких чисел          

Р4 = 1·2·3·4= 24

Р5 – Р4 = 1·2·3·4·5-1·2·3·4 = 120-24=96     Ответ: 96 чисел.

3. На собрание пришли 3 девочки и 4 мальчика. Сколькими способами можно их рассадить, если девочки хотят сидеть рядом?

Решение: Если рассмотреть девочек как одну, всего перестановок будет Р5. В каждой из полученных комбинаций можно выполнить Р3 перестановок девочек. Искомое число перестановок: 

Р5·Р3 = 5!·3!=1·2·3·4·5·1·2·3=720     Ответ: 720 способов.

     Задачи для закрепления:

1. В кустовом матбое участвовали команды Курбусахской, Сырдахской и Бейдигинской школ. Сколько вариантов распределения мест между ними возможно?

2. У Спящей Красавицы 7 платьев. Сколькими способами она может их надевать, меняя каждый день, в течение недели?

3. Старушка Бэйбэрикээн заказала у кузнеца 5 колокольчиков для своих пяти коров. Сколькими способами она может надеть колокольчики на своих коровах?

4. Сколько различных восьмизначных чисел можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6,7,8 

      при условии, что ни одно из них не повторяется?

5. Всего 6 различных красок. Сколькими способами можно раскрасить слово «Эврика»,                если все буквы должны быть раскрашены разными цветами?

6. В средней группе занимаются 12 учеников. В классе 12 мест. Сколькими способами можно рассадить учеников?

7. Сколькими способами мельник может оставить в наследство трем своим сыновьям мельницу, осла и кота?

8. Сколькими способами Мальчик с пальчик может вывести из дома шесть своих братьев?

9. Белоснежка сшила 7 рубашек. Сколькими способами она может их подарить семи гномам?

10. Буратино позвал друзей на день рождение. На именины пришли Мальвина,  Пьеро и еще пять друзей из кукольного театра. Сколькими способами Буратино может рассадить гостей за столом, если Пьеро хочет сидеть рядом с Мальвиной? 

4. Размещения

     Задача: Даны четыре различных шара: белый, зеленый, красный и синий. Их нужно поместить в 3 пустые ячейки. Сколько всего будет  способов размещения шаров?

     Решение: Сначала выпишем все варианты, которые начинаются с белого шара, затем – с зеленого и т. д.

     бзк, бкз, бзс, бсз, бкс, бск.

     збк, зкб, зсб, збс, зкс, зск.

     кбз, кзб, ксб, кбс, кзс, ксз.

     сбз, сзб, скб, сбк, скз, сзк.

     Всего способов 24. В первую ячейку можно выбрать четырьмя способами. Во вторую – тремя, в третью – двумя. Всего способов 4·3·2=24. Каждую упорядоченную тройку, которую можно составить из четырех  элементов, называют размещением из четырех элементов по три.  

     Определение: Размещением из n элементов по к (к≤n) называется любое множество, состоящее из любых к элементов, взятых в определенном порядке из данных n элементов.

     Каждое множество при размещении отличается порядком элементов или их составом. 









      к                                                                          
     Число размещений из n элементов по к обозначают Аn.

     Первый элемент можно выбрать n способами, второй n-1 и последний к-й элемент n-(к-1) способами. 

        к

     Аn = n(n-1)(n-2)… (n-(k-1))

     Задачи:

1. Учащиеся одного класса изучают 8 предметов. Сколькими способами можно составить расписание на один день, чтобы в нем было 4 различных предметов.

Решение: Расписание на один день отличаются либо порядком      следования предметов, либо самими предметами. Значит, здесь речь идет о размещении

     из 8 элементов по 4.


      4

          А8= 8·7·6·5=1680               Ответ: 1680 способов.

2. Сколькими способами тренер может распределить 10 спортсменов,                                                                                         на эстафете 4·100 на первом, во втором, третьем и четвертом этапах?

     

        4

     Решение: А10 = 10·9·8·7·=5040     Ответ: 50400 способов.

3. Сколько существует пятизначных телефонных номеров, в каждом из которых все цифры различны и первая цифра различна отнуля?                                    5

    Решение: Число размещений из десяти элементов по пять – А10. Число размещений 

                                                        4

начинающихся с цифры ноль – А9. Число телефонных   номеров равно:

       5           4

    А10 – А9 =10·9·8·7·6 – 9·8·7·6 = 27216      Ответ: 27216 номеров.

     Задачи для закрепления:

1. Сколько существует вариантов распределения трех призовых мест и одного поощрительного приза, если в олимпиаде по математике участвуют 24 ученика?

2. Сколько вариантов расписания можно составить на один день, если всего имеется 20 учебных предметов, а в расписание могут быть включены 6 предметов?

3. Сколькими способами Иван  Царевич может выбрать себе жену, ткачиху и повариху из 9 девушек?  

4. Сколько различных трехзначных чисел можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6.7,8 и9?

5. Сколькими способами Дюймовочка может выбрать себе мужа из лягушки, жука, крота и принца?


6. Сколько существует шестизначных телефонных номеров, в каждом из которых все цифры различны и первая цифра различна от нуля?

7. Сколькими способами старуха Таал-таал может выбрать себе первого, второго, третьего собеседника из льда, солнца, ветра, горы, мышки и человека?

8. Сколько различных четырехзначных чисел можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6,7,8 и 9, у которых на первом месте стоит число 4?

9. Сколькими способами можно выбрать старосту, учебного сектора, цветовода и спортивного сектора, если всего в классе 16 учащихся?

10. Сколькими способами Мышка может выбрать трех друзей из ежа, лисы, зайца, волка и медьведя, чтобы жить в теремке?

5.Сочетания

     Задача: На столе лежат 5 разноцветных карандашей. Сколько способов для выбора 3 из них?

Решение: Обозначим карандаши буквами а, в, с, d, е. Можно составить такие сочетания: авс, авd, abe, acd, ace, ade, bcd, bce, bed, cde.
Всего: 10 способов.

Определение: Сочетанием из n элементов по к называется любое множество, составленное из к элементов, выбранных из данных n элементов.

                     





      к

     Число сочетаний из n элементов по к обозначается Сn.

     В сочетаниях не имеет значения порядок элементов, сочетания отличаются составом элементов.

     Допустим, имеется множество, содержащее n элементов, и из его элементов составлены 












                к

всевозможные сочетания по к элементов. Число таких сочетаний равно Сn. В каждом сочетании можно выполнить Рк перестановок. В результате мы получим все размещения, 










        к

которые можно составить из n элементов по к. Их число равно Аn.


               К            к                                     к           к

     Значит, Аn = Cn·Pк. Отсюда Сn  = Аn
   к                                                              Рк

Сn = n(n-1)(n-2)…(n-(k-1))    

                1·2·3·…·k

     Умножим числитель и знаменатель, на (n-к)!

   к

Сn = (n-1)(n-2)…(n-(k-1)(n-k)!  =           n                            

                   1·2·3·…·k·(n-k)!              k!(n-k)!

 Задачи:

1. Из 12 учеников нужно выбрать 3 ученика на улусный новогодний бал. Сколькими способами можно сделать этот выбор?

Решение: Каждый выбор отличается от другого хотя бы одним учеником. Значит, здесь речь идет о сочетаниях из 12 элементов по 3:

   3
С12 = 1·2·3·…·9·10·11·12  = 220     Ответ: 220 способов  

             1·2·3·1·2·3·…·9  

2. В классе 10 девочек и 8 мальчиков. Нужно выбрать троих дежурных. Сколькими способами можно сделать этот выбор, если:

а) среди них должен быть 1 мальчик;

б) это могуть быть любые 3 ученика? 

    





          1

Решение: а) выбрать одного мальчика можно С8 способами:

   1

С8  = 1·2…·8 = 8

          1!·1·2·..·7

                                                                                       2     

           Выбрать из 10 девочек 2 дежурных можно С10 способами:

                      2

С10 = 1·2·…·8·9·10 = 45

          1·2·1·2·…·8 

Способов из 3 дежурных, среди которых 1 мальчик, всего:

     1        2

С8 ·С10 = 8·45=360        Ответ: 360 способов.

б) любых 3 учеников из 18 учащихся можно выбрать 

   3

С18 = 1·2·3…15·16·17·18 = 816         Ответ: 816 способов.

          1·2·3·1·2·3·…·15 

3. В корзине имеются 15 груш и 7 яблок. Нужно выбрать 5 груш и 3 яблока. Сколькими способами это можно сделать?

Решение: Способов выбора 5 груш:

    5
С15 = 1·2·…·10·11·12·13·14·15 = 360360 = 3003

          1·2·3·4·5·1·2·3·4·…·10         120

Способов выбора 3 яблок:

   3

С7 = 1·2·3·4·5·6·7 = 35

        1·2·3·1·2·3·4                                           5           3

Всего указанный выбор можно сделать С15 ·С7 способами:

    5       3

 С15·С7 = 3003·35=105105              Ответ: 105105 способов.

Задачи для закрепления:

1. Сколько вариантов распределения двух путевок в президентскую ёлку можно составить для 6 претендентов?

2. Алладин захотел купить для Жасмин два браслета. Сколькими способами он может их выбрать из 36 браслетов?

3. Сколькими способами Красная Шапочка может собрать букет для своей бабушки из 5 цветов, если в поле всего 10 разновидностей цветов?

4. У Васи 5 заветных желаний, а волшебница обещала ему исполнить любые три из них. Сколькими способами он может выбрать желания для исполнения?

5. Сколькими способами учительница может составить контрольную работу из пяти заданий, если всего 15 заданий?

6. Пятачок решил подарить ослику Иа два шарика. Сколькими способами он может выбрать их из 20 шариков?

7. Сколькими способами Золотая рыбка может исполнить три желания, если у старухи их целых 10?

8. Сколькими способами Маугли может выбрать себе двух попутчиков из волка, медведя, пантеры, дикообраза, мангуста и слона? 

9. Сколькими способами фея может выбрать трех кучеров для Золушки из восми мышей?

10. Сколькими способами маркиз Карабас может выбрать себе два королевских костюма из пятнадцати?

Заключение

     В данной работе нами сделана попытка составить учебное пособие, которое нацелено оживить школьную математику введением в неё интересных задач, посильных для учащихся теоретических вопросов.

Работа предназначена учащимся для углубления знаний по  математике на кружковых занятиях, спецкурсах, при самостоятельной работе.

     В данной работе предложены всего 16 задач с решениями и 30 задач для самостятельного решения. 

     Отличительной способностью данного пособия являются:

· посильная для учащихся II ступени теоретическая часть;

· подбор и составление задач на основе жизненного материала, сказочных сюжетов.

Мы надеемся, что наша работа заинтересует учащихся, поможет       развитию их кругозора и мышления, будет способствовать более качественной подготовке к олимпиадам по математике.
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