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Чертежи по доказательству теоремы и практической части.
Тезисы к реферату «Одномерные задачи оптимизации»

1. Актуальность теоремы Вейерштрасса в наши дни.

2. Краткое сообщение о жизни и деятельности К.Т.Вейерштрасса.


3. Доказательство теоремы Вейерштрасса.


4. Практические задачи.

Цель:


Показать на примерах одномерных задач оптимизации, как можно добиться наиболее высокого жизненного уровня, наивысшей производительности труда, наименьших потерь, максимальной затраты времени, располагая определенными ресурсами.

Задачи:

1. Изучить материал о жизни и деятельности немецкого  математика Карла Вильгельма Вейерштрасса.
2. Доказать теорему Вейерштрасса, используя материал Интернета.

3. Подобрать одномерные задачи оптимизации, исследовать и решить их, используя теорему о наибольших и наименьших значениях функции.

4. Доказать актуальность данной темы в наши дни.

Аннотация

Большую часть своих усилий человек тратит на поиск наилучшего, т.е. оптимального решения поставленной задачи.


Цель исследовательской работы ученицы Тазовской школы-интерната Корзун Александры заключалась в подборе одномерных задач оптимизации.


Александра показала на примерах взаимосвязь алгебры и математического анализа с физикой, геологией, с промышленностью и сельским хозяйством, значит, данная тема актуальна в наши дни и может быть рассмотрена в любых областях производства.
План

I. Введение. Актуальность исследования

II. Цель. Задачи.

III. Основная часть.
1. Краткая биография Вейерштрасса.
2. Теорема Вейерштрасса.

3. Применение теоремы Вейерштрасса к решению одномерных задач оптимизации.

IV. Заключение. Важность и актуальность теоремы Вейерштрасса в наши дни.

V. Список литературы.
VI. Приложение:

Чертежи к доказательству теоремы и практической части.

I. Введение
Актуальность исследования
Теория без практики мертва и бесплодна, практика без теории невозможна и пагубна. Для теории нужны знания,
для практики сверх всего того, и умение.
А.Н.Крылов.


Тема исследовательской работы актуальна в наши дни, т.к. большую часть своих усилий человек тратит на поиск наилучшего, т.е. оптимального решения поставленной задачи. Как, располагая определенными ресурсами, добиться наиболее высокого жизненного уровня, наивысшей производительности труда, наименьших потерь, максимальной затраты времени – так ставятся вопросы, над которыми приходится думать каждому члену общества. Не все такие задачи поддаются точному математическому описанию, не для всех из них найдены короткие пути решения. Однако часть таких задач поддается исследованию с помощью методов математического анализа – это одномерные задачи оптимизации.  С математической точки зрения такую задачу можно сформулировать так: найти наименьшее или наибольшее значение целевой функции f(x), заданной на множестве х. Определить значение переменной х, при котором она принимает свое экстремальное значение. Такие задачи решаются с помощью применения теоремы Вейерштрасса.
II. Основная часть
1. Биография Вейерштрасса

Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (1815-1897г.г.) немецкий математик, родился в Остенфельде, изучал математику в Мюнстере.


С 1842-1855 года преподавал в католических средних учебных заведениях прусских городов. 

С 1864 года профессор Берлинского университета. Его работы по обоснованию математического анализа завершают создание строгой математикой теории.


Вейерштрасс доказал множество классических теорем  в различных областях математики, одной из которых является теорема для решения задач оптимизации, в которых целевая функция f(x) задана и непрерывна на отрезке и всегда имеет решение.
2. Доказательство теоремы

Теорема Вейерштрасса:


Всякая функция f(x), непрерывна на отрезке [а, b], принимает на этом отрезке свое наименьшее и наибольшее значения, т.е. на отрезке [a, b] существуют такие точки х1 и х2, что для любого 
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 выполняются неравенства: 
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Доказательство:


Предположим, что ƒ (х) не имеет на отрезке [a,b] критических точек. Тогда она возрастает или убывает.
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на этом отрезке, и значит, наибольшее и наименьшее значения функции ƒ (х) на отрезке [a,b] – это значения в концах a и b.

Пусть теперь функция ƒ (х)  имеет на отрезке [a,b] конечное число критических точек. Эти точки разбивают отрезок [a,b] на конечное число отрезков, внутри которых критических точек нет. Поэтому наибольшее и наименьшее значения функции ƒ (х)  на таких отрезках принимаются в их концах, т.е. в критических точках функции или в точках а и b.
Теорема доказана.

3. Решение практических задач
При решении разнообразных прикладных задач метод поиска наибольших и наименьших значений функции сводится к следующей схеме решения:

1) формализация, т.е. задача «переводится» на язык функций. Для этого выбирают удобный параметр х, через который выражают интересующую нас величину через функцию f(x);
2) средствами анализа находится наибольшее или наименьшее значение функции на некотором промежутке, т.е. решение задачи;

3) интерпретация найденного решения, т.е. перевод задачи на его первоначальный смысл.
Теперь рассмотрим несколько одномерных задач оптимизации и найдем их решение с помощью нахождения наибольшего и наименьшего значения функции.

Задача №1. Какое минимальное количество стекла потребуется на изготовление стеклянных цилиндрических стаканов с наибольшим объемом?

Решение: Выясним, при каком соотношении между радиусом r основания стакана и его высотой Н площадь наружный поверхности стакана S  при заданном количестве стекла, получится с наибольшим объемом.




Площадь S наружной поверхности стакана равна сумме площадей основания и боковой поверхности стакана.

S1= πr2 

S2=2πrН – площадь боковой поверхности цилиндра. Получаем:

S=S1+S2

S=πr2 + 2πrН.  (I)

Объем стакана (объем цилиндра) вычисляется по формуле:


V=πr2Н.  (II)
Из первой формулы выразим Н:

Н = 
[image: image3.wmf]r
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и подставим во вторую формулу для объема стакана, получим: 

V =     
[image: image4.wmf]2
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Задача свелась к нахождению такого r > 0, при котором объем V=V(r) является наибольшим. Вычислим производную от V(r):
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и  найдем такое r, при котором V´(r)=0, т.е. решим уравнение
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Учитывая, что r > 0, получаем:
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Так как V´(r) > 0 при 
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  и V´(r)<0 при  
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, то наибольшее значение функция V(r) принимает при 
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При этом значение r, по формуле для Н, получаем: 
[image: image11.wmf]p
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, т.е. Н=r.

Из всех стаканов с заданной площадью поверхности наибольший объем имеет тот, у которого высота равна радиусу основания.


Значит, будет затрачиваться минимальное количество стекла при изготовлении стакана, если высота стакана будет равна радиусу основания стакана.

Задача № 2. Сейсмопартия расположена в тундре в 9 км от ближайшей точки дороги. С сейсмопартии надо направить рабочего в населенный пункт, расположенный по дороге в 15 км от упомянутой точки (считаем дорогу прямолинейной). Скорость курьера по тундре 8 км/ч, а по дороге 10км/ч. К какой точке дороги ему надо ехать, чтобы в кратчайшее время достичь населенного пункта?
Решение:

РМВ – маршрут следования рабочего.

Пусть АМ = х км, 0 < х < 15; АВ = 15 км, РА = 9 км.

Найдем расстояние РМ:

РМ =  
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 (по теореме Пифагора).
Время движения по тундре:
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   часов;

Найдем расстояние МВ: МВ = (15 – х) км.

Время движения по дороге:
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Составим функцию по времени:

f(x) = 
[image: image16.wmf]8
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Найдем производную функции f(x):
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Приравняем производную к нулю:
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(приведем к общему знаменателю: 
[image: image21.wmf]2
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(числитель дроби равен нулю, а знаменатель нулю не равняется).
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 (возведем обе части в квадрат).
(
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)2 = (5х)2, решаем уравнение:

16(81 + х2) = 25х2;
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х=12 (т.к. расстояние между точками определяется положительным числом).

х=12 – точка минимума (АМ=12 км).

15-12=3 (км). (МВ = 3 км).

Ответ: рабочему нужно ехать в точку, удаленную на 3 км от населенного пункта и на 12 км от дороги, ближайшей к сейсмопартии, чтобы в кратчайшее время достичь населенного пункта.

Задача № 3. Для стоянки машин выделили площадку прямоугольной формы, примыкающей одной стороной к стене здания. Площадку обнесли с трех сторон металлической сеткой длиной 200м, и площадь ее при этом оказалась наибольшей. Каковы размеры площадки?



Решение:
Обозначим две одинаковые стороны площадки за х м, тогда третья сторона площадки будет (200-2х) м. Вычислим площадь площадки (площадь прямоугольника равна произведению длины на ширину), т.е.
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Вычислим производную от S:
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Приравняем производную к нулю:

S´ = 0;    
-4х + 200 = 0;



-4х = -200.



х = 50

Значит, две одинаковые стороны площадки имеют длину 50м, а третья сторона имеет длину 100м, площадь площадки равна, значит:


[image: image33.wmf])

(

5000

50

100

2

м

S

=

×

=

- наибольшая (при х=50).

При этом 0 < x < 50 производная имеет знак «+», при х > 50 производная имеет знак «- ».

Размеры площадки 50 х 100.

Ответ: размеры площадки должны быть 50х100, чтобы ее площадь была наибольшей.

Задача № 4. Известно, что освещенность предмета обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника света и прямо пропорциональна косинусу угла падения луча на освещаемый предмет. Пользуясь этим, определите, на какой высоте над центром круглого стола радиуса 
[image: image34.wmf]2

 нужно подвесить лампу, чтобы край стола имел наибольшую освещенность.




  
Решение:

Введем обозначение: SO – высота, на которую нужно подвесить лампу;

ОВ – радиус круглого стола, равный 
[image: image35.wmf]2

;
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 – угол падения луча.

Пусть OS = х (х > 0), тогда BS = 
[image: image37.wmf];
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Введем функцию 
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Исследуем ее на наибольшее значение с помощью производной на промежутке х > 0:
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f (x) > 0 на промежутке 0 < x < 1,

f (x) < 0 на промежутке х > 1.

Значит, х=1 – точка максимума. Так как функция f(x) на промежутке    х > 0 имеет единственную точку экстремума, которая является точкой максимума, то в ней функция принимает наибольшее значение.

Ответ: На высоте равной 1 над центром круглого стола радиуса 
[image: image43.wmf]2

 нужно подвесить лампу, чтобы край стола имел наибольшую освещенность.

Задача № 5. Бригада рыболовов планировала выловить в определенный срок 3840 ц рыбы, вылавливая ежедневно одно и то же количество центнеров рыбы. В течении 2/3 этого срока был шторм, вследствие чего ежедневное плановое задание недовыполнялось на 20 ц. Однако в остальные дни кроме последнего бригаде удавалось вылавливать на 20 ц больше дневной нормы. В последний день рыбаки не вышли в море из-за сильного шторма. Какое максимальное количество ц рыбы могла выловить бригада, за установленный срок при таких погодных условиях?

Решение: Пусть по плану бригада должна работать х дней (х>0). Тогда в день по плану должна вылавливать 
[image: image44.wmf]x

3840

 ц рыбы. Фактически во время шторма работала 
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Всего выловила 
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За весь период выловили:
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Введем функцию  
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и найдем ее наибольшее значение при х > 0.
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Т.к. функция f(x) на (0;+∞) имеет единственный экстремум, и он является точкой максимума, то в ней функция принимает свое наибольшее значение.
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За весь период времени выловили 3500 ц.

Ответ: 3500 ц. рыбы – максимальное количество, которое выловила бригада за установленный срок при таких погодных условиях.

III. Заключение
Теорема Вейерштрасса актуальна в наши дни, т.к. применяется при решении разнообразных прикладных задач практического содержания.

Эти задачи помогают при наименьших затратах добиться наивысшей производительности труда, наименьших потерь, максимальной затраты времени, высокого жизненного уровня. Изученный мной материал пригодится мне, т.к. я собираюсь продолжать обучение в высшем учебном заведении, где буду изучать  математический анализ, и решать подобные задачи на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции.
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V. Приложение.


Чертежи для доказательства теоремы и практической части.
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