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Правда, при этом у гиперболы мы увидим

 лишь одну ветвь. Для того, чтобы увидеть 

вторую, нужно ось фонарика повернуть на 

180 градусов! (рис.4)

Одинаковый способ получения различных

 конических сечений влечет и сходство 

уравнений, описывающих эти кривые.

В секущей плоскости можно так выбрать 

систему координат, чтобы уравнение 

конического сечения имело вид:

Y^2 = 2PX+aX^2

где P и a- постоянные. Если P< >0, то это уравнение определяет параболу при a=0, эллипс- при a<0, гиперболу- при a>0. (рис.5)
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Геометрическое свойство конических сечений, содержащееся в приведенном уравнении, было известно древнегреческим ученым и послужило для Аполлония поводом присвоить отдельным типам конических сечений названия, сохранившиеся до наших дней: греческое слово парабола означает приложение (так как в греческой геометрии превращение прямоугольника данной площади Y^2 в равновеликий ему прямоугольник с данным основанием 2P называлось приложением данного прямоугольника к этому основанию), слово эллипс означает недостаток (приложение с недостатком), слово гипербола - избыток (приложение с избытком).
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Очень похожи уравнения конических сечений в полярных координатах. Если за полюс взять фокус кривой, а за полярную ось- ось кривой, проходящей через фокус, то получим уравнение: R= P/(1- E cos a) Оно будет уравнением эллипса при 0<=E<1 (при E=0 получим окружность). Парабола будет описываться этим уравнением при E=1, а гипербола при E>1. Число Е называется эксцентриситетом конического сечения, а Р- его фокальным параметром.

4. Уравнение конического сечения
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Математический интерес к коническим сечениям во многом обусловлен тем, что если записать уравнение такого сечения в произвольной декартовой системе координат на секущей плоскости, то оно всегда будет алгебраическим уравнением второго порядка, т.е. будет иметь вид:

И наоборот, кривая, описываемая таким уравнением, за исключением случаев, когда коэффициенты этого уравнения связаны определенными соотношениями.
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Все тела солнечной системы движутся вокруг Солнца по эллипсам. Небесные тела, попадающие в Солнечную систему из других звездных систем, движутся вокруг Солнца по гиперболической орбите и, если на их движение не оказывают существенного влияния планеты Солнечной системы, покидают ее по этой

 же орбите. (рис.7)
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5. Парабола

ПАРАБОЛА- одно из конических сечений. Эту кривую можно определить как фигуру, состоящую из всех точек М плоскости, расстояние каждой из которых до заданной точки F, называемой фокусом параболы, равно ее расстоянию до заданной прямой, называемой директрисой параболы. Ближайшая к директрисе точка параболы называется вершиной параболы О. ее называют просто осью параболы. (рис.8)
[image: image14.png]


[image: image15.png]



[image: image16.png]



           Это свойство параболы используется при изготовлении прожекторов, автомобильных фар, карманных фонариков, зеркал, имеющих вид параболоидов вращения. (рис.9)
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6. Гипербола

ГИПЕРБОЛА- одно из конических сечений. Ее также 

можно определить как фигуру, состоящую из всех тех точек М

 плоскости, разность расстояний которых до двух заданных 

точек F1 и F2, называемых фокусами гиперболы, постоянна 

(рис.13). Обычно оно обозначается через 2a.
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Точки (a,0) и (a,0) называются вершинами гиперболы.
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Гипербола состоит из двух ветвей, лежащих в разных полуплоскостях  относительно оси ординат. Характерной ее особенностью является наличие асимптот- прямых:
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к которым приближаются точки гиперболы при удалении от центра. В том случае, когда угол между асимптотами- прямой, гипербола называется равнобочной, и если асимптоты равнобочной гиперболы выбрать за оси координат, то ее уравнение записывается в виде
Y=K/X, т.е. в виде хорошо известного уравнения обратной пропорциональной зависимости (рис.14).
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7. Эллипс

ЭЛЛИПС- одно из конических сечений. Его также можно определить как фигуру, состоящую из всех точек плоскости, сумма расстояний от которых до двух заданных точек F1 и F2 (фокусы эллипса) является постоянной величиной, обычно обозначаемой через 2a (рис.17).



Одним из самых замечательных свойств эллипса является его оптическое свойство, состоящее в том, что прямые, соединяющие точку эллипса с фокусами, пересекают касательную к эллипсу в этой точке под разными углами. А это значит, что луч, пущенный из одного фокуса, после отражения попадает в другой (рис.18). 

Рассмотрим поверхность, полученную в результате вращения эллипса вокруг одной из его осей. Такая поверхность называется эллипсоидом вращения. Если вращать эллипс вокруг большой оси, то получится яйцеобразная фигура.
 Если вращать его
вокруг малой оси, то полученная поверхность- сплюснутая сфера.

Если эллипсоид вращения сжать с одной из плоскостей, проходящих через его ось, то получится поверхность, которая называется трехосным эллипсоидом. 

Уравнение эллипсоида:
Если какие- нибудь два из чисел a,b и c равны, то соответствующее уравнение описывает эллипсоид вращения, а если равны все три числа- то сферу. Любое сечение эллипсоида плоскостью является сферой.

В заключении: по этой теме автором работы была создана информативная и красочная презентация в программе Power Point, которая заняла объем памяти 45 Мб и состоит из 40 слайдов. Вот некоторые слайды из этой презентации
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автор: Грибова Елена, ученица 11 класса ЦО «Царицыно» №548

Из истории вопроса


Изучать конические сечения в Греции начали в четвертом веке до н.э. Их открыл Менехм, ученик Евдокса, при попытке решить задачу удвоения куба. Он представил их как сечения прямоугольного, тупоугольного и остроугольного конусов вращения плоскостью, перпендикулярной образующей.


Аполлоний (рис.1) в своей книге дал более общее стереометрическое определение конических сечений. Во-первых, он рассматривал произвольный круговой конус. 


Во-вторых, учитывал обе его полости, что позволяло изучить обе ветви параболы. И наконец, он проводил сечения плоскостью, расположенной под любым углом к образующей.


Определив и построив три конических сечения, Аполлоний исследовал их основные свойства, асимптоты, касательные, фокусы, сопряженные диаметры и т.д. К сожалению, методы исследования кривых, созданные Аполлонием, в древности не получили развития, хотя вплоть до начала пятого века его труды изучали и комментировали. 


Сами конические сечения  применяли лишь для решения кубических уравнений. Так что теорию конических сечений Аполлоний создал задолго до того, как она оказалась необходимой.





Конус


Прямой круговой конус (от греч. konos- “сосновая шишка”) - это фигура, получающаяся при вращении прямоугольного треугольника вокруг одного из его катетов (рис.2).


Конические сечения


Конические сечения – кривые, получающиеся при сечении кругового конуса (точнее- конической поверхности) плоскостью, не проходящей через его вершину. Получающиеся при этом ограниченные фигуры оказываются эллипсами , а неограниченные- гиперболами (если секущая плоскость пересекает обе полости конуса) или параболами (если секущая плоскость пересекается лишь с одной из его полостей). (рис.3)





Все виды конических сечений легко получить с помощью карманного фонарика (свечки), направляя его под разными углами на ровную площадку. 








































































































































































































































































































































































































Рис.1
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Рис.5
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Рис.7
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По эллипсам движутся вокруг Земли ее искусственные спутники и естественный спутник- Луна, а космические корабли, запущенные


к другим планетам, движутся по окончании работы двигателей по параболам или гиперболам (в зависимости от скорости) до тех пор, пока притяжение других планет или Солнца не станет сравнимо с земным притяжением.














Рис.8
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Хорошо известно, что траекторию камня, брошенного под углом к горизонту, будет парабола (при отсутствии сопротивления воздуха). Однако, мало кто знает, что зона достижимости для пущенных нами камней вновь будет параболой. В данном случае мы говорим об огибающей кривой траектории камней, выпущенных из данной точки под разными углами, но с одной и той же начальной скоростью. Если рассматривать такую траекторию в пространстве, то возникнет поверхность, образованная вращением этой параболы вокруг ее оси. Такая поверхность носит название параболоида вращения.


Как и другие конические сечения, парабола 


обладает оптическим свойством: все лучи, исходящие из источника света, находящегося в фокусе параболы, после отражения оказываются направленными параллельно ее оси. 








Рис.9 � EMBED Photoshop.Image.8 \s ���





Очевидно, что пучок параллельных лучей, двигающихся вдоль оси параболы, отражаясь, собирается в ее фокус. На этом основана идея телескопов- рефлекторов (рис.10), зеркала которых выполнены в виде параболоидов вращения. Любопытно, что параболоид вращения образует поверхность жидкости в цилиндрическом сосуде, если его вращать относительно своей оси.


Если параболоид вращения равномерно


сжать к одной из плоскостей, проходящих через его ось, то получается поверхность, которая называется эллиптическим параболоидом. Это название объясняется тем, что любое плоское сечение этой поверхности- либо эллипс, либо парабола. Уравнение эллиптического параболоида имеет вид:














Рис.10 


� EMBED Photoshop.Image.8 \s ���





� EMBED Photoshop.Image.8 \s ���





Если a=b, то такой эллиптический параболоид будет параболоидом вращения. (рис. 11)


Существует еще один тип параболоидов- гиперболический. Это седлообразная поверхность (рис.12), интересная особенность которой- наличие прямых, целиком принадлежащих этой поверхности, как и у однополостного гиперболоида. Ее плоскими сечениями будут параболы и гиперболы. Если секущая плоскость касается поверхности, то гипербола вырождается в пару пересекающихся прямых. Уравнение гиперболического параболоида имеет вид:

















Рис.11
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Рис.12
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Математики Древней Греции рассматривали только сечения, перпендикулярные какой-либо образующей конуса, а различные типы кривых получали путем изменения угла раствора конуса. В частности, они обнаружили, что для любого конического сечения, кроме окружностей, в его плоскости существует такая прямая, для которой отношение расстояний точек на кривой до фокуса к расстоянию до этой прямой равняется эксцентриситету этого конического сечения. Такая прямая была названа директрисой этой кривой (рис.6).








Рис.6
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Рис.13
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Прямая, проходящая через фокусы, и перпендикулярная ей прямая, равноотстоящая от фокусов, служат осями симметрии гиперболы, а точка их пересечения- ее центром симметрии, называемым также центром гиперболы. Если принять эти прямые за оси координат, выбрав в качестве оси абсцисс прямую, проходящую через фокусы F1(c,0) и F2(-с,0), то уравнение гиперболы записывается в виде:
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Рис.14
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Гипербола, как и другие конические сечения, обладает оптическим свойством, которое описывается следующим образом: луч, исходящий из источника света, находящегося в одном из фокусов гиперболы, после отражения движется так, как будто он исходит из другого фокуса.


Еще пример- зона слышимости звука пролетающего самолета. Если самолет движется со сверхзвуковой скоростью, то в воздухе зона слышимости образует конус. Поверхность Земли может приближенно считаться плоскостью, рассекающей этот конус.





Если гиперболу вращать вокруг ее оси, проходящей через фокусы, то получающаяся поверхность будет называться двуполостным гиперболоидом, потому что состоит из двух полостей: одна- рассмотренная нами, а вторая получается от вращения второй ветви гиперболы (рис.15).





Если же вращать гиперболу вокруг второй ее оси, то получится поверхность, называемая однополостным гиперболоидом. 























Рис.15
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Рис.16
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Такую форму имеют секции Шаболовской телебашни (радиобашни) (рис.16).


Замечу, что зеркало прибора, описанного в книге А.Н. Толстого “Гиперболоид инженера Гарина”, является не гиперболоидом, а параболоидом. Возможно, что название “гиперболоид” А.Н. Толстой выбрал из-за того, что hyperbole в переводе с греческого означает преувеличение.

















Рис.17
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Из этого определения нетрудно установить, что прямая, проходящая через фокусы эллипса, есть его ось симметрии,


как и прямая, являющаяся серединным перпендикуляром отрезка F1 F2. Точка О �пересечения этих прямых служит центром симметрии эллипса. Если взять указанные �прямые в качестве осей координат, то �уравнение эллипса запишется в виде:
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Рис.18
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Это свойство лежит в основе интересного акустического эффекта, наблюдаемого в некоторых пещерах и искусственных сооружениях, своды которых имеют эллиптическую форму: если находиться в одном из фокусов, то речь человека, стоящего в другом фокусе, слышна так хорошо, как будто он находится рядом, хотя на самом деле расстояние велико.
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