Цели и задачи
Цель: Знакомство с разными способами доказательства теоремы.

Задачи: 1. Изучить научно-популярную литературу.

              2. Рассмотреть различные способы доказательства теоремы.

              3. Сделать обобщение.    
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Актуальность
Необычна судьба иных теорем, но теорема Пифагора – это нечто особенное…

Площадь квадрата, построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах.

Вот одна из самых известных геометрических теорем древности, называемая теоремой Пифагора. Её и сейчас знают практически все, кто когда-либо изучал планиметрию. Мне кажется, что если мы хотим дать знать внеземным цивилизациям о существовании разумной жизни на Земле, то следует посылать в космос изображение Пифагоровой фигуры.

Теорема Пифагора привлекла меня своей необычностью, непохожестью на другие теоремы, ведь она имеет очень много способов доказательства, разбираясь в которых, хочется найти их все. Также она понравилась мне тем, что занимает очень важное место не только в геометрии, но и в физике и других науках. Вот одно из стихотворений А. Шамиссо, написанное в честь её открытия:

Пребудет вечной истина, как скоро
Все познает слабый человек!
И ныне теорема Пифагора
Верна как и в его далёкий век.
Обильно было жертвоприношение
Богам от Пифагора. Сто быков
Он отдал на закланье и сожженье
За свет луча, пришедший с облаков,
Поэтому всегда с тех самых пор
Чуть истина рождается на свет,
Быки ревут, ее почуя, вслед.
Они не в силах свету помешать,
А могут лишь, закрыв глаза, дрожать
От страха, что вселил в них Пифагор.
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2. Биография Пифагора
Великий ученый Пифагор родился около 570 г. до н. э. на острове Самосе. Отцом  Пифагора был Мнесарх, резчик по драгоценным камням. Имя матери Пифагора неизвестно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказочно красив, а вскоре проявил и свои незаурядные способности.

Среди учителей юного Пифагора традиция называет имена старца Гермодаманта и Ферекида Сиросского. Целые дни проводил юный Пифагор у ног старца Гермодаманта, внимая мелодии кифары и гекзаметрам Гомера.

Страсть к музыке и поэзии великого Гомера Пифагор сохранил на всю жизнь. Будучи уже признанным мудрецом, окруженным толпой учеников, Пифагор начинал день с пения одной из песен Гомера.

Ферекид же был философом и считался основателем италийской школы философии. Он направил взор Пифагора к природе и в ней одной советовал видеть своего первого и главного учителя. Но как бы то ни было, неугомонному воображению юного Пифагора очень скоро стало тесно на маленьком Самосе, и он отправляется в Милет, где встречается с другим ученым Фалесом. Фалес советует ему отправиться за знаниями в Египет, что Пифагор и сделал.

В 548 г до н. э. Пифагор прибыл в Навкратис - самосскую колонию, где было, у кого найти кров и пищу. Изучив язык и религию египтян, он уезжает в Мемфис. Несмотря на рекомендательное письмо фараона, хитроумные жрецы не спешили раскрывать Пифагору свои тайны, предлагая ему сложные испытания. Но влекомый жаждой к знаниям, Пифагор преодолел их все, хотя по данным раскопок египетские жрецы не многому могли его научить, так как в то время египетская геометрия была чисто прикладной наукой (удовлетворявшей потребность того времени в измерении земельных участков). Поэтому, научившись всему, что дали ему жрецы, он, убежав от них, двинулся на родину в Элладу. Однако, проделав часть пути, Пифагор решается на сухопутное путешествие, во время которого его захватил в плен Камбиз, царь Вавилона, направлявшийся домой.

Не стоит драматизировать жизнь Пифагора в Вавилоне, так как великий властитель Кир был, терпим ко всем пленникам. Вавилонская математика была, бесспорно, более развитой, чем египетская (примером может служить позиционная система счисления), и Пифагору было чему поучиться. Но в 530 г. до н. э. Кир двинулся в поход против племен в Средней Азии. Пользуясь переполохом в городе, Пифагор сбежал на родину. А на Самосе в то время царствовал тиран Поликрат. Конечно же, Пифагора  не  устраивала  жизнь  придворного  полу  раба,  и  он  удалился  в  пещеры в          
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окрестностях Самоса. После нескольких месяцев притязаний со стороны Поликрата, Пифагор переселяется в Кротон. В Кротоне Пифагор учредил нечто вроде религиозно-этического братства или тайного монашеского ордена («пифагорейцы»), члены которого обязывались вести так называемый пифагорейский образ жизни. Это был одновременно и религиозный союз, и политический клуб, и научное общество. Надо сказать, что некоторые из проповедуемых Пифагором принципов достойны подражания и сейчас.

...Прошло 20 лет. Слава о братстве разнеслась по всему миру. Однажды к Пифагору приходит Килон, человек богатый, но злой, желая спьяну вступить в братство. Получив отказ, Килон начинает борьбу с Пифагором, воспользовавшись поджегом его дома. При пожаре пифагорейцы спасли жизнь своему учителю ценой своей, после чего Пифагор затосковал и вскоре покончил жизнь самоубийством.

3.
Учение Пифагора
В «Перечне математиков», приписываемом Евдему, о Пифагоре сказано так: «Как передают, Пифагор превратил занятие этой отраслью (геометрией) знания  в настоящую науку,   рассматривая   её   основы   с   высшей   точки   зрения   и   исследуя   её   теории   менее материальным и более умственным образом».

Пифагору приписываются создание основ планиметрии, правил построения некоторых правильных многоугольников и многогранников, введение широкого и обязательного использования доказательств в геометрии, создание учения о подобии, доказательство теоремы о сторонах прямоугольного треугольника.

Пифагор-математик был и одним из величайших философов, учение которого, к сожалению, не сохранилось до наших дней. Для всех – и  высших, и низших – у  Пифагора было мудрое изречение: «Следует всеми средствами, отсекая огнем и мечом, и всем, чем только можно, от тела - болезнь, от души – невежество,  от желудка – излишнего, от города – смуту, от дома – раздоры, и от всего вместе - неумеренность.»
4.
История теоремы
Теорема Пифагора имеет богатую историю. Оказывается, она задолго до Пифагора была известна китайцам, египтянам, вавилонянам, индусам, индийцам.

Исторический обзор начнем с древнего Китая. Здесь особое внимание привлекает математическая книга Чу-пей. В этом сочинении так говорится о пифагоровом треугольнике со сторонами 3, 4 и 5: «Если прямой угол разложить на составные части, то линия, соединяющая концы его сторон, будет 5, когда основание есть 3, а высота 4». В этой же книге есть рисунок, который совпадает с одним из чертежей индусской геометрии Басхары.
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Кантор (крупнейший немецкий историк математики) считает, что равенство
32+42=52
было известно уже египтянам еще около 2300 г. до н. э. во времена царя Аменемхета I (согласно папирусу 6619 Берлинского музея).


По мнению Кантора гарпедонапты, или, «натягиватели веревок», строили прямые углы при помощи прямоугольных треугольников со сторонами 3, 4 и 5. Очень легко можно воспроизвести их способ построения. Возьмем веревку длиною в 12 метров и привяжем к ней по цветной полоске на расстоянии 3 метра от одного конца и 4 метра от другого. Прямой угол окажется заключенным между сторонами длиной в 3 и 4 метра. Гарпедонаптам легче было бы воспользоваться угольником, применяемым всеми плотниками. Действительно, известны египетские рисунки, на которых встречается такой инструмент, например рисунки, изображающие столярную мастерскую.

Несколько больше известно о теореме Пифагора у вавилонян. В одном тексте, относимом   ко времени Хаммураби, то есть к 2000 г. до н. э., приводится приближенное вычисление    гипотенузы прямоугольного треугольника. Отсюда можно сделать вывод, что в Двуречье умели    производить вычисления с прямоугольными треугольниками, по крайней мере, в некоторых случаях.  Основываясь,  с  одной  стороны,  на сегодняшнем уровне знаний  о  египетской  и вавилонской математике, а с другой на критическом изучении греческих источников, Ван-дер-Варден (голландский математик) сделал следующий вывод:

«Заслугой первых греческих математиков, таких как Фалес, Пифагор и пифагорейцы, является не открытие математики, но её систематизация и обоснование. В их руках вычислительные рецепты, основанные на смутных представлениях, превратились в точную науку».

Геометрия у индусов, как и у египтян и вавилонян, была тесно связана с культом. Весьма вероятно, что теорема о квадрате гипотенузы была известна в Индии уже около 18 века до н. э.

Индийцам же эта теорема была хорошо известна под названием «правило веревки» и использовалась ими для построения алтарей.

5. Формулировки теоремы
Во времена Пифагора формулировка теоремы звучала так:

«Доказать, что квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах»
или
«Площадь квадрата, построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника 
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равна сумме площадей квадратов, построенных на его катетах».
Давайте рассмотрим различные формулировки теоремы Пифагора в переводе с греческого, латинского и немецкого языков.

У Евклида эта теорема гласит (дословный перевод): «В прямоугольном треугольнике квадрат стороны, натянутый над прямым углом, равен квадратам на сторонах, заключающих прямой угол».
Латинский перевод арабского текста Аннаирици (коло 900  г.  до н. э.), сделанный  Герхардом Клемонским (начало 12 века), в переводе на русский гласит:

«Во всяком прямоугольном треугольнике квадрат, образованный на стороне, натянутой над прямым углом, равен сумме двух квадратов, образованных на двух сторонах, заключающих прямой угол».
В Geometria Culmonensis (около 1400 г) в переводе теорема читается так:

«Итак, площадь квадрата, измеренного по длинной стороне, столь же велика, как у двух квадратов, которые измерены по двум сторонам его, примыкающим к прямому углу». 
В первом переводе евклидовых «Начал», сделанном Ф. И. Петрушевским, теорема Пифагора изложена так: «В прямоугольных треугольниках квадрат из стороны, противолежащей прямому углу; равен сумме квадратов из сторон, содержащих прямой угол».
6. Значение теоремы Пифагора
Теорема Пифагора - одна из величайших теорем древности. Главнейшее значение теоремы заключается, прежде всего, в том, что из неё или с её помощью можно вывести большинство теорем геометрии. Терема Пифагора замечательна ещё и тем, что сама по себе она вовсе неочевидна. Например, свойство равнобедренного треугольника можно видеть непосредственно на рисунке:
[image: image1.jpg]



Но сколько не смотри на прямоугольный треугольник, никак не увидишь, что между его сторонами есть простое соотношение:
c2=а2+b2
Значение теоремы состоит и в том, что с её помощью можно выводить все теоремы, касающиеся длин отрезков и величин углов на плоскости и в пространстве. Из теоремы Пифагора выводится теорема косинусов, вернее, обобщенная теорема Пифагора, а из неё можно вывести теорему синусов, признаки равенства треугольников и другие теоремы. Можно сказать, что теорема Пифагора выражает основной закон связи между расстояниями на плоскости, а в пространственном обобщении – и в пространстве.
Важнейшее обобщение геометрии связано с обобщением теоремы Пифагора, В основе математического аппарата главных теорий современной физики - теории относительной и квантовой механики - лежат, можно сказать, обобщения теоремы Пифагора.
7. Разные способы доказательства теоремы
Доказательство теоремы Пифагора учащиеся средних веков считали очень трудным и называли его Dons asinorum - ослиный мост, или elefuga - бегство «убогих», так как некоторые «убогие» ученики, не имевшие серьёзной математической подготовки, бежали от геометрии. Слабые ученики, заучившие теорему наизусть, без понимания, и прозванные поэтому «ослами», были не в состоянии преодолеть теорему Пифагора, служившую для них вроде непреодолимого моста
Своеобразна судьба иных теорем и задач... Как объяснить, например, столь исключительное внимание со стороны математиков и любителей математики к теореме Пифагора? Почему многие из них не довольствовались уже известными доказательствами, а находили свои, доведя за двадцать пять сравнительно обозримых столетий количество доказательств до нескольких сотен? Я думаю, интерес к теореме вызывается тем, что она занимает в математике одно из центральных мест, и удовлетворением авторов доказательств, преодолевших трудности, о которых хорошо сказал живший до нашей эры римский поэт Квинт Гораций Флакк: «Трудно хорошо выразить общеизвестные факты».

Давайте рассмотрим несколько десятков найденных нами доказательств. Начнем со школьных учебников. Рассмотрим доказательства, приведенные в них.

Доказательство по учебнику Атанасяна (рис. 1)
Квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов

Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами а, в и гипотенузой с. Докажем, что с = а2 + в2.

Достроим треугольник до квадрата со стороной, а+в так, как показано на рисунке 1. Площадь S этого квадрата равна (а+в)2. С другой стороны, этот квадрат составлен из четырёх равных прямоугольных треугольников площадь каждого из которых равна 1/2 ав, и квадрата со стороной с, поэтому

S=4* 1/2 ав+с2=2ав+с2
Таким образом,
(а+в)2=2ав+с2
откуда
с2 = а2 + в2 .
Теорема доказана.

Доказательство по учебнику Киселева

Если стороны прямоугольного треугольника измерены одной и топ же единицей, то квадрат длины гипотенузы равен сумме квадратов длин катетов.
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а, в, в’, с, с' - полученные при измерении числа. 
Применяя теорему о средне пропорциональном отношении:
а : с = с : с'

а : в = в : в' 


откуда

                                                                                 

                                                                          ас'=с2
                                                                          ав’=в2
Сложив почленно эти равенства, найдем:







   ас' + ав’= с2 + в2    или  а(с' + в')= с2 + в2 
Но с’+в’=а, следовательно а   = с2+в2

Теорема доказана.

Доказательство по учебнику Погорелова
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Δ ADC; cos  ∟А = AD/АС 
[image: image4.wmf]    AD/AC=АС/АВ → АС2=AD*АВ  

ΔABC; cos   ∟A = AC/АВ 


ΔCDB; cos   ∟В = DB/BC         DB/BC=ВС/АВ→ ВС2 = АВ*DB

ΔABC; cos   ∟B = DC/AB


AC2 +BC2 = AD*АВ*DB*AB


AC2 +BC2 =AB(AD + DB) →AC2 + ВС2=AB2

Теперь перейдем к доказательствам теоремы Пифагора, которые были открыты великими учеными, такими как Эвклид, Эпштейн, ан-Найризий, Нассир-эд-Дин, Гофман, Гарфилд, Перигаль, Бетхер, Гутхейль, Евклид, Хоукинс, Вальдхейм, Мёльман, Нильсен, Гиппократ
Доказательство Эвклида (рис. 2)


Сумма площадей квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна площади квадрата, построенного на гипотенузе этого треугольника.


Доказательство: BDEA, AFGC, ВСКН - квадраты, построенные на катетах и гипотенузе прямоугольного треугольника.


Проведем AM┴ВС.


Тогда квадрат ВСКН разделится на 2 прямоугольника. Докажем, что прямоугольник BLMH равновелик квадрату AFGC. Проведем вспомогательные линии DC и АН и рассмотрим  два треугольника. Треугольник DCB, имеющий основание BD, общее с квадратом BDEA, а высоту CN, равную высоте АВ этого квадрата, равновелик половине квадрата. Треугольник АВН, имеющий основание ВН, общее с прямоугольником BLMH, а высоту АР, равную высоте BL   этого   прямоугольника,   равновелик   его   половине.   Следовательно,   АВН равен BDC, прямоугольник BLMH равновелик квадрату BDEA. Соединив G с В и А с К, мы также докажем что  прямоугольник LCKM равновелик квадрату AFGC,  квадрат ВСКН равновелик  сумме квадратов BDEA и AFGC.

Доказательство Эпштейна (рис. 3)

Данное доказательство основано на разложении квадрата, построенного на гипотенузе, на 8 треугольников.

ABC – прямоугольный треугольник с прямым углом С; С принадлежит MN; СК┴MN;    РО || MN;   EF || MN.
Доказательство с помощью разбиения методом ан-Найризия (рис.4)


В этом разбиении квадрат, построенный на гипотенузе, разбит на 3 треугольника и 2 четырехугольника. Здесь: АВС - прямоугольный треугольник с прямым углом С; DE = BF. 
На основе доказательства ан-Найризия (рис. 5)
На этой основе выполнено и другое разложение квадратов на попарно равные фигуры.

 Доказательство, приведенное Нассир-эд-Дином (рис. 6)


Здесь: PL - прямая 
KLOA=ACPF=ACED=а2
 LGBO =СВМР=СBNQ=b2 
AKGB=AKLO + LGBO = с2
 Отсюда с2 = а2 + b2
Доказательство, предложенное Гофманом №1(рис. 7.)

Здесь: ΔABC с прямым углом С; отрезок BF┴CB и равен ему, отрезок BE┴AB и равен ему, отрезок AD┴АС и равен ему; точки F, С, D принадлежат одной прямой; четырехугольники ADFB и АСВЕ равновелики, так как AFB равен ЕСВ; треугольник ADF и АСЕ   равновелики;  отнимаем  от  обоих равновеликих  четырехугольников  общий  для  них
треугольник ABC, получим ½a2 +½b2+ ½c2 .

Доказательство, предложенное Гофманом №2 (рис. 8)

Здесь Пифагорова фигура построена так, что квадраты лежат по одну сторону от прямой АВ.
На рисунке мы видим: OCLP = ACLF = ACED = Ь2
                                       CBML=CBNQ = а2
                                       ОВМР=ABMF = с2 
                                                                    ОВМР=OCLP + CBML;
                            отсюда  с2' = а2 + b2
Доказательство Гарфилда (рис. 9)

Три прямоугольных треугольника составляют трапецию. Поэтому площадь этой фигуры можно находить по формуле площади прямоугольной трапеции, либо как сумму площадей трех треугольников. В первом случае эта площадь равна
                                     ½(а + b)(а + b), 
во втором

½ab+½ab +½с2.
Приравнивая эти выражения, получаем теорему Пифагора.
Доказательство Перигаля или «Колесо с лопастями» (рис. 10)
В учебниках нередко встречается разложение, указанное на рисунке 10. Это так называемое «колесо с лопастями»; данное доказательство нашел Перигаль. Через центр О квадрата,    построенного    на    большем    катете,    проводим    прямые,    параллельную    и  перпендикулярную гипотенузе. Соответствие частей фигуры хорошо видно на рисунке.

Доказательство Бетхера (рис. 11)

На рисунке 11 дано весьма наглядное изложение Бетхера.

Доказательство Гутхейля (рис. 12)
Изображенное на рисунке 12 разложение принадлежит Гутхейлю; для него характерно наглядное расположение отдельных частей, что позволяет сразу увидеть, какие упрощения повлечет за собой случай равнобедренного прямоугольного треугольника.

Доказательство Евклида (рис. 13)
Это доказательство было приведено Евклидом в его «Началах». По свидетельству Прокла (Византия), оно придумано самим Евклидом. Доказательство Евклида приведено в предложении 47 его «Начал».
На гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника ABC строятся соответствующие квадраты и доказывается, что прямоугольник BJLD равновелик квадрату ABFH, а прямоугольник ICEL - квадрату ACKG. Тогда сумма квадратов на катетах будет равна квадрату на гипотенузе.
В самом деле, треугольники ABD и BFC равны по двум сторонам и углу между ними:

FB = АВ, ВС=BD
Pfbc =d + РABC =Pabd Но
Sabd = ½SBJLD,
так как у треугольника ABD и прямоугольника BJLD общее основание BD и общая высота LD. Аналогично
Sfbc = ½SABFH 

 (BF - общее основание. АВ - общая высота).
Отсюда, учитывая, что   Sabd - Sfbc, имеем   Sbjld = Sabfh.
Аналогично, используя равенство треугольников ВСК и АСЕ, доказывается, что Sjcel = Sackg
Итак, Sabfh + Sackg = Sbjld + Sjcel = Sbced , что и требовалось доказать.
Упрощенное доказательство Евклида (рис. 14)
При  доказательстве   евклидового   типа  можно   исходить  из  любого   расположения квадратов. Иногда при этом удается достигнуть упрощений.

Пусть квадрат, построенный на одном из катетов (на рисунке 14 это квадрат, построенный на большем катете), расположен с той же стороны катета, что и сам треугольник. Тогда продолжение противоположной катету стороны этого квадрата проходит через вершину квадрата, построенного на гипотенузе. Доказательство в этом случае оказывается совсем простым, так как здесь достаточно сравнить площади интересующих нас фигур с площадью одного треугольника (он заштрихован) - площадь этого треугольника равна половине площади квадрата и одновременно половине площади прямоугольника.

Доказательство Хоукинса (рис. 15)
Это доказательство опубликовано англичанином Хоукинсом в 1909 году; было ли оно известно до этого - трудно сказать.
Прямоугольный треугольник ABC с прямым углом С повернем на 90° так, чтобы он занял положение A'CB'. Продолжим гипотенузу А'В' за точку А' до пересечения с линией АВ в точке D. Отрезок В'D будет высотой треугольника В'АВ. Рассмотрим теперь заштрихованный четырехугольник А'АВ'В. Его можно разложить на два равнобедренных треугольника САА' и СВВ' (или на два треугольника А'B'А и А'В'B).
SCAA'   =b2/2
  SCBB'  = a2/2
S А'АВ'В = (a2 + b2) /2
Треугольники А'B'А и А'В'B имеют общее основание и высоты DA и DB поэтому: c*DA/2 + с*=c(DA + DB)/2 = с2/2.
Сравнивая два полученных выражения для площади, получим а2 + b2= с2. Доказательство Вальдхейма (рис. 16)

Это доказательство также имеет вычислительный характер. Можно использовать рисунки для доказательства, основанного на вычислении площадей, двумя способами.
Для того, чтобы доказать теорему, пользуясь рисунком 16, достаточно только выразить площадь трапеции двумя путями.
Sтрапеции = (a+b)2/2 

Sтрапеции =a2 b2+c2 / 2
Приравнивая правые части, получим:

а2 + b2 = с2.
Доказательство Мёльмана (рис. 17)
Площадь данного прямоугольного треугольника, с одной стороны, равна ½ ab, с другой, ½ pr, где р - полупериметр треугольника, г - радиус вписанной в него окружности [г = ½(а + b - с)] .  
 Имеем:
½аb=½ рг =½(а + b + с) · ½(а + b - с),
откуда следует, что с2 = а2 + b2 .
Доказательство Нильсена (рис. 18)
Это доказательство основывается на рисунке 18.

Луночки Гиппократа (рис. 19)
Для того, чтобы доказать теорему о гиппократовых луночках, докажем следующее предложение: Если на катетах и на гипотенузе прямоугольного треугольника построены какие угодно подобные между собой фигуры Fa, Fb, Fc, так, что катеты и гипотенуза являются сходственными отрезками этих фигур, то имеет место равенство: Fa+Fb=Fc.

Для доказательства воспользуемся следующей теоремой из теории подобия: площади подобных многоугольников относятся как квадраты сходственных сторон.
Если через Fa, Fb, Fc обозначить площади подобных многоугольников, построенных на катетах a, b и гипотенузе с прямоугольного треугольника, то согласно вспомогательной теореме можно написать:

Fa/Fb/Fc=a2/b2/c2.
Эта пропорция означает, что можно найти число к (коэффициент пропорциональности) такое, что
Fa=ka2 Fb=kb2 Fc=kc2.
Умножив обе части равенства на к и принимая во внимание предыдущие равенства, получим.:
Fa+Fb=Fc.
Если равенство Fa+Fb=Fc имеет место хотя бы для одной тройки подобных между собой многоугольников, построенных на катетах и на гипотенузе прямоугольного треугольника AВС так; что АС, ВС и АВ есть сходственные отрезки этих многоугольников, то

ka2+kb2=kc2
(где k имеет какое-то определенное значение, зависящее от выбора многоугольников,     нам совершенно не важно, какое именно). Но отсюда вытекает, что

а2+b2  = c2 ,

 а это влечет за собой тот факт, что равенство Fa+Fb=Fc выполняется для любых построенных  на сторонах прямоугольного треугольника подобных многоугольников, в частности, и для квадратов.
Познакомимся с одним интересным предложением, которое встречается во многих учебниках геометрии под названием теоремы о Гиппократовых луночках.
Гиппократ Хиосский (вторая половина пятого века до н. э., Афины) занимался квадратурой луночек. Он называл луночкой часть плоскости, ограниченную двумя дугами окружностей. Наше предложение в том виде, как оно будет здесь сформулировано, не встречается у самого Гипократа, который нашел квадратуру только для некоторых луночек. Во всей общности теорему доказал араб Ибн Альхаитам:

"Если на гипотенузе прямоугольного треугольника как на диаметре описать полуокружность, лежащую с той же стороны гипотенузы, что и сам треугольник, то она пройдет через вершину прямого угла".
Эту теорему греки приписывали Фалесу Милетскому, но в действительности ее знали еще древние вавилоняне.


Опишем две полуокружности на катетах так, как указано на рисунке, тогда получатся две луночки. Пусть Ка,Кв,Кс – площади полукругов, построенных на катетах и гипотенузе. Согласно теореме, рассмотренной ранее, имеем:

Ка+КЬ=Кс.
 Этот же результат можно получить, умножив обе части равенства
А2+В2=С2 на  π/8. 
В самом деле, равенство

(π/8)А+(π/8)В=(π/8)С
означает, что площадь полукруга С диаметром с равна сумме площадей двух других полукругов, с диаметрами а и b. Если мы отнимем те же части (на рисунке они не заштрихованы) как от полукруга, построенного на гипотенузе, так и от полукругов, построенных на катетах, то, вследствие только что доказанной теоремы, получим, что сумма площадей луночек равна площади треугольника.

Помимо   тех   доказательств,   которые   были   открыты   учеными   и   математиками, существуют и другие доказательства. Давайте рассмотрим некоторые из них.

Доказательства методом разложения
Существует   целый   ряд   доказательств   теоремы   Пифагора,   в   которых квадраты, построенные  на  катетах  и  на гипотенузе,  разрезаются так,  что  каждой   части  квадрата, построенного на гипотенузе, соответствует часть одного из квадратов, построенных на катетах. Во всех этих случаях для понимания доказательства достаточно одного взгляда на чертеж; рассуждение здесь может быть ограничено единственным словом: “Смотри!”, как это делалось в сочинениях древних индусских математиков. Следует, однако, заметить, что на самом деле доказательство нельзя считать полным, пока мы не доказали равенства всех соответствующих друг другу частей. Это почти всегда довольно не трудно сделать, однако может (особенно при большом количестве частей) потребовать довольно продолжительной работы. К доказательствам методом разложения относят доказательство Эпштейна, ан-Найризия, Перигаля, Нильсена, Гутхейля, Бетхера.

Доказательство 9 века н.э. (рис. 20)

Ранее были представлены только такие доказательства, в которых квадрат, построенный на гипотенузе, с одной стороны, и квадраты, построенные на катетах, с другой, складывались из равных частей. Такие доказательства называются доказательствами при помощи сложения ("аддитивными доказательствами") или, чаще, доказательствами методом разложения. До сих пор мы исходили из обычного расположения квадратов, построенных на соответствующих сторонах треугольника, т. е. вне треугольника. Однако во многих случаях более выгодно другое расположение квадратов. На рисунке квадраты, построенные на катетах, размещены ступенями один рядом с другим. Эту фигуру, которая встречается в доказательствах, датируемых не позднее, чем 9 столетием н. э., индусы называли “стулом невесты”. Способ построения квадрата со стороной, равной гипотенузе, ясен из чертежа. Общая часть двух квадратов, построенных на катетах, и квадрата, построенного на гипотенузе, - неправильный заштрихованный пятиугольник 5. Присоединив к нему треугольники 1 и 2, получим оба квадрата, построенные на катетах; если же заменить треугольники 1 и 2 равными им треугольниками 3 и 4, то получим квадрат, построенный на гипотенузе. На рисунках ниже изображены два различных расположения близких к тому, которое дается на первом рисунке.
Доказательства методом дополнения
Теперь рассмотрим несколько доказательств методом дополнения, называемых также доказательствами при помощи вычитания. Сущность этого метода состоит в том, что к квадратам, построенным на катетах, и к квадрату, построенному на гипотенузе, присоединяют равные фигуры таким образом, чтобы получились равновеликие фигуры. К доказательствам методом дополнения относят доказательство Нассира-эд-Дина, Гофмана, Гарфилда, Бхаскари.
Доказательство первое (рис. 21)


На рисунке 21 изображена обычная Пифагорова фигура - прямоугольный треугольник ABC с построенными на его сторонах квадратами. К этой фигуре присоединены  треугольники 1 и 2, равные исходному прямоугольному треугольнику Справедливость теоремы Пифагора вытекает из равновеликости шестиугольников AEDFPB и ACBNMQ (здесь С € ЕР, прямая ЕР делит шестиугольник AEDFPB на два равновеликих четырехугольника, прямая СМ делит шестиугольник ACBNMQ на два равновеликих четырехугольника; поворот плоскости на 90° вокруг центра А отображает четырехугольник ACMQ).
Доказательство второе (рис. 22)
Здесь Пифагорова фигура достроена до прямоугольника, стороны которого параллельны соответствующим сторонам квадратов, построенных на катетах. Разобьём этот прямоугольник на треугольники и прямоугольники. Из полученного прямоугольника вначале отнимем все многоугольники 1, 2, 3, 4, 5, 6, 75 8, 9; остался квадрат, построенный на гипотенузе. Затем из того же прямоугольника отнимем прямоугольники 5, 6, 7 и заштрихованные прямоугольники, получим квадраты, построенные на катетах. Теперь докажем, что фигуры, вычитаемые в первом случае, равновелики фигурам, вычитаемым во втором случае.
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