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Иоганн Кеплер

Иоганн Кеплер (1571-1630) - немецкий астроном и математик. Один из создателей современной астрономии - открыл законы движения планет (законы Кеплера), заложил основы теории затмений, изобрел телескоп, в котором объектив и окуляр - двояковыпуклые линзы.

Кеплер нашел решения некоторых частных задач, возникающих в интегральном исчислении. Так, в работе "Стереометрия винных бочек" он вычислил объемы тел, которые получаются при вращении конических сечений вокруг оси, лежащей с ними в одной плоскости.
Вклад Кеплера
Вклад Кеплера в теорию многогранника - это, во-первых, восстановление математического содержания утерянного трактата Архимеда о полуправильных выпуклых однородных многогранниках. Еще более существенным было предложение Кеплера рассматривать невыпуклые многогранники со звездчатыми гранями, подобными пентаграмме и последовавшее за этим открытие двух правильных невыпуклых однородных многогранников - малого звездчатого додекаэдра и большого звездчатого додекаэдра.

 
Весьма оригинальна космологическая гипотеза Кеплера, в которой он попытался связать некоторые свойства Солнечной системы со свойствами правильных многогранников. Кеплер предположил, что расстояния между шестью известными тогда планетами выражаются через размеры пяти правильных выпуклых многогранников (платоновых тел). Между каждой парой "небесных сфер", по которым, согласно этой гипотезе, вращаются планеты, Кеплер вписал одно из платоновых тел. Вокруг сферы Меркурия, ближайшей к Солнцу планеты, описан октаэдр. Этот октаэдр вписан в сферу Венеры, вокруг которой описан икосаэдр. Вокруг икосаэдра описана сфера Земли, а вокруг этой сферы - додекаэдр.
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Модели Иоганна Кеплера

Додекаэдр вписан в сферу Марса, вокруг которой описан тетраэдр. Вокруг тетраэдра описана сфера Юпитера, вписанная в куб. Наконец, вокруг куба описана сфера Сатурна.

Эта модель выглядела для своего времени довольно правдоподобно. Во-первых, расстояния, вычисленные при помощи этой модели, были достаточно близки к истинным (учитывая измерения). Во-вторых, модель Кеплера давала объяснение, почему существует только шесть (именно столько было тогда известно) планет - именно шесть планет гармонировали с пятью платоновыми телами.

Однако даже на тот момент эта привлекательная модель имела один существенный недостаток: сам же Кеплер показал, что планеты вращаются вокруг Солнца не по окружностям ("сферам"), а по эллипсам (первый закон Кеплера). Нечего и говорить, что позже, с открытием еще трех планет и более точным измерением расстояний, эта гипотеза была полностью отвергнута.

Тела Кеплера-Пуансо

Среди невыпуклых однородных многогранников существуют аналоги платановых тел - четыре правильных невыпуклых однородных многогранника или тела Кеплера-Пуансо.

Как следует из их названия, тела Кеплера-Пуансо - это невыпуклые однородные многогранники, все грани которых - одинаковые правильные многоугольники, и все многогранные углы которых равны. Грани при этом могут быть как выпуклыми, так и невыпуклыми.

Гранями малого звездчатого додекаэдра и большого звездчатого додекаэдра являются правильные пентаграммы, которые соединяются в каждой вершине по пять в первом и по три во втором многограннике. Эти тела были впервые описаны Иоганном Кеплером.

Грани большого додекаэдра - правильные пятиугольники. Его вершины в точности совпадают с вершинами икосаэдра, но грани пересекаются.

Последний представитель этого семейства - большой икосаэдр. Его вершины также совпадают с вершинами икосаэдра, но грани - пересекающиеся треугольники. Так же, как и предыдущий многогранник, большой икосаэдр впервые был описан Луи Пуансо.

Платоновы тела и тела Кеплера-Пуансо вместе составляют семейство из девяти правильных однородных многогранников. Коши доказал, что этот список полон, то есть других правильных однородных многогранников не существует.
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Большой звездчатый додекаэдр
Большой звездчатый додекаэдр принадлежит к семейству тел Кеплера-Пуансо, то есть правильных невыпуклых многогранников. Грани большого звездчатого додекаэдра - пентаграммы, как и у малого звездчатого додекаэдра. У каждой вершины соединяются три грани. Вершины большого звездчатого додекаэдра совпадают с вершинами описанного додекаэдра.

Большой звездчатый додекаэдр был впервые описан Кеплером в 1619 г.

Модель большого звездчатого додекаэдра допускает шестицветную раскраску, при которой параллельные грани получают одинаковый цвет. Эта раскраска удовлетворяет принципу раскраски карт.
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Большой икосаэдр
Большой икосаэдр принадлежит к семейству тел Кеплера-Пуансо, то есть правильных невыпуклых многогранников. Грани большого икосаэдра - пересекающиеся треугольники. Вершины большого икосаэдра совпадают с вершинами описанного икосаэдра.

Большой икосаэдр был впервые описан Луи Пуансо в 1809 г.

Каждая часть состоит из десяти заготовок, соединенных "гармошкой" так, что наружу выступают более короткие ребра треугольников. К "гармошке" вы подклеиваете малые равнобедренные треугольники и получаете одну вершинную часть модели. Всего вам потребуется 12 таких частей.
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Большой додекаэдр

Большой додекаэдр принадлежит к семейству тел Кеплера-Пуансо, то есть правильных невыпуклых многогранников. Грани большого додекаэдра - пересекающиеся пятиугольники. Вершины большого додекаэдра совпадают с вершинами описанного икосаэдра.

Большой додекаэдр был впервые описан Луи Пуансо в 1809 г. Модель большого додекаэдра допускает шестицветную раскраску, при которой параллельные грани получают одинаковый цвет. Эта раскраска удовлетворяет принципу раскраски карт.
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Большой звездчатый додекаэдр
Большой звездчатый додекаэдр принадлежит к семейству тел Кеплера-Пуансо, то есть правильных невыпуклых многогранников. Грани большого звездчатого додекаэдра - пентаграммы, как и у малого звездчатого додекаэдра. У каждой вершины соединяются три грани. Вершины большого звездчатого додекаэдра совпадают с вершинами описанного додекаэдра.

Большой звездчатый додекаэдр был впервые о писан Кеплером в 1619 г. Модель большого звездчатого додекаэдра допускает шестицветную раскраску, при которой параллельные грани получают одинаковый цвет. Эта раскраска удовлетворяет принципу раскраски карт.
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Многогранники
Многогранник называется правильным, если все его грани - равные между собой правильные многоугольники и в каждой его вершине сходится одно и то же число граней. Известно только 5  выпуклых правильных многогранников и 4 невыпуклых правильных многогранника. Правильные выпуклые многогранники следующие: тетраэдр (4 грани, рис.99); гексаэдр (6 граней, рис.100) – это хорошо нам известный куб; октаэдр (8 граней, рис.101); додекаэдр (12 граней,  рис.102); икосаэдр (20 граней, рис.103)
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Тетраэдр составлен из четырех равносторонних треугольников. Каждая его вершина является вершиной трех треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 180 градусов. Таким образом, тетраэдр имеет 4 грани, 4 вершины и 6 ребер. 

Элементы симметрии:

Тетраэдр не имеет центра симметрии, но имеет 3 оси симметрии и 6 плоскостей симметрии.

Куб составлен из шести квадратов. Каждая его вершина является вершиной трех квадратов. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 270 градусов. Таким образом, куб имеет 6 граней, 8 вершин и 12 ребер. 

Элементы симметрии: 

Куб имеет центр симметрии - центр куба, 9 осей симметрии и 9 плоскостей симметрии.
Октаэдр составлен из восьми равносторонних треугольников. Каждая его вершина является вершиной четырех треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 240 градусов. Таким образом, октаэдр имеет 8 граней, 6 вершин и 12 ребер. 

Элементы симметрии: 

Октаэдр имеет центр симметрии - центр октаэдра, 9 осей симметрии и 9 плоскостей симметрии.

Додекаэдр составлен из двенадцати равносторонних пятиугольников. Каждая его вершина является вершиной трех пятиугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 324 градусов. Таким образом, додекаэдр имеет 12 граней, 20 вершин и 30 ребер. 

Элементы симметрии: 
Додекаэдр имеет центр симметрии - центр додекаэдра, 15 осей симметрии и 15 плоскостей симметрии.
Икосаэдр составлен из двадцати равносторонних треугольников. Каждая его вершина является вершиной пяти треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 300 градусов. Таким образом, икосаэдр имеет 20 граней, 12 вершин и 30 ребер. 

Элементы симметрии: 

Икосаэдр имеет центр симметрии - центр икосаэдра, 15 осей симметрии и 15 плоскостей симметрии.

Призма

Призма – это многогранник две грани которой ABCDE и abcde (основания призмы) – равные многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а остальные грани (AabB, BbcC и т.д.) - параллелограммы, плоскости которых параллельны прямой (Aa, или Bb, или Cc и т.д.). Параллелограммы AabB, BbcC и т.д. называются боковыми гранями; рёбра Aa, Bb, Cc и т.д. называются боковыми рёбрами. Высота призмы – это любой перпендикуляр, опущенный из любой точки основания на плоскость другого основания. В зависимости от формы многоугольника, лежащего в основании, призма может быть соответственно: треугольной, четырёхугольной, пятиугольной, шестиугольной и т.д. Если боковые рёбра призмы перпендикулярны к плоскости основания, то такая призма называется прямой; в противном случае – это наклонная призма. Если в основании прямой призмы лежит правильный многоугольник, то такая призма также называется правильной. 
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    Объем прямой призмы

V=Sосн
где Sосн - площадь основания прямой призмы, a - боковое ребро.

   Площадь боковой поверхности прямой призмы 

Sб=Pоснa
где Pосн - периметр основания прямой призмы, a - боковое ребро.

   Площадь полной поверхности прямой призмы 

Sп=Sб+2Sосн
где Sб, - площадь боковой поверхности прямой призмы, Sосн - площадь основания.

   Объем наклонной призмы

V=Sпсa
где Sпс - площадь перпендикулярного сечения наклонной призмы, a - боковое ребро.

   Площадь боковой поверхности наклонной призмы 

Sб=Pпсa
где Pпс - периметр перпендикулярного сечения наклонной призмы, a - боковое ребро.

   Площадь полной поверхности наклонной призмы 
Sп=Sб+2Sосн
где Sб, - площадь боковой поверхности наклонной призмы, Sосн - площадь её основания.
Объём призмы
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Параллелепипед


Параллелепипед - это призма, основания которой параллелограммы. Таким образом, параллелепипед имеет шесть граней и все они – параллелограммы. Противоположные грани попарно равны и параллельны. У параллелепипеда четыре диагонали; они все пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам. Если четыре боковые грани параллелепипеда – прямоугольники, то он называется прямым. Прямой параллелепипед, у которого все шесть граней – прямоугольники, называется прямоугольным. Прямоугольный параллелепипед, все грани которого квадраты, называется кубом. Все рёбра куба равны.

   Объем прямоугольного параллелепипеда 

V=abc
где a,b,c - измерения прямоугольного параллелепипеда.

   Площадь боковой поверхности параллелепипеда 

Sб=2c(a+b)
где a, b - стороны основания, c - боковое ребро прямоугольного параллелепипеда.

   Площадь полной поверхности прямоугольного параллелепипеда 

Sп=2(ab+bc+ac)
где a,b,c - измерения прямоугольного параллелепипеда.
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Объём параллелепипеда 
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Пирамида
 
Пирамида – это многогранник, у которого одна грань (основание пирамиды) – это произвольный многоугольник, а остальные грани (боковые грани) – треугольники с общей вершиной S, называемой вершиной пирамиды. Перпендикуляр SO, опущенный из вершины пирамиды на её основание, называется высотой пирамиды. В зависимости от формы многоугольника, лежащего в основании, пирамида может быть соответственно: треугольной,  четырёхугольной,  пятиугольной,  шестиугольной и т.д. Треугольная  пирамида является  тетраэдром  (четырёхгранником), четырёхугольная – пятигранником и т.д. Пирамида называется правильной, если в основании лежит правильный многоугольник, а её высота падает в центр основания. Все боковые рёбра правильной пирамиды равны; все боковые грани – равнобедренные треугольники. Высота боковой грани (SF) называется апофемой правильной пирамиды. Апофемой правильной усеченной пирамиды называется часть апофемы полной пирамиды, ограниченная плоскостями оснований усеченной пирамиды, то есть отрезок, соединяющий середины параллельных сторон боковой грани.
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Пирамида

[image: image15.jpg]Объем пирамиды

где Sосн - площадь основания, H - высота.
Площадь боковой поверхности пирамиды равна сумме площадей её боковых граней.

Площадь полной поверхности пирамиды




     Sп=Sб+2Sосн
где Sб - площадь боковой поверхности прямой пирамиды, Sосн - площадь основания.

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды
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где Pосн - периметр основания правильной пирамиды, l - её апофема.
Усеченная пирамида
Объем усеченной пирамиды
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где S1 , S2 - площади оснований усеченной пирамиды, H - её высота.
Площадь боковой поверхности усеченной пирамиды равна сумме площадей ее боковых граней.

   Площадь полной поверхности усеченной пирамиды

Sп=Sб+S1+S2
где Sб - площадь боковой поверхности пирамиды, S1 , S2 - площади оснований.
Площадь боковой поверхности правильной усеченной пирамиды
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где P1 , P2 - периметры оснований, а - l ее апофема.
Объём пирамиды
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Заключение:

Итак, нас окружают разнообразные тела. Каждое из них имеет свой объем.

В данной работе рассмотрены основные конфигурации объёмных тел, которые дают представление об их формах. Внешний вид тел различен, но в основе лежат основные фигуры, представленные в этой презентации. 



Список литературы:
1. Атанасян Л.С. и др. «Геометрия 10-11» Просвещение, 1993.

2. Корн Г. и Корн Т. Справочник по математике. М.:Наука, 1984.

3. Погорелов А.В. «Геометрия 7-11» Просвещение.

4. Скопец З.А. и Хабиб «Преподавание геометрии в 9-10 классах»  Просвещение  1980 г.
5. http://www.college.ru/mathematics/Stereometry/Demo/TEXTS/REF_BOOK/PRAV.HTM
6. http://www.pravmn.narod.ru/tetr.htm
7. Программа «Живая геометрия»[image: image4.png]



� EMBED Unknown  ���





� EMBED Unknown  ���





� EMBED Unknown  ���





� EMBED Unknown  ���





� EMBED Unknown  ���











PAGE  
2

[image: image19.png]A



[image: image20.emf]1

a

a

b

1

1

a

b

с

1

1

1

Объем прямоугольного

параллелепипеда с

линейными размерами a, b, c 

вычисляется по

формуле V = abc.

Первый и второй параллелепипеды имеют общее

основание, поэтому 

V

2

V

1

=

b

1

.

Перемножив эти три равенства почленно, получим

V

1

V

2

V

1V

1

V

2

=

abc

111

.     V=abc .

Второй  и третий параллелепипеды имеют общее

основание, поэтому 

V

V

2

=

с

1

.

Куб и первый параллелепипед имеют

общее основание, поэтому из леммы следует, что 

V

1

1

=

a

1

 .

Рассмотрим куб с ребром единичной длины, и

три прямоугольных параллелепипеда с измерениями: а, 1, 1;  

а, b, 1;   a, b, 1.

Куб имеет единичный объем, а объемы параллелепипедов

обозначим V

1

, V

2

 и V соответственно.

Доказательстово

В начало
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= S
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осн.
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V

пр.

= S

осн.

 h.

Объем произвольной треугольной призмы равенпроизведению площади ее основания на высоту:Vпр.= Sосн. h . Проведем диагонали в параллелограммеСС1AA1 и отметим точку их пересечения О. При симметрии относительно точки О:

A

1

C; AC

1

; CA

1

; B

1

D.

Мы достроили призму до параллелепипеда

ABCDA

1

B

1

C

1

D

1

.

Этот параллелелепипед состоит из двух равных призм,

которые имеют одинаковые основания и высоту,

совпадающую с высотой параллелепипеда.

ФормулировкаДоказательствоДиагонали граниДостроим до параллелепипеда

Одинаковые призмы

Вывод формулы

C
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1

C1 D1

[image: image22.emf]Объем любой треугольной пирамиды равен одной

трети произведения площади основания на высоту:

                     V = 

1

3

Sh .

Дополним пирамиду до треугольной

призмы с тем же основанием и

высотой.

Объем этой призмы равен V

пр.

= Sh.

Призма оказалась разбита на три,

попарно равновеликие  пирамиды:

Поэтому объем исходной пирамиды

равен одной трети объема призмы.
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