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         Слово «перпендикуляр» происходит от латинских «пэндере» – висеть – и  

«пер» – сверх, верх, т.е. «перпендикуляр» переводится как «висящий сверху» или отвесный.

Перпендикулярность прямых в пространстве

[image: image132.wmf]a

          Две прямые в пространстве называются перпендикулярными (взаимно перпендикулярными), ес​ли угол между ними равен 90°. Перпендикулярность прямых а и b обозначается так: а┴b. Перпендикулярные прямые могут пересекаться и могут быть скрещиваю​щимися. На рисунке 1 перпендикулярные прямые а и b пересекаются, а перпендикулярные прямые а и с скрещивающиеся.

          Докажем лемму о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей прямой.
[image: image133.png]Puc. 1



            Лемма  

          Доказательство

[image: image134.png]


          Пусть а||b и а┴с. Докажем, что b┴с. Через произвольную точку М пространства, не лежащую на данных  прямых, проведем прямые МА и МС, парал​лельные соответственно прямым а и с (рис. 2). Так как а┴с, то 
[image: image1.wmf]Ð

АМС = 90°.
          По условию b||a,  а по построению а||МА, поэтому b||МА. Итак, прямые b и с параллельны соответственно прямым МА и МС, угол между которыми равен 90°. Это означает, что угол между прямыми b и с также равен 90°, т. е. b┴с. 

Лемма доказана.
          Так же как и на плоскости, две прямые называются перпендикулярными, если они пересекаются под прямым углом. 

            Теорема
[image: image135.png]Puc. 3




          Доказательство

          Пусть а и b — перпендикулярные прямые, а1 и b1 — параллельные им пересекающиеся прямые. Докажем, что прямые а1 и b1 перпендикулярны.
          Если прямые а, b, а1, b1 лежат в одной плоскости, то они обладают указанным в теореме свойством, как это известно из планиметрии.

[image: image136.png]Puc. 4



          Допустим теперь, что наши прямые не лежат в одной плос​кости. Тогда прямые а и b лежат в некоторой плоскости 
[image: image2.wmf]a

, а прямые а1 и b1 — в некоторой плоскости 
[image: image3.wmf]a

1 (рис. 3). По тео​реме (о параллельности плоскостей) плоскости 
[image: image4.wmf]a

 и 
[image: image5.wmf]a

1 параллельны. Пусть 
С — точка пе​ресечения прямых 
а и b, а С1 — точка пересечения прямых а1 и b1. Проведем в плоскости параллельных прямых а и а1 прямую, параллельную прямой СС1. Она пересечет прямые а и а1 в точках 

А и А1. В плоскости прямых b и b1 проведем прямую,  параллельную прямой СС1, и обозначим через 
В и В1 точки ее пересечения с прямыми b и b1.
          Четырехугольники САА1С1 и СВВ1С1 — параллелограммы, так как 
у них противолежащие стороны параллельны. Че​тырехугольник АВВ1А1 также параллелограмм. У него стороны АА1, ВВ1 параллельны, потому что каждая из них параллель​на прямой СС1. Таким образом, четырехугольник лежит в плоскости, проходящей через параллельные прямые АА1 и ВВ1. А она пересекает параллельные плоскости 
[image: image6.wmf]a

 и 
[image: image7.wmf]a

1 по па​раллельным прямым АВ и А1В1. 

          Так как у параллелограмма противолежащие стороны равны, то АВ = А1В1, АС=А1С1, ВС = В1С1. По третьему при​знаку равенства треугольников треугольники АВС и А1В1С1 равны. Итак, угол А1С1В1, равный углу АСВ, прямой, т. е. прямые а1 и b1 перпендикулярны. Теорема доказана.
Параллельные прямые, перпендикулярные к плоскости

            Определение
[image: image137.png]Puc. 8



          
          Перпендикулярность прямой а к плоскости 
[image: image8.wmf]a

 обозначается так: а┴
[image: image9.wmf]a

. Говорят также, что плоскость 
[image: image10.wmf]a

 перпендикулярна к прямой а.

          Если прямая а перпендикулярна к плоскости 
[image: image11.wmf]a

, то она пересекает эту плоскость. В самом деле, если бы прямая а не пересекала плоскость 
[image: image12.wmf]a

, то она или лежала бы в этой плоскости, или была бы параллельна ей. Но тогда в плоскости 
[image: image13.wmf]a

 имелись бы прямые, не перпендикулярные к прямой а, например прямые, параллельные ей, что противоречит определению пер​пендикулярности прямой и плоскости. Значит, прямая а пересекает плоскость 
[image: image14.wmf]a

.

[image: image138.png]


          На рисунке 4 изображена прямая а, пер​пендикулярная к плоскости 
[image: image15.wmf]a

.

          Окружающая нас обстановка дает много примеров, иллюстрирующих перпендикулярность пря​мой и плоскости. Непокосившийся телеграфный столб стоит прямо, т. е. перпендикулярно к плоскости земли. Так же расположены колонны здания по отношению к плоскости фундамента, линии пересечения стен по отношению к плоскости пола и т. д.

          Докажем две теоремы, в которых устанав​ливается связь между параллельностью прямых и их перпендикулярностью к плоскости.

[image: image139.png]


            Теорема

[image: image140.png]


          Доказательство

          Рассмотрим две параллельные прямые а и а1 и плоскость 
[image: image16.wmf]a

, такую, что а┴
[image: image17.wmf]a

. Докажем, что и а1┴
[image: image18.wmf]a

.

          Проведем какую-нибудь прямую х в плос​кости 
[image: image19.wmf]a

 (рис. 5). Так как а┴
[image: image20.wmf]a

, то а┴х. По лемме о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей а1┴х. Таким образом, прямая а1 перпендику​лярна к любой прямой, лежащей в плоскости 
[image: image21.wmf]a

, т. е. а1┴
[image: image22.wmf]a

. Теорема доказана.
            Теорема
[image: image141.png]


 

          Доказательство
          Рассмотрим прямые а и b, перпендикулярные к плоскости 
[image: image23.wmf]a

 
(рис. 6, а). Докажем, что а||b.

          Через какую-нибудь точку М прямой b проведем прямую b1 параллельную прямой а. По предыдущей теореме b1┴
[image: image24.wmf]a

. Докажем, что прямая b1 совпадает с прямой b. Тем самым будет доказано, что а||b. Допустим, что прямые b и b1 не совпадают. Тогда в плоскости 
[image: image25.wmf]b

, содержащей прямые b и b1, через точку М проходят две прямые, перпендикулярные к прямой с, по которой пересекаются плоскости 
[image: image26.wmf]a

 и 
[image: image27.wmf]b

 (рис. 6, б). Но это невозможно, следовательно, а||b. Теорема доказана.

[image: image28.png]



Признак перпендикулярности прямой и плоскости

          Как проверить, перпендикулярна ли данная прямая к данной плоскости? Этот вопрос имеет прак​тическое значение, например, при установке мачт, колонн зданий и т. д., которые нужно поставить прямо, т. е. перпендикулярно к той плоскости, на которую они ставятся. Оказывается, что для этого нет надобности проверять перпендикулярность по отношению к любой прямой, как о том говорится в определении, а достаточно проверить перпендикулярность лишь к двум пересекаю​щимся прямым, лежащим в плоскости. Это вытекает из следующей теоремы, выражающей признак перпен​дикулярности прямой и плоскости.
            Теорема
[image: image142.png]



          Доказательство
[image: image143.png]Puc.14



          Рассмотрим прямую а, которая перпендику​лярна к прямым р и q, лежащим в плоскости 
[image: image29.wmf]a

 и пересекающимся в точке О (рис. 7, а). Докажем, что а┴
[image: image30.wmf]a

. Для этого нужно доказать, что прямая а перпен​дикулярна к произвольной прямой т плоскости 
[image: image31.wmf]a

. 
          Рассмотрим сначала случай, когда прямая 

а проходит через точку О (рис. 7, б). Проведем через точку О прямую l, параллельную прямой 

т (если прямая т проходит через точку О, то в качестве l возьмем саму прямую т). Отметим на прямой а точки А и В так, чтобы точка О была серединой отрезка АВ, и проведем в плоскости 


[image: image32.wmf]a

 прямую, пересекающую прямые р, q и l соответственно в точках Р, Q и L. Будем считать для определенности, что точка Q лежит между точками Р и L (рис. 7, б). 
          Так как прямые p и q — серединные перпен​дикуляры к отрезку АВ, то АР=ВР и АQ=ВQ. Следова​тельно, 
[image: image33.wmf]D

АРQ = 
[image: image34.wmf]D

ВРQ по трем сторонам. Поэтому 
[image: image35.wmf]Ð

АРQ=
[image: image36.wmf]Ð

ВРQ.
          Сравним треугольники АРL и ВРL. Они равны по двум сторонам и углу между ними (АР=ВР, РL — общая сторона, 
[image: image37.wmf]Ð

АРL = 
[image: image38.wmf]Ð

ВРL), поэтому АL=ВL. Но это означает, что треугольник АВL равнобедренный и его медиана LО является высотой, т. е. l┴ а. Так как l ||т и l┴ а, то т┴а (по лемме о перпендикулярности двух параллельных прямых к третьей). Итак, прямая а пер​пендикулярна к любой прямой т плоскости 
[image: image39.wmf]a

, т. е. а┴
[image: image40.wmf]a

.
          Рассмотрим теперь случай, когда прямая а не проходит через точку О. Проведем через точку О прямую а1 параллельную прямой а. По упомянутой лемме а1┴ р и а1┴ q, поэтому по доказанному в первом случае а1┴
[image: image41.wmf]a

. Отсюда (по первой теореме из предыдущего пункта) следует, что а┴
[image: image42.wmf]a

. Теорема доказана.

Теорема о прямой, перпендикулярной к плоскости

          Теорема
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          Доказательство
          Данную плоскость обозначим 
[image: image43.wmf]a

, а произ​вольную точку пространства — буквой М. Докажем, что: 1) через точку М проходит прямая, перпендикулярная к плоскости 
[image: image44.wmf]a

; 2) такая прямая только одна.

[image: image145.png]Puc. 15.6



          1)   Проведем в плоскости 
[image: image45.wmf]a

 произвольную прямую а и рассмотрим плоскость 
[image: image46.wmf]b

, проходящую через точку М и перпендикулярную к прямой a 

(рис. 8). Обозначим буквой b прямую, по которой пересекаются плоскости 
[image: image47.wmf]a

 и 
[image: image48.wmf]b

. В плоскости 
[image: image49.wmf]b

 через точку М проведем прямую с, перпендикулярную к прямой b. Прямая с и есть искомая прямая. В самом деле, она перпендику​лярна к плоскости 
[image: image50.wmf]a

, так как перпендикулярна к двум пересекающимся прямым этой плоскости (с┴b по пост​роению и 
с┴а, так как 
[image: image51.wmf]b

┴а).

          2)  Предположим, что через точку М прохо​дит еще одна прямая (обозначим ее через с1), перпен​дикулярная к плоскости 
[image: image52.wmf]a

. Тогда (по обратной теореме пункта «Параллельные прямые, перпендикулярные к плоскости») с1||с, что невозможно, так как прямые с1 и с пересекаются в точке М. Таким образом, через точку М проходит только одна прямая, перпендикулярная к плоскости 
[image: image53.wmf]a

. Теорема доказана.
Расстояние от точки до плоскости
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          Рассмотрим плоскость 
[image: image54.wmf]a

 и точку А, не лежащую в этой плоскости. Проведем через точку А прямую, перпендикулярную к плоскости 
[image: image55.wmf]a

, и обозначим буквой Н точку пересечения этой прямой с плоскостью 
[image: image56.wmf]a

 (рис. 9). Отрезок АН называется перпендикуляром, проведенным из точки А к плоскости 
[image: image57.wmf]a

, а точка 

Н — основанием перпендикуляра. Отметим 

в плоскости 
[image: image58.wmf]a

 какую-нибудь точку М, отличную от Н, и проведем отрезок АМ. Он называется наклонной, проведенной из 

точки А к плоскости 
[image: image59.wmf]a

, а точка 

М — основанием наклонной. Отрезок 

НМ называется проекцией наклон​ной 

на плоскость 
[image: image60.wmf]a

. Сравним перпендикуляр 

АН и наклонную АМ:  в прямоугольном треугольнике АМН сторона АН — катет, а сторона АМ — гипотенуза, поэто​му АН<АМ. Итак, перпендикуляр, проведенный из данной точки к плоскости, меньше любой наклонной, проведенной из той же точки к этой плоскости.

[image: image147.png]a) 6)



          Следовательно, из всех расстояний от точки А до различных точек плоскости 
[image: image61.wmf]a

 наименьшим является расстояние до точки Н. Это расстояние, т. е. длина перпендикуляра, проведенного из точки А к плоскости 
[image: image62.wmf]a

, называется расстоянием от точки А до плоскости 
[image: image63.wmf]a

. Когда мы говорим, что некоторый предмет, например лампочка уличного фонаря, находится на такой-то высоте, скажем 6 м от земли, то имеем в виду, что расстояние от лампочки до поверхности земли измеря​ется по перпендикуляру, проведенному от лампочки к плоскости земли (рис. 10).

          Замечания

          1.   Если две плоскости параллельны, то все точки одной плоскости равноудалены от другой плос​кости. В самом деле, рассмотрим перпендикуляры АА0 и ММ0, проведенные из двух произвольных точек А и М плоскости 
[image: image64.wmf]a

 к параллельной ей плоскости 
[image: image65.wmf]b

. Так как АА0┴
[image: image66.wmf]b

   и  ММ0┴
[image: image67.wmf]b

,   то АА0||ММ0.   Отсюда  следует,   что ММ0=АА0 (свойство 20 параллельных плоскостей), т. е. расстояние от любой точки М плоскости 
[image: image68.wmf]a

 до плоскости 
[image: image69.wmf]b

 равно длине отрезка АА0. Очевидно, все точки плоскости 
[image: image70.wmf]b

 находятся на таком же расстоянии от плоскости 
[image: image71.wmf]a

.

          Расстояние от произвольной точки одной из параллельных плоскостей до другой плоскости называ​ется расстоянием между параллельными плоскостями.

          Как уже отмечалось, примером параллель​ных плоскостей служат плоскости пола и потолка комнаты. Все точки потолка находятся на одинако​вом расстоянии от пола. Это расстояние и есть вы​сота комнаты.

          2.  Если прямая параллельна плоскости, то все точки прямой равноудалены от этой плоскости. В этом случае расстояние от произвольной точки прямой до плоскости называется расстоянием между прямой и параллельной ей плоскостью.

          3.   Если две прямые скрещивающиеся, то, через каждую из них проходит плоскость, параллельная другой прямой, и притом только одна. Расстояние между одной из скрещиваю​щихся прямых и плоскостью, проходящей через другую прямую параллельно первой, называется расстоянием между скрещивающимися прямыми.
Теорема о трех перпендикулярах

            Теорема

[image: image148.png]



          Доказательство

          Обратимся к рисунку 11, на котором отрезок АН — перпендикуляр к 

[image: image149.png]


плоскости 
[image: image72.wmf]a

, АМ — наклонная, а — прямая, проведенная в плоскости 
[image: image73.wmf]a

 через точку М перпендикулярно к проекции НМ наклонной. Докажем, что а┴АМ.


          Рассмотрим плоскость АМН. 

Прямая а пер​пендикулярна к этой плоскости, так как она перпенди​кулярна к двум пересекающимся прямым АН и МН, лежащим в плоскости АМН (а┴НМ по условию и а┴АН, так как АН┴
[image: image74.wmf]a

). Отсюда следует, что прямая а перпендикулярна к любой прямой, лежащей в плоскости АМН, в частности а┴АМ. Теорема доказана.

          Теорема называется теоремой о трех перпендикулярах, так как в ней говорится о связи между тремя перпендикулярами АН, НМ и АМ.

          Справедлива также обратная теорема: пря​мая, проведенная в плоскости через основание наклон​ной перпендикулярная к ней, перпендикулярна и к ее проекции.
Угол между прямой и плоскостью

[image: image150.png]


          Введем понятие проек​ции произвольной фигуры. Проекцией точки на плос​кость называется основание перпендикуляра, проведен​ного из этой точки к плоскости, если точка не лежит в плоскости, и сама точка, если она лежит в плоскости. На рисунке 12 точка 
М1 — проекция точки М на плоскость 
[image: image75.wmf]a

, а 
N — проекция самой точки N на ту же плоскость (N
[image: image76.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]a

).

          Обозначим буквой F какую-нибудь фигуру в пространстве. Если мы построим проекции всех точек этой фигуры на данную плоскость, то получим фигуру F1 которая называется проекцией фигуры F на данную плоскость. На рисунке 12 треугольник 
F1 — проекция треугольника F на 
плоскость 
[image: image78.wmf]a

.

          Докажем теперь, что проекцией прямой на плоскость, не перпендикулярную к этой прямой, является прямая.

[image: image151.png]PPPPPP



          Данную плоскость обозначим буквой 
[image: image79.wmf]a

, а произвольную прямую, не перпендикулярную к плос​кости 
[image: image80.wmf]a

,— буквой а (рис. 13). Из какой-нибудь точки М прямой а проведем перпендикуляр МН к плоскости 
[image: image81.wmf]a

 и рассмотрим плоскость 
[image: image82.wmf]b

, проходящую через а и МН. Плоскости 
[image: image83.wmf]a

 и 
[image: image84.wmf]b

 пересекаются по некоторой прямой а1. Докажем, что эта прямая и является проекцией прямой а на плоскость 
[image: image85.wmf]a

. В самом деле, возьмем произвольную точку М1 прямой а и проведем в плоскости 
[image: image86.wmf]b

 прямую М1Н1, параллельную прямой МН (Н1 — точка пересечения прямых М1Н1 и а1). По первой теореме (пункта «Параллельные прямые перпендикулярные к плоскости»)  М1Н1┴
[image: image87.wmf]a

 и, значит, точка Н1 является проекцией точки М1 на плоскость 
[image: image88.wmf]a

. Мы доказали, что проекция произвольной точки прямой а лежит на прямой а1. Аналогично доказывается, что любая точка прямой а1 является проекцией некоторой точки прямой а. Следо​вательно, 
а1 — проекция прямой а на плоскость 
[image: image89.wmf]a

.
          Из доказанного утверждения следует, что проекцией отрезка АВ, не перпендикулярного к плос​кости, является отрезок, концами которого служат проекции точек А и В. Используя понятие проекции прямой на плоскость, дадим определение угла между прямой и плоскостью.
            Определение
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          Можно доказать, что угол 
[image: image90.wmf]j

0 между данной прямой АМ и плоскостью 
[image: image91.wmf]a

 (рис. 14) является наимень​шим из всех углов 
[image: image92.wmf]j

, которые данная прямая образует с прямыми, проведенными в плоскости 
[image: image93.wmf]a

 через точку А.

          Если прямая перпендикулярна к плоскости, то ее проекцией на эту плоскость является точка пересечения этой прямой с плоскостью. В таком случае угол между прямой и плоскостью считается равным 90°.

          Если данная прямая параллельна плоскости, то ее проекцией на плоскость является прямая, парал​лельная данной. В этом случае понятие угла между прямой и плоскостью мы не вводим. (Иногда договари​ваются считать, что угол между параллельными прямой и плоскостью равен 0°.)

Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

[image: image154.png]PPPPPP




          Углом на плоскости мы называем фигуру, образованную двумя лучами, исходящими из одной точки. В стереометрии наряду с такими углами рассмат​ривается еще один вид углов — двугранные углы. Чтобы ввести понятие двугранного угла, напомним, что любая прямая, проведенная в данной плоскости, разделяет эту плоскость на две полуплоскости (рис. 15, а). Представим себе, что мы перегнули плоскость по прямой CD так, что две полуплоскости с границей CD оказались уже не лежащими в одной плоскости (рис. 15, б). Полученная фигура и есть двугранный угол.
          Таким образом, можно дать такое определе​ние двугранного угла: двугранным углом называется фигура, образованная прямой CD и двумя полуплоскос​тями 


[image: image94.wmf]a

 и 
[image: image95.wmf]b

 с общей границей CD, не принадлежащими одной плоскости. Полуплоскости (
[image: image96.wmf]a

 и 
[image: image97.wmf]b

), образующие двугранный угол, называются его гранями. 
У двугранного угла две грани, отсюда и название — двугранный угол. Прямая CD — общая граница полуплоскостей — называется реб​ром двугранного угла. Двугранный угол обозначают или двумя буквами, поставленными у ребра, например АВ, или четырьмя буквами 
[image: image98.wmf]a

CD
[image: image99.wmf]b

, из которых две средние обозначают ребро, а крайние - грани.

          Мы знаем, что углы на плоскости (обычные углы) измеряются в градусах. А как измеряются дву​гранные углы? Это делается следующим образом. Отме​тим на ребре двугранного угла какую-нибудь точку и в каждой грани из этой точки проведем луч перпендику​лярно к ребру. Образованный этими лучами угол называется линейным углом двугранного угла. На рисунке 16, а угол АОВ — линейный угол двугранного угла с ребром СD. Так как ОА┴СD и ОВ┴СD, то плоскость АОВ перпендикулярна к прямой СD. Таким образом, плоскость линейного угла перпендикулярна к ребру двугранного угла. Очевидно, двугранный угол имеет бесконечное множество линейных углов (рис. 16, б).
          Докажем, что все линейные углы двугран​ного угла равны друг другу. Рассмотрим два линейных угла АОВ и А101В1 (рис. 59, б). Лучи ОА и 01 А1 лежат в одной грани и перпендикулярны к прямой ОО1, поэтому они сонаправлены. Точно так же сонаправлены лучи ОВ и 01В1. Поэтому 

[image: image100.wmf]Ð

А101В1=
[image: image101.wmf]Ð

АОВ (как углы с сонаправленными сторонами).

          Градусной мерой двугранного угла называ​ется градусная мера его линейного угла. На рисун​ке 17, а градусная мера двугранного угла равна 45°. Обычно говорят коротко: «Двугранный угол равен 45°».

          Двугранный угол называется прямым (ост​рым, тупым), если он равен 90° (меньше 90°, больше 90°). Двугранный угол, изображенный на рисунке 17, б — прямой, на рисунке 17, а — острый, а на рисунке 17, в — тупой.

          Измерение двугранных углов. Двугранный угол измеряется его линейным углом, т. е. за единицу измерения двугранных углов принимается такой дву​гранный угол, линейный угол которого содержит единицу измерения линейных углов. Равными являются двугранные углы, имеющие одинаковую величину линейного угла.

          Угол между плоскостями - это линейный угол двугранного угла, образо​ванного этими плоскостями.

          Справедливы утверждения. 1. Если два двугранных угла неравны, то боль​шему двугранному углу соответствует и больший линейный угол.

          2. Если линейные углы неравны, то большему линейному углу соответству​ет больший двугранный угол.

          Двугранные углы называются смежными (Рис.18, а), если у них одна грань общая, а две другие составляют одну плоскость; вертикальными (Рис.18, б), если их грани состав​ляют две плоскости.



Признак перпендикулярности двух плоскостей


          Две пересекающиеся плоскости образуют четыре двугранных угла с общим ребром (рис. 19, а). Если один из этих двугранных углов равен 
[image: image102.wmf]j

, то другие три угла равны соответственно 180°-
[image: image103.wmf]j

, 
[image: image104.wmf]j

 и 180°-
[image: image105.wmf]j

. В частности, если один из углов прямой (
[image: image106.wmf]j

=90°), то и остальные три угла прямые. Если 
[image: image107.wmf]j

 — тот из четырех углов, который не превосходит каждого из остальных, то говорят, что угол между пересекающимися плоскос​тями равен 
[image: image108.wmf]j

. Очевидно, 0°<
[image: image109.wmf]j


[image: image110.wmf]£

90°.


            Определение


          Примером взаимно перпендикулярных плос​костей служат плоскости стены и пола комнаты.

          Ясно, что все четыре двугранных угла, образованные взаимно перпендикулярными плоскостя​ми, прямые.

           Теорема

          Доказательство
          Рассмотрим плоскости 
[image: image111.wmf]a

 и 
[image: image112.wmf]b

 такие, что плоскость 
[image: image113.wmf]a

 проходит через прямую АВ, перпендику​лярную к плоскости 
[image: image114.wmf]b

 и пересекающуюся с ней в точке А (рис. 20). Докажем, что 
[image: image115.wmf]a

┴
[image: image116.wmf]b

. Плоскости 
[image: image117.wmf]a

и
[image: image118.wmf]b

 пересекаются по некоторой прямой АС, причем АВ┴ АС, так как по условию АВ┴
[image: image119.wmf]b

, т. е. прямая АВ перпенди​кулярна к любой прямой, лежащей в плоскости 
[image: image120.wmf]b

.
          Проведем в плоскости 
[image: image121.wmf]b

 прямую АD, пер​пендикулярную к прямой АС. Тогда угол ВАD — линейный угол двугранного угла, образованного при пересечении плоскостей 
[image: image122.wmf]a

и
[image: image123.wmf]b

. Но 
[image: image124.wmf]Ð

ВАD = 90° (так как АВ┴
[image: image125.wmf]b

). Следовательно, угол между плоскостями 
и
[image: image126.wmf]b

 равен 90°, т. е. 
[image: image127.wmf]a

┴
[image: image128.wmf]b

. Теорема доказана.
           Следствие


          Имеют место следующие утверждения.

          1.  Если две плоскости перпендикулярны и из какой-нибудь точки одной из них опущен перпендикуляр на другую, то этот перпендикуляр лежит в первой плоскости.

          2.  Плоскость, перпендикулярная двум пересекаю​щимся плоскостям, перпендикулярна линии пересечения этих плоскостей.          
          3.  Плоскость, перпендикулярная ребру двугранного угла, перпендикулярна и его граням.

Прямоугольный параллелепипед

          Параллелепипед называется прямоуголь​ным, если его боковые ребра перпендикулярны к основанию, а основания представляют собой прямоуголь​ники. Форму прямоугольного параллелепипеда имеют многие предметы: коробки, ящики, комнаты и т. д. На рисунке 22 изображен прямоугольный параллелепипед АВСDА1В1С1D1. Его основаниями служат прямоугольни​ки АВСD и А1В1С1D1, а боковые ребра АА1, ВВ1, СС1 и DD1 перпендикулярны к основаниям. Отсюда следует, что АА1┴АВ, т.е. боковая грань АА1В1В— прямо​угольник. То же самое можно сказать и об остальных боковых гранях. Таким образом, мы обосновали следующее свойство прямоугольного параллелепипеда:

          1°. В прямоугольном параллелепипеде все шесть граней 
— прямоугольники.
          Полуплоскости, в которых расположены смежные грани параллелепипеда, образуют двугранные углы, которые называются двугранными углами парал​лелепипеда.
          20 . Все двугранные углы прямоугольного параллелепипеда 
— прямые.
          Теперь рассмотрим одно из самых замеча​тельных свойств прямоугольного параллелепипеда.

          Длины трех ребер, имеющих общую верши​ну, назовем измерениями прямоугольного параллелепи​педа. Например, у параллелепипеда, изображенного на рисунке 22, в качестве измерений можно взять длины ребер АВ, АD и АА1.
          В обыденной практике, говоря о размерах комнаты, имеющей форму прямоугольного параллеле​пипеда, вместо слова «измерения» используют обычно слова «длина», «ширина» и «высота» комнаты. Ясно, что длина, ширина и высота комнаты — это и есть ее измерения.
          Прежде чем сформулировать свойство па​раллелепипеда, связанное с 
его измерениями, вспомним, что в прямоугольнике квадрат диагонали равен сумме квадратов смежных сторон.
          Длины смежных сторон можно назвать из​мерениями прямоугольника, и поэтому квадрат диаго​нали прямоугольника равен сумме квадратов двух его измерений. Оказывается, аналогичным свойством обла​дает и прямоугольный параллелепипед.

           Теорема


          Доказательство
          Обратимся к рисунку 22, на котором изо​бражен параллелепипед АВСDА1В1С1D1 и докажем, что

                                          
[image: image129.wmf].
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          Так как ребро СС1 перпендикулярно к основанию АВСD, то угол АСС1 прямой. Из прямоуголь​ного треугольника АСС1 по теореме Пифагора получаем
                                                        
[image: image130.wmf].
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          Но АС — диагональ прямоугольника АВСD, поэтому АС2=АB2+AD2. Кроме того, СС1 =АА1. Следова​тельно,
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.  Теорема доказана.

           Следствие

          Прямоугольный параллелепипед, у которого все три измерения равны, называется кубом. Все грани куба — равные друг другу квадраты.

Применение ортогонального проектирования в техническом черчении
          В черчении применяется ортогональное проектирование, т. е. параллельное проектирование прямыми, перпендикулярными плоскости проекции. Чертежи деталей машин получаются путем ортогонального проектирования на одну, две или три взаимно  перпендикулярные  плоскости.  Эти   плоскости  называются плоскостями проекций. Плоскости проекций с проек​циями изображаемой детали на них совмещаются поворотом около прямых, по которым они пересекаются.

          На рисунке 23 показано выполнение чертежа болта путем проектирования на две плоскости: горизонтальную Н и вертикальную V. Чертеж болта в двух проекциях показан на рисунке 24.

          При выполнении чертежей деталей машин пользуются различными условностями, предусмотренными стандартом. В частности, резьба условно изображается сплошной тонкой линией, а центровые и осевые 

— штрихпунктирными линиями. Эти условности изображения применены на чертеже болта (рис. 24).
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Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая прямая перпендикулярна к этой прямой.
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Рис. 2








Если две пересекающиеся прямые па�раллельны соответственно двум перпендикулярным прямым, то они тоже перпендикулярны.





Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.





Если одна из двух параллельных прямых перпендику�лярна к плоскости, то и другая прямая перпендикулярна к этой плоскости.








Рис. 5








а





а1





x











� EMBED Equation.3  ���





Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то они параллельны.








Если прямая перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.





Через любую точку пространства проходит прямая, перпендикулярная к данной плоскости, и притом только одна.








Прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ее проекции на эту плоскость, перпендикулярна и к самой наклонной.





Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярной к ней, называется угол между прямой и ее проекцией на плоскость.





Рис. 15





Рис. 17





Рис.18





Рис. 19





Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными (взаимно перпендикулярными), если угол между ними равен 90° (рис. 19, б).





Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, перпендикулярную к другой плоскости, то такие плос�кости перпендикулярны.








Плоскость, перпендикулярная к прямой, по которой пересекаются две данные плоскости, перпендикулярна к каждой из этих плос�костей (рис. 21).





Квадрат диагонали  прямоугольного  параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений.





Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.
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