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Исторические сведения
Тригонометрия – математическая дисциплина, изучающая зависимость между сторонами и углами треугольника.

Тригонометрия возникла из практических нужд человека. С ее помощью можно определить расстояние до недоступных предметов и, вообще, существенно упрощать процесс геодезической съемки местности для составления географических карт.

Зачатки тригонометрических познаний зародились в древности. На раннем этапе тригонометрия развивалась в тесной связи с астрономией и являлась ее вспомогательным разделом.

Древнегреческие ученые разработали «тригонометрию хорд», изложенную выдающимся астрономом Птолемеем (II в.) в его работе «Альмагест». Птолемей вывел соотношения между хордами в круге (выражавшиеся словесно ввиду отсутствия в то время математической символики), которые равносильны современным формулам для синуса половинного угла, суммы и разности двух углов:
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Важный шаг в развитии тригонометрии был сделан индийскими учеными, которые заменили хорды синусами. Это нововведение перешло в VIII в. в арабоязычную математику стран Ближнего и Среднего Востока, где тригонометрия постепенно превратилась из раздела астрономии в самостоятельную математическую дисциплину. Помимо синуса были введены и другие тригонометрические функции, и для них были составлены таблицы.
Общепринятые понятия тригонометрии, а также обозначения и определения тригонометрических функций сформировались в процессе долгого исторического развития. Если, например, при введении основных тригонометрических понятий представляется естественным принимать радиус тригонометрического круга равным единице, то эта, казалось бы, простая идея была усвоена только в X-XI вв. Если мы понимаем под синусом угла α в прямоугольном треугольнике ОВС отношение катета ВС (линия синуса) к гипотенузе OC (т.е. радиусу единичной окружности), то в середине века термином «синус» обозначали саму линию синуса BC. То же относится к косинусу, под которым понималась линия косинуса OB, и другим тригонометрическим функциям.
Лишь постепенно, благодаря введению новых понятий, а также в результате разработки и усовершенствования математической символики, тригонометрия приобрела современный вид, наиболее удобный для решения вычислительных задач. Окончательный вид она приобрела в XVIII в. в трудах Л. Эйлера.
Определение, свойства и график функции синус

[image: image652.wmf]a

a

a

a

a

cos

sin

2

2

sin

,

2

cos

1

2

sin

=

-

=

На координатной плоскости OXY построим окружность единичного радиуса с центром в точке 
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 имеет координаты 
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 этой окружности, образующий  с осью ОХ  угол, радианная мера которого равна 
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 - положительный, так как отсчет угла происходит от 
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 против хода стрелки часов).

Определение. Синусом угла 
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 называется число, равное ординате конца единичного радиуса, соответствующего углу 
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 соответствует на единичной окружности единственная точка 
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Рассмотрим свойства функции 
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1) Областью определения. функции является множество действительных чисел 
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2) Область значений. 
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, так как ордината точки 
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, являющаяся концом радиуса 
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, может принимать значения на отрезке 
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3) Периодичность. Функция является периодической с наименьшим положительным периодом 
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 на единичной окружности соответствует  одна и та же точка 
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Докажем, что число 
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 является наименьшим положительным периодом функции. Пусть 
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4) Четность и нечетность. Функция 
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Пусть двум действительным числам 
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 соответствуют на единичной окружности точки 
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 равны по абсолютной величине, но отличаются знаками. Поэтому 
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5) Знаки функции. Непосредственно из определения функции 
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Таким образом, 
[image: image69.wmf]0

sin

>

x

 при 
[image: image70.wmf](

)

k

k

x

p

p

p

2

;

2

+

Î

, 
[image: image71.wmf]Z

k

Î

; 
[image: image72.wmf]0

sin

<

x

 при 
[image: image73.wmf](

)

k

k

x

p

p

p

p

2

2

;

2

+

+

Î

, 
[image: image74.wmf]Z

k

Î

, так как для любого 
[image: image75.wmf]x

 значение 
[image: image76.wmf](

)

x

k

x

sin

2

sin

=

+

p

. Ось ОХ функция 
[image: image77.wmf]x

sin

 пересекает в точках 
[image: image78.wmf]n

x

p

=

, 
[image: image79.wmf]Z

n

Î

, поскольку 
[image: image80.wmf]0

sin

=

n

p

.

6) Точки экстремума. Наибольшее значение, равное 
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7) Промежутки возрастания и убывания. Функция 
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Докажем первую часть этого утверждения. Пусть 
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Аналогично рассматриваются другие четверти окружности.

С учетом периодичности функции 
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б) убывает при 
[image: image109.wmf]ú

û

ù

ç

è

æ

+

+

Î

n

n

x

p

p

p

p

2

2

3

;

2

2

, 
[image: image110.wmf]Z

n

Î

.
[image: image656.emf]x

y

 

1 1 1

, b a M

 

2 2 2

, b a M

2



1



8) График функции 
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[image: image112.wmf]x

y

sin

=

 сначала строим часть графика на отрезке 
[image: image113.wmf][

]

p

2

;

0

 длиной 
[image: image114.wmf]p

2

. При построении графика учитываем, что 
[image: image115.wmf]0

0

sin

=

, 
[image: image116.wmf]1

2

sin

=

p

, 
[image: image117.wmf]1

2

3

sin

-

=

p

, 
[image: image118.wmf]0

2

sin

=

p

, 
[image: image119.wmf]0

sin

>

x

 при 
[image: image120.wmf](

)

p

;

0

Î

x

, 
[image: image121.wmf]0

sin

<

x

, при 
[image: image122.wmf](

)

p

p

2

;

Î

x

. Так как 
[image: image123.wmf]x

y

sin

=

 является периодической функцией с периодом 
[image: image124.wmf]p

2

, то ее график на промежутках 
[image: image125.wmf][

]

)

1

(

2

;

2

+

n

n

p

p

, 
[image: image126.wmf]Z

n

Î

, получается из ее графика, построенного на отрезке 
[image: image127.wmf][

]

p

2

;

0

, параллельным переносом вдоль оси ОХ на расстояние 
[image: image128.wmf]n

p

2

, 
[image: image129.wmf]Z

n

Î

. График функции 
[image: image130.wmf]x

y

sin

=

 называется синусоидой. 
Функция 
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Найдем наименьший положительный период функции 
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Это равенство выполняется тогда и только тогда, когда
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График функции 
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 и используя три типа преобразований графиков – параллельный перенос, растяжение (сжатие) и симметрию. Для этого строим последовательно графики функций 
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Определение, свойства и график функции косинус

Определение. Косинусом угла 
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 называется число, равное абсциссе конца единичного радиуса, соответствующего углу 
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3) Наименьший положительный период функции 
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4)Функция 
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6) Наибольшее значение 
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7) Функция возрастает при 
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8) График функции, называемой косинусоидой, изображен на рисунке.

Определение, свойства и график функции тангенс

Определение. Тангенсом угла 
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Рассмотрим свойства функции 
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2) Область значений 
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Очевидно, что числа 
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Следовательно, точка 
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  расположена на единичной окружности, а числа 
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Замечание.  Угол 
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Одинаковые знаки функции 
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Из прямоугольного треугольника 
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3) Четность и нечетность. Тангенс – нечетная функция. Действительно, для любого 
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4) Периодичность. Функция 
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Покажем, что 
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5) Интервалы монотонности. Функция 
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. Простейший способ доказательства этого утверждения основан на использовании производной (теоремы об интервалах монотонности функции).
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Приведем альтернативный способ доказательства – из определений монотонной функции.
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 Перемножая это неравенство и неравенство 
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Аналогично доказывается монотонное возрастание 
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6) Точки пересечения с координатными осями и промежутки знакопостоянства. Ось ОХ  график функции 
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Промежутки знакопостоянства:
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Действительно, так как 
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, то тангенс положителен в первой и третьей четвертях, поскольку в этих четвертях функции 
[image: image345.wmf]x

sin

  и 
[image: image346.wmf]x

cos

 имеют одинаковые знаки. Во второй и четвертой четвертях  
[image: image347.wmf]x

tg
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7) Точек экстремума функция 
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8) График функции. Приведен на рисунке.
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Рассмотрим свойства и построим график 
функции 
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Областью определения функции 
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Таким образом, 
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Найдем наименьший положительный период функции 
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Пусть 
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Это равенство выполняется тогда и только тогда, когда 
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Откуда  
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Отсюда следует , что наименьший положительный период равен 
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Найдем точки пересечения графика функции 
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Абсциссы точек пересечения графика с осью ОХ:
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Ордината точки  пересечения ветви  графика с осью ОY:
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На рисунке приведен график функции 
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Арксинус и его свойства

Арксинусом числа a 
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Обозначается этот угол 
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Область опрделения функции 
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График функции 
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 симметричен графику функции 
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Функция 
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 является монотонно возрастающей на отрезке 
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Функция (правило, закон) 
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На рис.  0.3 показано отображение 
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Арккосинус и его свойства


Арккосинусом числа 
[image: image418.wmf](
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Обозначение: 
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Область определения функции
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График функции 
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 симметричен графику функции 
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Функция 
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 является монотонно убывающей на отрезке 
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На рис.  0.3 показано отображение 
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Формулы приведения

Формулы приведения позволяют вычислять значения тригонометрических функций 
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Если аргумент 
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Значения синусов и косинусов таких углов вычисляются по формулам суммы и разности аргументов.

Покажем, что имеют место формулы
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Данные формулы называются формулами приведения для синуса и косинуса. Докажем некоторые из них.
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Аналогичные рассуждения можно провести для тангенса и котангенса. Если аргумент 
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 больше 
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Для перехода к аргументу 
[image: image480.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

Î

2

;

0

p

a

 воспользуемся формулами приведения  для синуса и  косинуса: 
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Аналогично доказываются следующие формулы приведения для тангенса и котангенса:
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Для запоминания формул приведения удобно использовать следующее правило.

1) При переходе через углы 
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 наименование тригонометрической функции меняется на кофункцию (
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2) Знак перед приведенной функцией определяется знаком приводимой функции, в зависимости от четверти, к которой принадлежит ее аргумент.

Например, 
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Косинус суммы и разности двух аргументов

Теорема 1. Для любых двух углов  
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 справедливо тождество
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Доказательство. На единичной окружности возьмем точки 
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Найдем координаты данных точек пользуясь определениями синуса и косинуса:
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, то, возводя обе части этого равенства в квадрат и выполняя преобразования, получаем цепочку эквивалентных равенств
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Теорема 2.  Для любых двух углов  
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Доказательство. 
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Синус суммы и разности аргументов

Предварительно докажем формулы:
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Теорема 1. Для любых углов   
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 справедливо тождество
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Доказательство. Используя формулы  1) и  2),  докажем теорему 1 
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Теорема 2. Для любых углов   
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 справедлива формула
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Доказательство.
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так как 
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Зависимость между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента

Для произвольного угла 
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 найдем соотношения между тригонометрическими функциями.

1. Основное тригонометрическое тождество.

Для любого угла 
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Доказательство. На единичной окружности углу 
[image: image556.wmf]a

 соответствует точ​ка 
[image: image557.wmf](

)

a

a

a

sin 

 

;

 

cos

M

. Квадрат расстояния между точками 
[image: image558.wmf])

0

;

0

(

 

O

 и 
[image: image559.wmf](

)

a

a

a

sin 

 

;

 

cos

M

 равен единице: 
[image: image560.wmf](

)

(

)

1

0

-

sin

0

-

cos

2

2

=

+

a

a

, откуда следует 
[image: image561.wmf]1

cos

sin

2

2

=

+

a

a

.■

2. Определение 1. 
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Определение 2. 
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3. Разделив обе части равенства (1) на 
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Разделим обе части  равенства (1) на 
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4. Из основного тригонометрического тождества (1) следуют формулы:
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Знаки перед корнями соответствуют знакам 
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5. Из формулы 
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Из формулы 
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Тригонометрические функции двойного и половинного аргументов

Теорема 1. Для любого угла 
[image: image589.wmf]a

 справедливы тождества:
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которые называются формулами двойного угла.

Доказательство. В формулах 
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Следствие. Из формулы 
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Доказательство.
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Теорема 2. Формулы двойного угла для тангенса и котангенса имеют вид:
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Доказательство.
В формулах 
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. В результате получим формулы двойного угла для тангенса и котангенса.■

Используя формулы двойных углов, можно получить формулы половинного угла для тригонометрических функций.

1. Из формул следствия теоремы 1 найдем 
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В данных формулах 
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откуда следует 
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Знаки перед корнями соответствуют знакам 
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Знаки перед корнями соответствуют знакам 
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Доказательство. Формулы получаются при почленном делении каждого тождества из предыдущего пункта 1.

3.Для любого 
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Доказательство первой формулы: 
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Вторая формула доказывается аналогично.■

4. Выразим тригонометрические функции через тангенс половинного аргумента. Докажем, что для любого угла 
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Доказательство. 
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Разделив числитель и знаменатель дроби на 
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Аналогичным способом доказывается вторая формула:
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